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1 Bernoulli 数と母函数の収束半径
容易にわかる様に

u =
∫ (x,y)

∞

dx√
x − 1

で与へられる函数 x 7→ u の逆函数は

x(u) = 1
sin2(u)

である. これの展開を
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2n

u2n−2

(2n − 2)!

とおくと, Bernoulli 数 B2n との関係

C2n = (−1)n22nB2n

が知れる. 上の級数の収束半径は π であるので Cauchy の定理により, 次が成り立つ.

命題 1.1 係数 C2n について次の等式が成り立つ :

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ C2n

C2n+2

∣∣∣∣∣ = 1
4

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ B2n

B2n+2

∣∣∣∣∣ = π2.

数値例 :

n C_{2n}/C_{2n+2}/Pi^2
---+-----------------------------------------
90 0.98907103825136612021857923497267759563
91 0.98918918918918918918918918918918918919
92 0.98930481283422459893048128342245989305
93 0.98941798941798941798941798941798941799
94 0.98952879581151832460732984293193717278
95 0.98963730569948186528497409326424870466
96 0.98974358974358974358974358974358974359
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2 Bernoulli-Hurwitz の階商極限と収束半径
（準備中）



3 種数 2 の x(u) の展開係数の階商極限と収束半径
曲線 C : y2 = x5 − 1 上の積分

u =
∫ (x,y)

∞

xdx

2
√

x5 − 1

で与へられる函数 x 7→ u の逆函数 x(u) の展開を

x(u) = u−2 + 1
11
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u48 + · · ·

= 1
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∞∑
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u10n−2

(10n − 2)!
= σ3(u3, u1)

σ1(u3, u1)

∣∣∣∣∣
κ−1ι(C ), u=u1

とおく. 函数論でよく知られた事実をこの場合に書くと :

命題 3.2 函数 x(u) の原点に最も近い特異点が α であるためには

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ C10n

C10(n+1)

∣∣∣∣∣ = |α|10

であることが必要十分である.

以下, ζ = exp
(

2πi
5

)
と記す. 曲線 C 上の点 (1,0) と (ζ3,0) を周回する積分の周期

(3.3) ρ = 2(1 + ζ)
∫ 1

0

xdx

2
√

x5 − 1
= 2(1 + ζ) × i · 0.3679093980 · · ·

の絶対値
1.1905798220 · · ·

が収束半径であると思はれる.

数値例 : 実際, 以下の数値例から |ρ| が収束半径である様に感じられる.

n |C_{10n}/C_{10(n+1)}/rho^10|
---+-----------------------------------------
130 1.011580706252120
131 1.011491983282432
132 1.011404609430994
133 1.011318554158210
134 1.011233787839331
135 1.011150281730452
136 1.011068007936015
137 1.010986939377745


