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種数 1 における理論

山内 卓也∗

0. 序文

これまでの話を種数 1の代数曲線に対して具体的に展開していくことが本稿の目的であ

る. 特に, 次の点に留意して話を進めていく.

(1) σ関数を中心に楕円関数論をまとめること

(2) 種数 1の (複素)代数曲線の場合に Riemann-Roch Theorem, Abel-Jacobi Theorem を

具体的に理解すること

(3) 後半の内容 (特に, [5])の導入部分となること

尚,楕円関数論に関する歴史に興味がある方は [6]の 7章および [4]等を参照して頂きたい.

1. 種数1の (複素)代数曲線

吉冨氏の講演 [8]によると, 種数 1の複素代数曲線と種数 1のコンパクトリーマン面とは

同等の概念であった. また, 種数 1の (複素)代数曲線は楕円曲線 (1次元複素アーベル多様

体)と呼ばれ代数的な群演算を備えている.

1次元複素アーベル多様体X とは 1次元複素トーラスである. 従って, Cの格子 Λが存

在して,

X = C/Λ

となる.

種数 1のコンパクトリーマン面と 1次元の複素トーラスとの間の解析的な対応は種数 1

の場合のAbel-Jacobi の定理の自然な帰結ではある. しかし, 本稿は楕円関数論を中心に展

開されているため, 出発点は 1次元の複素トーラスである. 以下ではこの 2つの対象を同一

視して考える.

2. 擬周期関数

この節では擬周期関数の構成を問題にする. 雛型は, 周期関数 sinz の満たす等式

sinz = z

∞∏

n=1

(
1− z2

(nπ)2

)

である.
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重複もこめて同じ零点をもつ二つの整関数 (C上の正則関数のこと) f1(z), f2(z)の間には

f1(z) = f2(z)exp(g(z))

なる関係がある (cf. [1], p.210, 定理 7). ここで, g(z)は適当なC上の正則関数である. い

ま, 整関数 f(z)の零点の成す集合 Γが加法群となるときを考える. 上の考察から,

f(z + ω) = f(z)exp(gω(z)), ω ∈ Γ

が成り立つ. ここで, gω(z)は ωに依存する整関数である.

以上が擬周期関数構成のアイデアである. 本節では, 先ず, Weierstrass の因数分解定理

を復習した後で, σ関数, Weierstrass zeta 関数, ℘関数を定義し, 諸性質をまとめ, σ関数の

擬周期性について述べる.

2-1. Weierstrass の因数分解定理

kを非負整数とする. z = 0で k位の零をもち, 重複も込めてC\{0}の点 a1, . . . , anで零

を持つ整関数は,

exp(g(z))zk
n∏

j=1

(
1− z

aj

)

と表せる. しかし, 指定された無限個の点で零を持つ整関数を無限積を用いて同様に与え

ようとすると, 無限積の収束問題を考えなければならない.

命題 2.1 {an}∞n=1をC\{0}の元からなる点列とし, 各 anに対して正の整数 knが与えられ

ているものとする. このとき, 任意の正の数 rに対して,

∞∑

n=1

1

kn + 1

∣∣∣ r
an

∣∣∣
kn+1

が収束するならば,

∞∏

n=1

(
1− z

an

)
exp
( z
an

+
1

2

( z
an

)2

+ · · ·+ 1

kn

( z
an

)kn)

はCにおいて広義一様絶対収束する.

この命題より次の命題が従う.

命題 2.2 (Weierstrass の因数分解定理 (cf. [1], p.210, 定理 7)) kを非負整数とする. 各 n

に対して定めた点 an ∈ C\{0}(ただし, |an| −→ ∞(n −→ ∞)とする) を零点として持ち,

z = 0で k位の零を持つ任意の整関数 f(z)は

zkexp(g(z))

∞∏

n=1

(
1− z

an

)
exp
( z
an

+
1

2

( z
an

)2

+ · · ·+ 1

kn

( z
an

)kn)
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という形にかける. ここで, kn, 及び, g(z)はそれぞれ f(z)から定まる正の整数と整関数で

ある.

Weierstrass の因数分解定理は与えられたデータを零に持つ整関数の存在問題とその具体

的構成の問題に対する解答を同時に与える強力な定理である.

ここで, Weierstrass の因数分解定理の存在問題のみを層のコホモロジーで解釈してみる.

命題 2.2 で見たように, 与えられたデータ {an}∞n=1 ⊂ C を零に持つ整関数の存在問題は
クザンの乗法的問題と呼ばれている問題の 1次元版である.

M = Cを一次元複素多様体として考える. M 上の局所的に零および極のどちらも持た

ない正則関数の成す層をO∗M , M 上の有理型関数の成す層をKM と表すことにすると層の
完全列

1 −→ O∗M −→ K∗M −→ K∗M/O∗M −→ 1

を得る.

これより, 長完全系列

0 −→ H0(M,O∗M) −→ H0(M,K∗M)
ϕ−→ H0(M,K∗M/O∗M)

δ−→ H1(M,O∗M ) −→ · · ·

を得る. 今, H1(M,O∗M) ' Pic0(M) = 0 (cf. [3]) なので, ϕは全射. H0(M,K∗M/O∗M)の元

はM の開被覆 {Ui}i∈I と Ui上の 0でない有理型関数 fiの組, {(Ui, fi)}i∈I で張り合わせの
条件

fi,j :=
fi
fj
∈ O∗M(Ui ∩ Uj)

を満たすものである. 実際, そのようなデータが与えられると, (K∗M/O∗M)(Ui ∩ Uj)におい
ては

fi = fj

なので層の公理から大域切断 F ∈ K∗M(M)が存在して, F |Ui = gifi ≡ fi mod O∗M(Ui) が

成り立つ. ここで, gi は零も極も持たない Ui 上の正則関数. いま, 集積点を持たないCの
点列 {an}nと正整数 knを与える. {an}nに対して, Cの開被覆 {Un}nを a` ∈ U` かつ an,

am 6∈ Un ∩ Um となるようにとる. 今,

fn =

{
(1− z

an
)kn (an 6= 0 )

zkn (an = 0)

とすると, データ {(Un, fn)}n はH0(M,K∗M/O∗M) の元を定める. よって, 前の考察から, 大

域切断 F (C上の有理型関数) が存在して,

F |Un = gn · fn, gn ∈ O∗M(Un)

が成り立つ. F は各開集合上で正則な関数なので整関数である. このように, 層の立場から

みると, 与えられた零点に関するデータをもつ整関数の “存在”の難しさはH1(M,O∗C)の消

滅に集約されていることがわかる.

Weierstrass の因数分解定理の存在問題 (クザンの第 1問題)はH1(M,O∗C)の消滅と同等

であり, 互いの価値を高めている.
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2-2. σ関数

本節では σ関数の定義を与える. その精神は命題 2.1 にある.

Cの格子ΛはR上一次独立なCの 2元 ω1, ω2によって,

Λ = Zω1 + Zω2

と表せる. そこで, Weierstrass の σ 関数を

σ(z) := z
∏

ω∈Λ
ω 6=0

(
1− z

ω

)
exp
( z
ω

+
1

2

( z
ω

)2)

により定義する. 任意の正の実数 rに対して, 級数

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

3
·
∣∣∣ r
ω

∣∣∣
3

が収束することから命題 2.1 より, 右辺は整関数となる1. さらに, σ関数は次の性質を持つ.

命題 2.3 (1) σ関数はΛの各点において 1位の零点を持ち, それ以外では零にならない.

(2) σ関数は奇関数である. すなわち, σ(−z) = −σ(z)

命題 2.3 の (1) より, 任意のΛの元 ω に対し, σ(z + ω)と σ(z) との零点集合は一致する

ので, ある正則関数 gω(z)が存在して,

σ(z + ω) = exp(gω(z))σ(z)

が成り立つ. 本節の後半でこの gω(z)を具体的に求める.

σ関数が周期にも依存していることを強調するために,

σ(z;ω1, ω2)

とあらわことにすると次が成り立つ.

命題 2.4 σは周期に関して, GL2(Z) 不変である. すなわち,

σ(z; aω1 + bω2, cω1 + dω2) = σ(z;ω1, ω2),

(
a b

c d

)
∈ GL2(Z)

(証明) AutZ(Λ) = GL2(Z)より明らか.

1一般に級数
∑

ω∈Λ
ω 6=0

∣∣∣ 1
ω

∣∣∣
k

は k ≤ 2 なら発散し, k >2 なら収束する (cf. [7], 第二章).
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この命題は本稿の内容からは独立しているが, σ関数を特徴付けるための大事な要素で

ある ([5] の補題 4.12).

2-3. ζ 関数

以下, 記号は 2-2 のものと同じものを使う.

Weierstrass の ζ 関数を

ζ(z) :=
d

dz
log σ(z) =

σ′(z)

σ(z)

により定義する. 対数微分をとっているので log の分枝のとり方によらない. ζ(z) は σ(z)

の零点 (つまり, Λ の元) 以外のところで正則な関数となる. また,

ζ(z) =
1

z
+
∑

ω∈Λ
ω 6=0

( 1

z − ω +
1

ω
+

z

ω2

)

が成立する. さらに, ζ 関数は次の性質を持つ.

命題 2.5 (1) ζ 関数は Λ の各点において 1位の極を持ち, それ以外では正則な有理型関数

である.

(2) ζ 関数は奇関数である.

(3) z = 0 の周りにおいて, ζ(z) =
1

z
−
∞∑

n=1

G2n+2z
2n+1 が成立する. ただし, Gn :=

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ωn
.

(4) z = 0の周りにおいて, σ(z) = z−G4

4
z5−G6

6
z7+

(G2
4

32
−G8

8

)
z9+

(G4G6

24
−G10

10

)
z11+· · · .

(証明) (1), (2)は明らか. (3)は次の等式

1

z − ω +
1

ω
+

z

ω2
=
−1

ω

(
1 +

( z
ω

)
+
( z
ω

)2

+ · · ·
)

+
1

ω
+

z

ω2

= −
( z2

ω3

)
−
( z3

ω4

)
− · · ·

及び, G2n+1 = 0, n ≥ 1 となることを使えばよい.

(4)は (3)の式を積分して exp をとればよい.

2-4. ℘関数

Weierstrass の ℘関数を

℘(z) := − d

dz
ζ(z)

により定義する. ℘(z)も σ(z)の零点 (つまり, Λの元) 以外のところで正則な関数となる.

また,

℘(z) =
1

z2
+
∑

ω∈Λ
ω 6=0

( 1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
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が成立する. さらに, ℘(z), 及び, その 1階微分 ℘′(z) =
∑

ω∈Λ

−2

(z − ω)3
は次の性質を持つ.

命題 2.6 (1) ℘関数は Λの各点において 2位の極を持ち, それ以外では正則な有理型関数

である.

(2) ℘関数は偶関数, ℘′(z)は奇関数である.

(3) z = 0の周りにおいて, ℘(z), ℘′(z)はそれぞれ次の様に展開される.

℘(z) =
1

z2
+

∞∑

n=1

(2n+ 1)G2n+2z
2n, ℘′(z) =

−2

z3
+

∞∑

n=1

2n(2n + 1)G2n+2z
2n−1

が成立する.

定義 2.7 Λ = Zω1 +Zω2に周期をもつ有理型関数 f(z)のことを楕円関数という. すなわち,

f(z + ω) = f(z), ω ∈ Λ.

命題 2.8
dn

dzn
℘(z), n ≥ 0は楕円関数である.

(証明) ℘′(z) =
∑

ω∈Λ

−2

(z − ω)3
より, ℘′(z)は楕円関数, とくに, その高階微分も楕円関数.

各Λの Z基底 ωi, i = 1, 2に対して, 等式 ℘′(z + ωi) = ℘′(z)の両辺を積分するとで

℘(z + ωi) = ℘(z) + cωi, cωi ∈ C

をえる. ここで z = −ωi
2
6∈ Λ は ℘(z)の極ではないので, これを上の式に代入すると,

cωi = ℘(
ωi
2

)− ℘(−ωi
2

).

℘(z)は偶関数より, cωi = 0. Λはωi, (i = 1, 2) でZ上生成されるので ℘(z)はΛを周期に持

つ楕円関数である.

℘(z)とその微分の間には様々な関係式が成り立つ. 先ず, 最初に登場するのが次の関係

式である.

命題 2.9 (1) ℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3. ここで,

g2 := 60G4 = 60
∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ω4
, g3 := 140G6 = 140

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ω6
.

(2) ℘′′(z) = 6℘(z)2 − 1

2
g2.

(証明) (1) の両辺の z = 0でのローラン展開の主要部が命題 2.6 から具体的な計算で一

致することがわかる. 周期関数であることから他の極における主要部も等しい. よって,
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℘′(z)2 − (4℘(z)3 − g2℘(z) − g3)は極を持たない有界な楕円関数となるが, このような関数

はLiouville の定理より, 定数関数 cになる. しかし、c は楕円関数より c = 0. (2) は (1) の

両辺を微分すればよい.

2-5. σ(z)の擬周期性

Λ の元 ω を任意に固定する. ℘(z) は楕円関数だから,

℘(z + ω) = ℘(z)

が成り立つ. これを積分すると, z によらない定数 ηω が存在して,

ζ(z + ω) = ζ(z) + ηω

が成り立つ.

ζ(z + ω + ω′) = ζ(z + ω) + ηω′ = ζ(z) + ηω + ηω′

が成り立つので, Λ −→ C : ω 7→ ηω は加法群としての準同型写像となる. また, 自然な同

一視 Λ⊗Z R ' C より, 上の準同型は C から C への R 線型写像に拡張される.

命題 2.10 (Legendre の関係式) Im(
ω2

ω1

)>0 と仮定する. このとき, 次の関係式が成り立つ.

ω2ηω1 − ω1ηω2 = 2π
√
−1.

(証明) C/Λの基本領域Dを境界がΛと交わらないようにとる. Dの内部には ζ(z)の極が丁

度1つあり,その留数は1である. Dの頂点はある t ∈ C\Λによって, t, t+ω1, t+ω1+ω2, t+ω2

となる. この順番に沿って ζ(z)を積分すると, 留数定理より,

∫ t+ω1

t

ζ(z)dz +

∫ t+ω1+ω2

t+ω1

ζ(z)dz +

∫ t+ω2

t+ω1+ω2

ζ(z)dz +

∫ t

t+ω2

ζ(z)dz = 2π
√
−1.

左辺の 2,3番目の積分において, z −→ z + wi, (i = 1, 2)と変数変換することで

∫ t+ω1

t

(ζ(z)− ζ(z + ω2))dz +

∫ t+ω2

t

(ζ(z + ω2)− ζ(z))dz = −ηω2ω1 + ηω1ω2

となる.

例 2.11 (1) Λ = Z + Z
√
−1 のとき, ζ(

√
−1z) =

ζ(z)√
−1
より, η√−1 =

η1√
−1

. 従って, 命題

2.10 より, η1 = πを得る.

(2) Λ = Z+ Zζ3, ζ3 = −1+
√−3
2

のとき, ζ(ζ3z) =
ζ(z)

ζ3

より, ηζ3 =
η1

ζ3

. 従って, 命題 2.10 よ

り, η1 = 2π√
3
を得る.

(3) Λ = Z+ Zα が虚 2次体の整数環のとき, η1, ηαはどんな値になるか？
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定義 2.12 (theta 関数2) 整関数 f(z)がΛ に関する theta 関数であるとは

f(z + ω) = exp(2π
√
−1(L(ω, z) + cω))f(z)

を満たすことをいう. ここで, L(ω, z)は zに関してC-線型, ωに関して R-線型な関数, cω
は ωにのみよる定数.

命題 2.13. σ(z)は theta 関数である. とくに,

σ(z + ω) = ψ(ω)exp(ηω(z +
ω

2
))σ(z)

が成り立つ. ただし,

ψ(ω) =

{
1 (ω

2
∈ Λ )

−1 (ω
2
6∈ Λ)

とおく.

(証明) 定義より, ζ(z) =
d

dz
log σ(z)だから, 等式

ζ(z + ω) = ζ(z) + ηω

を積分して,

log σ(z + ω)− log σ(z) = ηωz + cω

が 2π
√
−1の整数倍の差を除いて成り立つ. この曖昧さは両辺の exp をとることで解消さ

れる. つまり,
σ(z + ω)

σ(z)
= exp(ηωz + cω)

をえる. 便宜上,
σ(z + ω)

σ(z)
= ψ(ω)exp(ηω(z +

ω

2
))

とあらわし, ψ(ω) を求める.
ω

2
6∈ Λ のとき, z = −ω

2
を代入すると σ(z) は奇関数より,

ψ(ω) = −1.

一方で,
σ(z + 2ω)

σ(z)
=
σ(z + 2ω)

σ(z + ω)

σ(z + ω)

σ(z)

より,

ψ(2ω) = ψ(ω)2.

特に,
ω

2n
∈ Λ,

ω

2n+1
6∈ Λ のとき,

ψ(ω) = ψ(
ω

2
)2 = · · · = ψ(

ω

2n+1
)2n+1

= (−1)2n+1

= 1

2[2]の第 5章, 参照
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をえる.

明らかに, L(ω, z) :=
1

2π
√
−1

ηωz は z に関してC-線型, ω に関して R-線型 (に拡張可能)

である. また, cω :=
1

2π
√
−1

ηω
ω

2
は ω にしかよらない定数である.

命題 2.14 L(ω, z)は上記のようにC×C 上に拡張しておく. E(x, y) = L(x, y)−L(y, x) と

おく. このとき, EはC × C上のR-双線型交代形式であり, E(ω1, ω2) = 1が成り立つ. 特

に, E(Λ,Λ) ⊂ Zである.

(証明) x = a1ω1 + a2ω2, y = b1ω1 + b2ω2, ai, bi ∈ R (i = 1, 2)とおく.

E(x, y) =
1

2π
√
−1

(a1b2−a2b1)(ω2ηω1−ω1ηω2) = (a1b2−a2b1) = (a1, a2)

(
0 1

−1 0

)
t(b1, b2)

より主張は明らか. ただし, 途中の計算で命題 2.10 を用いた.

命題 2.15 E(x, y) はRiemann 形式である. すなわち, E(x, iy)は半正値対称形式である.

(証明) L(x, y)は yに関してC-線形だったので, L(x,
√
−1y) =

√
−1L(x, y). また,命題 2.14

よりE(x, y)は常に実数値をとるので,

E(x,
√
−1y) = Re(L(x,

√
−1y))−Re(L(

√
−1y, x)) = −Im(L(x, y))−Im(L(

√
−1x,

√
−1y))

また, 0 = Im(E(x, y)) = Im(L(x, y))− Im(L(y, x)) であることから, (x, y) 7→ E(x,
√
−1y)

は対称であることがわかる.

次に半正値であることを示す (E(z,
√
−1z) ≥ 0 を示す).

h(z) := σ(z)exp(−π
2
E(z,

√
−1z))

とおくと,

L(ω, z) =
1

2
(E(ω, z)−

√
−1E(ω,

√
−1z)), L(ω, ω) =

−
√
−1

2
E(ω,

√
−1ω),

および, E の対称性より,

h(z + ω) = h(z)ψ(ω)exp(
√
−1πE(ω, z))

を得る. E(ω, z) は実数なので,

|h(z)| = |h(z + ω)|
したがって, h(z)は有界である. その上界をM とすると,

|σ(z)| ≤Mexp(
π

2
E(z,

√
−1z))

を得る. いま, E(z0,
√
−1z0) <0なる z0 ∈ C\{0}が存在したと仮定する. 上の不等式に

z = x+ yz0, x, y ∈ C を代入すると,

|σ(z)| ≤ M exp(
π

2
(E(x,

√
−1x)+2Re y(E(z0,

√
−1x)+

√
−1E(z0, x))+ |y|2E(z0,

√
−1z0)))
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|y| −→ ∞とすると, 左辺は 0に近づくから, σ(z)が有界関数となり矛盾.

よって,

E(z,
√
−1z) ≥ 0.

3. Abel-Jacobi Theorem

本節では, いくつかの準備のあとに種数 1 のコンパクト リーマン面 (複素代数曲線) に

対する Abel-Jacobi Theorem を証明する.

先ず, 与えられた零点と極をもつ周期関数の構成を問題とする. アイデアは σ 関数の平

行移動 σ(z − a) の積や商を用いることである. まず, これがいつ楕円関数になるのか調べ

る. α1, . . ., αn, β1, . . ., βm ∈ C を互いに異なるようにとる. また, 各 αi, および, 各 βj に

対して, 正の整数 ki, `j をそれぞれ適当に定める. このとき,

f(z) :=
n∏

i=1

σ(z − αi)ki
m∏

j=1

σ(z − βj)−`j

は αi + Λ (i = 1, . . . , n) の各元で ki 位の零点を持ち, βj + Λ (j = 1, . . . , m) の各元で `j 位

の極を持つ. 命題 2.13 の σ 関数の変換公式より, ω ∈ Λ

f(z + ω) =

∏n
i=1 ψ(ω)kiexp(ηω(z − αi + ω

2
))kiσ(z − αi)ki∏m

j=1 ψ(ω)`jexp(ηω(z − βj + ω
2
))`jσ(z − βj)`j

= (ψ(ω)exp(ηω(z +
ω

2
)))

Pn
i=1 ki−

Pm
j=1 `jexp(ηω(

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj))f(z)

したがって, f(z) が楕円関数になるためには,

∑n
i=1 ki =

∑m
j=1 `j かつ ηω(

∑n
i=1 kiαi −

∑m
j=1 `jβj) ∈ 2π

√
−1Z

が必要条件である. 後者の条件と, 命題 2.10 より,

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ

が従う. 以下では, 逆に与えられた楕円関数はこのような形に書けることをみていく.

3-1. Liouville の定理

C/Λの基本領域をDとし, f(z)を Λを周期にもつ楕円関数とする. f(z)はDの境界で

極は持たないと仮定する3.

3f(z)は有理型関数なのでD内に高々有限個の極しか持たない. 従って, 適当にDを取り替えればこの仮
定はいつでも満たされる.
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命題 3.1 次が成り立つ.

(1)

∫

∂D

f(z)dz = 0, とくに, 1位の楕円関数は存在しない.

(2)
∑

P∈D
ordP (f) =

1

2π
√
−1

∫

∂D

f ′(z)

f(z)
dz = 0.

(3)
∑

P∈D
ordP (f)P =

1

2π
√
−1

∫

∂D

zf ′(z)

f(z)
dz ∈ Λ.

(証明) (1) 前半は命題 2.10 を参照. 1位の楕円関数が存在すると, その極における留数は 0

でない. しかし, これは楕円関数の留数の和が 0であるという前半の事実に反する. (2)は

偏角の原理. Im(
ω2

ω1
)>0と仮定すると, (3)は f(z)は楕円関数であることから,

1

2π
√
−1

∫

∂D

zf ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
√
−1

(

∫ t+ω1

t

+

∫ t+ω1+ω2

t+ω1

+

∫ t+ω2

t+ω1+ω2

+

∫ t

t+ω2

)
zf ′(z)

f(z)
dz

=
1

2π
√
−1

∫ t+ω1

t

(−ω2)f ′(z)

f(z)
dz +

1

2π
√
−1

∫ t+ω2

t

ω1f
′(z)

f(z)
dz

= −ω2m1 + ω1m2 ∈ Λ.

ここで, mi :=
1

2π
√
−1

∫ t+ωi

t

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
√
−1

∫ t+ωi

t

dlogf(z) は tから t+ωiにいたる

線分の f(z)の像 ( f(t) = f(t+ ωi)より閉曲線となる)が原点の周りを回転した数となる.

注意 3.2 命題「極を持たない楕円関数は定数である」と命題 3.1-(1),(2),(3) をあわせて,

Liouville の基本定理という.

3-2. 楕円関数のσ関数による表示

C(Λ)を周期 Λをもつ楕円関数のなす集合する. 関数の通常の演算に関して, C(Λ)は体

になるのでこれを楕円関数体と呼ぶ.

前節でσ関数の積の適当な比は楕円関数となることをみたが,この逆が成立する. つまり,

命題 3.3. C(Λ) =
{
C

∏n
i=1 σ(z − αi)ki∏m
j=1 σ(z − βj)`j

∣∣∣ C ∈ C,
n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ,
n∑

i=1

ki =
m∑

j=1

`j

}
.

(証明) 右辺が左辺に含まれることは明らか. f(z)を楕円関数とし, C/Λの基本領域Dの境

界には f(z)の零点も極も含まれないと仮定する. このとき, 命題 3.1-(2), (3)より, f(z)の

Dの内部における重複度 kiの零点 aiと重複度 `jの極 bjの間には

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ,
n∑

i=1

ki =
m∑

j=1

`j

が成り立つ.

このとき,

f(z)
/(∏n

i=1 σ(z − αi)ki∏m
j=1 σ(z − βj)`j

)
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は極を持たない楕円関数となり, Liouville の定理より, 定数. 従って, f(z)は右辺の元で

ある.

軍司氏の講演によると, 種数 gのコンパクトリーマン面Xに対して,

0 −→ Div`(X) −→ Div0(X) −→ Jac(X) −→ 0 (exact)

を主張するのが, Abel-Jacobi Theorem であった. ただし, Jac(X) = Cg/Λ,

Λ :=
{(∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg

) ∣∣∣ γ ∈ H1(X,Z)
}

である. (ωj)は正則 1形式の成す空間H0(X,ΩX)の基底である.

g = 1のとき, つまり, 種数 1のコンパクトリーマン面はX = C/ΛXと表せるのであった

(本稿第 1章).

このとき, H0(X,ΩX) = Cdz,
{∫

γ

dz
∣∣∣ γ ∈ H1(X,Z)

}
= ΛX が成り立つ.

命題 3.4 (g = 1のAbel-Jacobi Theorem). X = C/ΛX の原点Oとする. このとき,

0 −→ C(Λ)∗ −→ Div0(X)
φ−→ C/ΛX −→ 0 (exact)

が成り立つ. ただし, φ(P − O) =

∫ P

O

dz = P mod ΛX .

(証明) φの全射性は明らか. X 上の有理型関数とは楕円関数 f(z)のことである. 命題 3.1

および命題 3.3より, Div`(X) = Ker(φ) がわかる.

4. Riemann-Roch Theorem

X = C/Λを種数 1のコンパクトリーマン面とし, 原点をOとする. 本節では, n ∈ Zに
対して, Cベクトル空間

Γ(X,O(nO)) := {f(z) ∈ C(Λ)∗ | f(z) は O においてのみ高々 n 位の極をもつ4 } ∪ {0}

の次元を問題にする5. 3-2 より Γ(X,O(nO))の元は σ(z)nと同じ変換公式を満たす整関数

の積を σ(z)nで割ったものとなる. 従って, σ(z)nと同じ変換公式を満たす整関数の張る空

間の次元を調べればよいことになる.

σ(z)n の変換公式は, 変数変換 z 7→ z + 1で不変になるように σ(z)を正規化し, q =

exp(2π
√
−1z)とおいて, q-展開の係数の漸化式と捉えられる. この漸化式を用いると

Γ(X,O(nO)) = n (n ≥ 1)

が導かれる.

4n<0のときは「少なくとも −n位の零点をもつ」となる.
5Γ(X,O(nO))はX 上の直線束 O(nO)の大域切断に他ならない (cf. [2]).
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4-1. σ関数の q-展開

この節を通じて, Λ = Z + Zτ (Imτ > 0) と仮定する. 前の記号にあわせると, ω1 =

1, ω2 = τ である. σ(z)の変数を正規化するために

ϕ(z) := exp(−η1
z2

2
+ π
√
−1z)σ(z)

とおく.

命題 4.1 上記の ϕ(z)に対して,

ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = −1

q
ϕ(z)

が成り立つ. ただし, q := exp(2π
√
−1τ)とおく.

(証明) (1)は命題 2.13より明らか. (2)はさらに命題 2.10 を使えばよい.

命題 4.1より, r ≥ 1に対して, ϕ(z)rは変数変換 z 7→ z + 1で不変だから q-展開可能であ

る. つまり,

ϕ(z)r =
∑

n∈Z
Anh

n, h = exp(2π
√
−1z)

とあらわせる. これがさらに, ϕ(z + τ)r = (−1

q
)rϕ(z)r を満たすための必要十分条件は,

∑

n∈Z
Anq

nhn =
∑

n∈Z
(−1)rAnh

n−r

次数が同じところで係数を比較して

Anq
n = (−1)rAn+r

をえる. つまり, r個の係数A1, . . . , Arを決めれば, 残りの係数は自動的に定まるので, C-

線型空間

〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)rϕ(z)

〉

の次元は rとなる6.

命題 4.2

dimCΓ(X,O(rO)) =





r (r ≥ 1 )

1 (r = 0)

0 (r <0)

6逆に, そのような係数 {An}nから構成された級数
∑

n

Anh
nは全平面で収束し, 上記線型空間の元となる.
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(証明) r <0のときは正則かつOで少なくとも−r位の零点を持つもつ楕円関数は存在し
ないので次元は 0. r = 0のときは正則な楕円関数は定数のみなので次元は 1.

r ≥ 1のとき, 次のC-線型写像

Γ(X,O(rO)) −→
〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)rϕ(z)

〉

f(z) 7→ exp(−η1
z2

2
+ π
√
−1z)rσ(z)rf(z)

を考えると, 明らかに, この写像は同型となるので次元は r.

命題 4.3 任意のXの点P1, . . . , Pnと正整数 r1, . . . , rn に対して, D =
n∑

i=1

riPi ∈ Div(X)と

おく. Dに対して,

Γ(X,O(D)) = {f(z) ∈ C(Λ) | f(z)は各 Pi (i = 1, . . . , n)において高々ri位の極をもつ }

とおく. このとき,

dimCΓ(X,O(rO)) = deg(D) =
n∑

i=1

ri

(証明) 次のC-線型写像の同型

Γ(X,O(D)) −→
〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)
Pn
i=1 riϕ(z)

〉

f(z) 7→
n∏

i=1

σ(z − Pi)rif(z)

を考えればよい.

周期Λを持つ楕円関数はX = C/Λ上の有理型関数とみなすことができる.

命題 4.4 (1) Γ(X,O(nO)) = 〈℘(z)m| 0 ≤ m ≤ n
2
〉 ⊕ 〈℘(z)m℘′(z)| 0 ≤ m ≤ n−3

2
〉

(2)
⊕

n≥0

Γ(X,O(nO)) = C[℘(z), ℘′(z)]

(3) C(Λ) = C(℘(z), ℘′(z))

(証明) (1)は命題 2.6, 命題 4.2 より従う. (2)は左辺が右辺に含まれることを示す際に命題

2.9-(1) を使えばよい. (3) C(Λ)はC[℘(z), ℘′(z)]の商体である.
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5. 楕円曲線の定義方程式

この節では種数 1のコンパクトリーマン面 C/Λの代数曲線として定義方程式および, 1

次元アーベル多様体としての群演算を求める.

4-1. 定義方程式

E = {(X : Y : Z) ∈ P2(C)| Y 2Z = 4X3 − g2XZ
2 − g3Z

3} とおく. ただし, g2, g3は命題

2.9-(1)において定義された定数である.

命題 5.1 Eは非特異である. すなわち, g3
2 − 27g2

3 6= 0.

(証明) ℘′(z)は奇関数だから,
ω1

2
,
ω2

2
,
ω1 + ω2

2
は ℘′(z)の零点となる. ℘′(z)は 3位の楕円

関数なので, この 3点を含むC/Λの基本領域において, これらが丁度 ℘′(z)の零点となる.

一方, 命題 2.9より α =
ω1

2
,
ω2

2
,
ω1 + ω2

2
に対して,

4℘(α)3 − g2℘(α)− g3 = 0

また, ℘(z)が 2位の偶関数であることに注意すれば,

℘(
ω1

2
), ℘(

ω2

2
), ℘(

ω1 + ω2

2
)

は互いに異なる. よって, 多項式 4x3 − g2x− g3の判別式は消えないので主張をえる.

命題 5.2 写像

Φ : C/Λ −→ E : z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)

は正則 (解析的)かつ全単射.

(証明) 先ず, 写像

C −→ E : z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)

は z 6∈ Λ において正則. z = ω ∈ Λ のとき, ωの除いた z = ωの近傍では

(℘(z) : ℘′(z) : 1) = (
℘(z)

℘′(z)
: 1 :

1

℘′(z)
) = (

−1

2
(z − ω)g1(z) : 1 :

−1

2
(z − ω)3g2(z))

となるので z = wに正則に拡張できる. ここで, gi(z), (i = 1, 2)は z = ωの近傍で正則な

関数.

(全射性) (a : b : c) ∈ E(C)をとる. c = 0に対しては z = 0が対応しているので, c 6= 0

の時を考える. c = 1とする. ℘(z)− aは 2位の楕円関数より, 二つの零点±α(6∈ Λ)は零点

の代表系である. 命題 2.9-(1) より, αに対して, ℘′(α)2 = b2である, もし, ℘′(α) = bなら

Φ(α) = (a : b : 1) であり, そうでなければΦ(−α) = (a : b : 1) である.

(単射性) 2点 z1, z2 6∈ Λに対して, ℘(z1) = ℘(z2)ならば z1 = ±z2 + ω, ω ∈ Λ が成り立

つことと, ℘′(z)が奇関数であることを使えばよい.
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各 p ∈ C/Λに対して, 接空間の間の射 dpΦが消えないことが簡単に示せるのでΦは双正

則である.

注意 5.3 命題 5.2の逆写像はE −→ C/Λ : P 7→
∫ P

OE

dx

y
で与えられる. ただし, OE = (0 :

1 : 0).

5-2. 加法公式

定理 5.4 α, β, α± β 6∈ Λ とする. このとき,

℘(α) + ℘(β) + ℘(α + β) =
1

4

(℘′(α)− ℘′(β)

℘(α)− ℘(β)

)2

, 2℘(α) + ℘(2α) =
1

4

(12℘(α)2 − g2

℘′(α)

)2

(証明) f(z) = ℘′(z)− a℘(z)− b が α, βを零点を持つように定める. すなわち,

a =
℘′(α)− ℘′(β)

℘(α)− ℘(β)
, b =

℘′(β)℘(α)− ℘′(α)℘(β)

℘(α)− ℘(β)
.

f(z) =
−2

z3
+ · · · は 3位の楕円関数だから, α, β以外にもう一つ零点 γ をもつ7. 命題 3.1-(3)

より, α + β + γ ∈ Λ. よって, 連立方程式
{
℘′(z)− a℘(z) − b = 0

℘′(z)2 − (4℘(z)3 − g2℘(z)− g3) = 0

において, ℘′(z)を消去し, 解と係数の関係から

℘(α) + ℘(β) + ℘(γ) =
1

4
a2

を得る. ℘(γ) = ℘(−α− β) = ℘(α + β)より, 求める式を得る.

二つ目の公式は前の式の極限 β −→ αをとり, 命題 2.9-(2)を代入すればよい.

命題 5.5 命題 5.2 の双正則写像Φは群演算を保つ. すなわち,

Φ(α + β) = Φ(α)⊕E Φ(β)

が成り立つ. ここで, ⊕Eはアーベル多様体としてのEの群演算.

(証明) 代数曲線として楕円曲線の代数的な演算, および, 定理 5.4 から従う.

注意 5.6 楕円曲線 E の群演算を完備化することで自然に形式群が定義される. P =

(X,X ′), Q = (Y, Y ′)とし, P ⊕E Qの x-座標をG(X, Y )とする. G(X, Y )を (X, Y ) = (0, 0)

の周りで形式的に展開したものを Ĝ(X, Y )とかく. Ĝ(X, Y )はZ[g2, g3,
1
2
][[X, Y ]]の元とな

る. このとき,

F (X, Y ) = −Ĝ(X, Y ) = X + Y + · · ·
はEの形式群となる (cf. 西来路氏の講演).

7α, β, γ は同一の基本領域に入っていると仮定してよい.
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