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CM 型の Abel 曲面について

梅垣 敦紀∗

1 導入

1.1 1次元（楕円曲線）の場合

一般に C 上の楕円曲線 E の自己準同型環 End(E) について，Z または 虚 2次体の整

環 O のどちらかに同型であることが知られている．言い換えれば，

End(E)⊗Q =

{
Q

K (K : 虚 2次体)

が成り立つ．

定義 1.1. 楕円曲線 E に対して，End(E)⊗Q = K となるとき，K に虚数乗法 (CM)を

もつという．

以下では，常に OK を K の整数環として，

(1) End(E) ∼= OK

となることを仮定する．

A1 を C上の楕円曲線の moduli空間とする．良く知られているように，上半平面 H1 :=

{τ ∈ C | Im(τ) > 0} を用いれば，A1 は SL2(Z)\H1 と同一視できる．ここで，CMをもつ

楕円曲線の同型類のなす A1 の部分集合

ACM
1 := {[E] ∈ A1 | End(E) ∼= OK (∃K : 虚 2次体)}

を考える．虚数乗法論によって，次がわかる．

Fact 1. [E] ∈ ACM
1 に対して，以下の条件は同値である：

1. j(E) ∈ Q,

2. E が Q 上定義される,
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3. 虚 2次体 K の類数が 1である．

また，条件 (3)について，1960年代半ばにBaker, Starkによって示された次の事実は良

く知られている．

Fact 2. 類数 1の虚 2次体は

(2) Q(
√
d) (d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163)

の 9個に限られる．

今の 2つの事実を併せると, 以下のことがわかる．

定理 1.2. ACM
1 には丁度 9個の Q 有理点が存在する．

これらの 9個の有理点に対応する楕円曲線 [E] ∈ ACM
1 の定義方程式は，類数 1の虚 2次

体 K = Q(
√
−d) (d ∈ N) から以下のように簡単に求めることができる：

K の C への埋め込みを 1つ決める．例えば，

K ↪→ C,
√
−d 7→

√
di (i : 虚数単位)

としておく．この埋め込みで τ ∈ H1 となる OK の整基底 {1, τ} を選んで，整数環 OK =

Z + Zτ ↪→ C を格子と見做せば，楕円曲線 C/OK を考えることができる．この楕円曲線

の j 不変量は，j 函数の Fourier展開

j(τ) =
1

q
+ 744 + 196884 q + 21493760 q2 + 864299970 q3 + · · · (q = e2πiτ )

を利用して近似計算することができる．（虚数乗法論から，j(τ) ∈ Z が保証されていること

にも注意する．）よって，定義方程式は

(3) y2 + xy = x3 − 36

j(τ)− 1728
x− 1

j(τ)− 1728
(j(τ) 6= 0, 1728)

で与えられる．以上のことをまとめると，計算の流れは以下のようになる：

τ ∈ H1 j(τ) ∈ A1

2. j 函数

3. (3)1. OK ↪→ C

-K : 類数 1の虚 2次体 [E] ∈ ACM
1

-

?

6
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例 1.3. 例えば，体 K = Q(
√
−3) を考える．整数環を

OK = Z + Zτ, τ =
1 +
√

3 i

2
(i :虚数単位)

として C 内の格子と見倣すとき，j 函数を近似計算すると，j(τ) ; 0 という値が求まる．

j = 0 となる楕円曲線 E は

E : y2 = x3 − 1

であって，実際 End(E) には

(x, y) 7→ (τx, y)

という元が含まれる．

1.2 2次元（Abel曲面）の場合

総実代数体の総虚 2次拡大をCM体という．K/Q を 4次 CM体として，F を K に含

まれる実 2次体，OK を K の整数環とする．OK にCMをもつAbel曲面，即ち，Abel曲

面 A/C, A の偏極 C と単射 θ : K ↪→ End(A)⊗Q で条件

(4) θ−1(End(A)) = OK

を満たすものからなる 3つ組 (A, C, θ) を考える．以下に於いては，CMをもつAbel曲面

を考えるときは，常に (4) を仮定する．

定義 1.4. K の部分体 k に対して，Cの部分体 Mk が以下の性質を満たすとき，(A, C, θ|k)
のmoduliの体という：

任意の τ ∈ Aut(C) に対して，τ ∈ Aut(C/Mk) となるための必要十分条件は

{
λ(C) = Cτ ,
λ ◦ θ(a) = θτ (a) ◦ λ (∀a ∈ k)

を満たすような同型写像

λ : A
∼−→ Aτ

が存在することである．

注意 1.4.1. 楕円曲線 E に対しては，moduliの体 Q(j(E)) と定義体は一致したが，一般

のAbel多様体に対しては，moduliの体と定義体は必ずしも一致しない．

A2 を主偏極Abel曲面のmoduli空間とする．2次元の Siegel上半空間

H2 := {τ ∈ M2(C) | τ = τ t かつ τ > 0}

を考えれば，A2 は Sp2(Z)\H2 と同一視できる．ここで，CMをもつ主偏極Abel曲面の同

型類のなす部分集合

ACM
2 := {[(A, C)] ∈ A2 | End(A) ∼= OK (∃K : 4 次 CM 体)}
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を考える．ACM
2 のQ有理点とはmoduliの体MQがQと一致するような点である．Fact 1.1,

Fact 1.2に対応する結果として，次の結果がある．

定理 1.5 (Murabayashi [4]). K/Q を 4次CM体として，[(A, C)] ∈ A2 が End(A) ⊇ OK
を満たすとする．このとき，[(A, C)] ∈ ACM

2 かつ MQ = Q となる必要十分条件は K が以

下の条件 (a), (b)を満たすことである：

(a) K が

K = Q(
√
−q1 · · · qtεF

√
p) (t ≥ 0),

という形の表示をもつ．但し，εF は εF > 0 を満たす F = Q(
√
p) の基本単数であっ

て，p, q1, . . . , qt は以下の 3条件 (a1), (a2), (a3) のうちの 1つを満たす相異なる素数

である：

(a1) p ≡ 5 (mod 8) であって，さらに t ≥ 1 ならば，

qi ≡ 1 (mod 4) かつ

(
p

qi

)
= −1 (i = 1, . . . , t)

を満たす.

(a2) p ≡ 5 (mod 8), t ≥ 1, q1 = 2 であって，さらに t ≥ 2 ならば，

qi ≡ 1 (mod 4) かつ

(
p

qi

)
= −1 (i = 2, . . . , t)

を満たす.

(a3) p = 2 であって，さらに t = 1 ならば，

qi ≡ 5 (mod 8) (i = 1, . . . , t)

を満たす.

(b) K の相対類数 h−K が 2t となる．

定理 1.6 (Murabayashi-U [6]). K/Q を (a)かつ (b)を満たす 4次 CM体として，r =

q1 · · · qt とする．このとき，K は次の 13個の体のいずれかであって，表中の線より上は類

数が 1であり，下は類数が 2である：
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K p εF r

Q
(√
−(2 +

√
2)
)

2 1 +
√

2 1

Q
(√
−(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

1

Q
(√
−(13 + 2

√
13)
)

13 3+
√

13
2

1

Q
(√
−(29 + 2

√
29)
)

29 5+
√

29
2

1

Q
(√
−(37 + 6

√
37)
)

37 6 +
√

37 1

Q
(√
−(53 + 2

√
53)
)

53 7+
√

53
2

1

Q
(√
−(61 + 6

√
61)
)

61 39+5
√

61
2

1

Q
(√
−5(2 +

√
2)
)

2 1 +
√

2 5

Q
(√
−(5 +

√
5)
)

5 1+
√

5
2

2

Q
(√
−13(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

13

Q
(√
−17(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

17

Q
(√
−(13 + 3

√
13)
)

13 3+
√

13
2

2

Q
(√
−5(13 + 2

√
13)
)

13 3+
√

13
2

5

次節で解説する計算によって，上の定理の 13個の体の各イデアル類のそれぞれに対し

て，1つずつの主偏極Abel曲面の同型類 [(A, C)] ∈ ACM
2 が定まることがわかるから，次

の結論を得る．

定理 1.7 (Murabayashi-U [6]). ACM
2 には丁度 19個の Q 有理点が含まれる．

注意 1.7.1. 主偏極でない偏極をもつAbel曲面のmoduli空間に対しても，Q 有理 CM 点

の個数は決定されている (cf. [8])．

注意 1.7.2. 村林氏によって，次節で行うような計算を行わなくても，具体的な Hecke 指

標を構成することにより，理論的に各イデアル類に対応するアーベル曲面の存在がわかる

(cf. [5])．

ここで，1次元の場合には，例 1.3 で見たように，ACM
1 の Q 有理点に対応する楕円曲

線を復元することができたことを思い出してみる．これと同様に 2次元の場合にも，「19個

の主偏極Abel曲面を 4次CM体の情報から復元することは可能であるか？」という疑問が

生じる．定理 1.5 の条件を満たす 13個の体 K は巡回拡大である．ゆえに，虚数乗法論か

ら，19個の点に対応する主偏極Abel曲面 (A, C) は単純となることがわかる．よって，こ
れらは種数 2の代数曲線の Jacobi多様体として得られるから，この曲線の定義方程式を求

めることを目標とする．



204

2 計算に必要な知識

まず始めに，上述の 13個の 4次CM体 K の（イデアル類 A）から対応する種数 2の代

数曲線 C の定義方程式を計算するための流れを図示しておいて，その後で各 stepに必要

な言葉の定義と意味を説明する：

[(A, C)] ∈ ACM
2

τ ∈ H2

mi : moduliの不変量

1. CM-type
+symplectic basis

2. Siegel Θ 函数

3. Igusa j 不変量 4. 逆算

-

6

?

K : 上述の 4次CM体
([A] : イデアル類)

C : 種数 2の曲線-

?

?

6

2.1 CM-type

1次元の場合は，虚 2次体の C への埋め込みを指定することで整数環（とイデアル）を

C の格子と見做すことができた．2次元の場合にも，4次CM体の整数環（とイデアル）を

C2 内の格子と見做すことができる．そのために，次のCM-typeを定義する．

定義 2.1. 4次CM体 K の C への埋め込み ι : K ↪→ C 全体のなす集合を I とする．I の

部分集合

Φ = {σ1, σ2}
に対して，Φ ∪ Φ = I となるとき，Φ を CM-type という．但し，· を複素共役とすると
き，Φ = {σ1, σ2} を意味する．

CM-type Φ = {σ1, σ2} に対して，同型

Φ : K ⊗Q R −→ C2, α⊗ a 7→ (aασ1 , aασ2)

が誘導される．K の分数イデアル A に対して，ΛA := Φ(A) は C2 内の格子となるから，

複素トーラス C2/ΛA を考えることができる．このとき，η ∈ K を

η = −η, Im(ητ ) > 0 (τ = σ1, σ2)
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を満たすようにとると，

e(Φ(x), Φ(y)) = TrK/Q(ηxy) (∀x, y ∈ K)

が C2/ΛA に付随するRiemann formとなるから，複素トーラス C2/ΛA はAbel曲面となる．

定義 2.2. 上述の様にして得られる (C2/ΛA, η) を type (K,Φ) のAbel曲面という．

逆に，K に CM をもつ Abel多様体 (A, C, θ) に対して，CM-type Φ と K のイデアル

A, さらに η ∈ K が存在する．したがって，以下では (A, C, θ) と (K,Φ; A, η) の組を同一

視する．

注意 2.2.1. CM-typeの取り方は本来は複数ある．しかしながら，我々が考えている 4次

CM体は巡回拡大だから，Gal(K/Q) の生成元を σ とする．ここで，埋め込み ι : K ↪→ C

を 1つ指定したとき，Φ = {ι ◦ id., ι ◦ σ} という 1つの CM-typeを考えれば十分であるこ

とがわかる．以下では，このCM-typeを単に Φ = {1, σ} とかく．

2.2 symplectic basis

次に，今得られた主偏極Abel曲面の複素トーラスとしての表示から，対応する Siegel上

半空間 H2 の点を求める．

定義 2.3. (A, C, θ) を K にCMをもつ主偏極Abel曲面として，対応する組を (K,Φ; A, η)

とする．A の Z 基底 (v1, v2, v3, v4) (即ち，A = Zv1 + Zv2 + Zv3 + Zv4) について，行列

(aij) = (e(Φ(vi), Φ(vj))) が

(aij) =

(
I2

−I2

)

をみたすとき，symplectic basis という．

注意 2.3.1. A が主偏極をもつとき，symplectic basis が存在する．

我々が考えている主偏極Abel曲面に対応する組を (K, {1, σ}; A, η) とする．A の sym-

plectic basis (v1, v2, v3, v4) をとって，行列 A, B を

A =

(
v1 v2

vσ1 vσ2

)
, B =

(
v3 v4

vσ3 vσ4

)

で定義する．このとき，

τ = −B−1A

が対応する Siegel上半空間 H2 の点である．
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2.3 Siegel Θ-函数

楕円曲線の場合は，保型函数 j の近似計算が必要であった．これに対応するものとして

H2 ×C2 上の Siegel Θ 函数を以下で定義する：

Θ

(
τ, z ;

[
a1 b1

a2 b2

])

:=
∑

n∈Z2

exp

(
1

2

(
n +

1

2

[
a1

a2

])t

τ

(
n+

1

2

[
a1

a2

])
+

(
n +

1

2

[
a1

a2

])t(
z +

1

2

[
b1

b2

]))
.

但し，ai, bi ∈ {0, 1} とする．ここで，

Θa1a2b1b2 := Θ

(
τ, 0 ;

[
a1 b1

a2 b2

])

とおいて，さらに，

λ1 :=

(
Θ1100Θ1000

Θ0100Θ0000

)2

, λ2 :=

(
Θ1001Θ1100

Θ0001Θ0100

)2

, λ3 :=

(
Θ1001Θ1000

Θ0001Θ0000

)2

を定義する．

命題 2.4 ([2]). τ ∈ H2 は種数 2 の曲線

y2 = x(x− 1)(x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)

に対応する．

2.4 Igusa j 不変量

上のProposittionで得られた曲線の定義方程式は，係数がいずれの体に含まれているか

わからない．我々が扱っている主偏極Abel曲面のmoduliの体 MQ が Q であるので，こ

の性質を利用して，より定義体の小さい定義方程式を求めることを考える．

C 上の種数 2 の曲線 C は

f(x) = a0x
6 + a1x

5 + a2x
4 + a3x

3 + a4x
2 + a5x + a6

に対して．

(5) C : y2 = f(x) (a0 6= 0 または a1 6= 0)

とかける．楕円曲線の j 不変量と同様に同型類を表現するための不変量として Igusa J 不
変量が知られている．これは Q[a0, . . . , a6] の元であって，以下の式で定義される：

J2 =2−2(−120a0a6 + 20a1a5 − 8a2a4 + 3a2
3),

J4 =2−7(240(a0a3a4a5 + a1a2a3a6)− 400(a0a2a
2
5 + a2

1a4a6)− 64(a0a
3
4 + a3

2a6)
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+ 16(a1a3a
2
4 + a2

2a3a5)− 672a0a
2
3a6 + 240a2

1a
2
5 − 112a1a2a4a5 − 8a1a

2
3a5

+ 16a2
2a

2
4 − 16a2a

2
3a4 + 3a4

3 + 2640a2
0a

2
6 − 880a0a1a5a6 + 1312a0a2a4a6),

J6 =2−10(1600(a2
0a

2
4a

2
5 + a2

1a
2
2a

2
6) + 1600(a0a1a2a

3
5 + a3

1a4a5a6)

+ 640(a0a1a3a4a
2
5 + a2

1a2a3a5a6)− 4000(a2
0a3a

3
5 + a3

1a3a
2
6)

− 384(a0a1a
3
4a5 + a1a

3
2a5a6)− 640(a0a

2
2a4a

2
5 + a2

1a2a
2
4a6)

+ 80(a0a2a
2
3a

2
5 + a2

1a
2
3a4a6) + 192(a0a2a3a

2
4a5 + a1a

2
2a3a4a6)

− 48(a0a
3
3a4a5 + a1a2a

3
3a6)− 224(a2

1a3a
2
4a5 + a1a

2
2a3a

2
5)

+ 64(a2
1a

4
4 + a4

2a
2
5)− 64(a1a2a3a

3
4 + a3

2a3a4a5) + 16(a1a
3
3a

2
4 + a2

2a
3
3a5)

− 4096(a2
0a

3
4a6 + a0a

3
2a

2
6) + 6400(a2

0a2a
2
5a6 + a0a

2
1a4a

2
6)

+ 10560(a2
0a3a4a5a6 + a0a1a2a3a

2
6) + 2624(a0a1a3a

2
4a6 + a0a

2
2a3a5a6)

− 4432a0a1a
2
3a5a6 − 8a2a

4
3a4 + a6

3 − 320a3
1a

3
5 + 64a2

1a2a4a
2
5 + 176a2

1a
2
3a

2
5

+ 128a1a
2
2a

2
4a5 + 112a1a2a

2
3a4a5 − 28a1a

4
3a5 + 16a2

2a
2
3a

2
4 + 5120a3

0a
3
6

− 2544a2
0a

2
3a

2
6 + 312a0a

4
3a6 − 14336a2

0a2a4a
2
6 + 1024a0a

2
2a

2
4a6 − 2560a2

0a1a5a
2
6

− 2240a0a
2
1a

2
5a6 − 6528a0a1a2a4a5a6 − 1568a0a2a

2
3a4a6),

J10 =2−12disc6(f).

但し，disc6 は f を 6 次の多項式と見たときの判別式である．さらに，J10 6= 0 のとき，

moduliの不変量

m1 =
J5

2

J10
, m2 =

J3
2J4

J10
, m3 =

J2
2J6

J10

を定義する．このとき，以下の定理がある：

定理 2.5 (Igusa [1]). C と C ′ を J10 6= 0 を満たす種数 2の曲線として，mi と m′i を対

応するmoduliの不変量とする．このとき，C と C ′ が C 上同型であるための必要十分条

件はすべての i = 1, 2, 3 に対して

mi = m′i

が成り立つことである．

注意 2.5.1. 我々が扱っている主偏極Abel曲面は，moduliの体 MQ が Q であったから，

mi ∈ Q となる．

注意 2.5.2. 種数 2の曲線についてもmoduliの体と定義体は必ずしも一致しない，即ち，

mi ∈ Q であっても，Q 上のmodelをもつとは限らない (cf. Remark 1.4.1)．

3 計算例

実際に，計算をするためには，以下の 5つの stepを踏めば良い：

1. OK の整基底（対応するイデアル類 A の Z 上の基底）を求めて，適当な η を選び，

symplectic basis を用いて，対応する点 τ ∈ H2 を求める．

2. Θ 函数の値を計算して，λ1, λ2, λ3 を求める．
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3. 対応する moduliの不変量 m1, m2, m3 を求めて，Q の元で近似する．

4. moduliの不変量 m1, m2, m3 から，C を復元する．

5. 求めた C が条件を満たす曲線かどうかを確認する．

この計算を実際に行なえば，ACM
2 の 19個の Q 有理点に対応する種数 2の曲線の定義方程

式 C を求めることができる．

例 3.1. 7個の類数 1の 4次CM体 K = Q(
√
−rεF√p) に対して，moduliの不変量 mi を

求めると，以下のようになる：

p r m1 m2 m3

2 1 24 · 315 2 · 310 · 61 37 · 47

5 1 0 0 0

13 1 225 218 · 7 214 · 11

29 1 235·310·115

512
224·37·113·37·73·109

512
218·36·112·17·31·89·827

512

37 1 −230·13195

37·1112 −221·13193·5647·8167
38·1112

216·13·1297·13192 ·6976381
310 ·1112

53 1 225·315·58051935

1712 ·2912
221·310·11·571·58051933 ·884388736313

1712·2912
215·37·31·37·47·58051932 ·1952727367·p1

1712 ·2912

61 1 −225·715·390795

319 ·512·4112
225·79·13·239·390793 ·63649·69539

320 ·512·4112
215·77·487·3449·3467·390792 ·p2

322 ·512·4112

(但し，p1 = 30482871647, p2 = 42488533591199 である.)

これらのmoduliの不変量 mi をもつ曲線を以下に挙げておく：

p r C

2 1 y2 = x5 + 3x4 − 2x3 − 6x2 + 3x+ 1
5 1 y2 = x5 − 1
13 1 y2 = x5 − 156x4 + 10816x3 − 421824x2 + 8998912x − 80427776
29 1 y2 = 116x5 − 928x4 + 2552x3 − 2900x2 + 1492x − 289
37 1 y2 = 131769x5 − 951786x4 − 497048x3 − 113232x2 − 12336x − 544
53 1 y2 = 70241161x5 + 54250213x4 + 21706954x3 + 4502426x2 + 446045x + 16697
61 1 y2 = 5191138125x5 + 859281075x4 − 70429502x3 + 2736582x2 − 214719x + 6095

注意 3.1.1. これらの曲線がすべて Q 上定義されていることに注意されたい (cf. Re-

mark 2.5.2)．同様の計算により，19個のAbel曲面のすべてに対しても，定義体が Q であ

ることが確認できる．Q 上定義される 4次 CM体の整数環に CMをもつ種数 2の曲線は，

こうして得られた 19個に限られる．

注意 3.1.2. Spallekや van Wamelenも沢山のCM体を走らせて同様の計算を実行しQ 上

定義される種数 2の曲線を探索している (cf. [7], [9])．さらに，これらの曲線の Jacobi多

様体が実際にCMをもつことも確認している (cf. [10])．

注意 3.1.3. 今まで述べた計算法は ACM
2 の Q -有理点で無くても有効である．例えば，

K = Q(−3(1 +
√

2)
√

2) は，Theorem 1.5 の条件 (a)を満たさない．しかしながら，

m1 =
24 · 3 · 26221231 · 1656350182261 + 27 · 7 · 73 · 97 · 421 · 32117 · 16918079

√
2

3 · 712

=
1

3 · 712
(1 +

√
2)2
√

2
8
(5−

√
2)5(1 + 4

√
2)5(9−

√
2)5(13 + 24

√
2)5
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m2 =
2 · 3 · 31 · 109 · 151 · 28005785343139 + 24 · 7 · 13 · 31 · 1301546813215981

√
2

32 · 712
,

=
1

32 · 712
(1 +

√
2)2
√

2
2
(5−

√
2)3(−1 + 4

√
2)(1 + 4

√
2)3(9−

√
2)3

(13 + 24
√

2)3(305 + 12
√

2)(563 + 10724
√

2)

m3 =
3 · 1963819166621235607 + 23 · 52 · 7 · 20231 · 139343759033

√
2

34 · 712

=
1

34 · 712
(1 +

√
2)(5−

√
2)2(1 + 4

√
2)2(9−

√
2)2(13 + 24

√
2)2(13 + 27

√
2)

(41 + 8
√

2)(45− 11
√

2)(89 + 14
√

2)(6649 + 721
√

2)

という値を求めることができて，この値に対応する曲線の方程式は

y2 = 3x5 + (96 + 24
√

2)x4 + (836 + 280
√

2)x3 + (2256 + 696
√

2)x2 + (678 − 432
√

2)x

であることがわかる．
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