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超楕円曲線のヤコビ多様体の形式群

西来路文朗∗

0 序文

本稿では第 1 節において, 形式群の本田理論とQ上の楕円曲線の形式群への応用につい
て述べる. また, 第 2節においては, Freijeの結果と筆者の結果を中心に, ヤコビ多様体の形

式群に関する結果について述べる.

1 形式群の本田理論とその応用

形式的べき級数の諸性質や形式群の定義を振り返った後, 標数 0 の体上の形式群が加法

群に同型であることを示す. そして, p 進整数環上の形式群の本田 [8] による分類理論につ

いてまとめる. 具体例を与えた後, 楕円曲線の形式群に関する本田の定理を紹介する.

1.1 形式的べき級数

R を可換環とする. n を自然数, x1, . . . , xn を変数とし, x を列ベクトル t(x1, . . . , xn) と

おく. 自然数 m に対し, xm := t(xm1 , . . . , x
m
n ) とおく. n 変数形式的べき級数環を R[[x]]

とあらわす. また, R[[x]] の元を成分とする m 次列ベクトル t(ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) 全体を

R[[x]]m とあらわす.

R[[x]]m の 2 元 ϕ(x), ψ(x) が次数 d で合同とは, ϕ(x)− ψ(x) の各成分ϕj(x)− ψj(x)

が全次数 d− 1 以下の項を含まないことをいい,

ϕ(x) ≡ ψ(x) mod deg d

とあらわす. 関係 mod deg d は同値関係である.

R[[x]] において, mod deg 1 で 0 に合同な元全体を R[[x]]0 とあらわす.

R[[x]]0 = {ϕ(x) ∈ R[[x]] | ϕ(0) = 0}

が成り立つ. y = t(y1, . . . , yn) とする. R[[y]]n の元 ψ(y) とR[[x]]n0 の元 ϕ(x) に対し, yi
に ϕi(x) を代入することができ, 合成 (ψ ◦ ϕ)(x) が定義できる.
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R[[x]]n0 の元 ϕ(x) に対し,

(ϕ ◦ ψ)(x) = (ψ ◦ ϕ)(x) = x

を満たす R[[x]]n0 の元 ψ(x) が存在するとき, ϕ(x) は可逆であるという. このとき, ψ(x)

は一意的に定まる. ψ(x) を ϕ−1(x) とあらわす.

命題 1.1 (形式的陰関数定理 cf.eg. [1] IV35). x = t(x1, . . . , xm), y = t(y1, . . . , yn)とし,

F (x,y) = t(F1(x,y), . . . , Fn(x,y)) を R[[x,y]]n0 の元とする.

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

∈ GLn(R)

ならば, R[[x]]n0 の元 ϕ(x) がただひとつ存在し,

F (x, ϕ(x)) = 0

を満たす.

命題 1.2 (形式的逆関数定理). x = t(x1, . . . , xn) とする. R[[x]]n0 の元 ϕ(x) が可逆である

ための必要十分条件は,

ϕ(x) ≡ Px mod deg 2

を満たす GLn(R) の行列 P が存在することである.

証明 必要条件であることは明らか. 十分条件であることを示す. y = t(y1, . . . , yn) とし,

F (x,y) := x− ϕ(y) とおく. F (0, 0) = 0 だから, F (x,y) ∈ R[[x,y]]n0 であり, また,

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

= −P ∈ GLn(R)

が成り立つので, 形式的陰関数定理より, R[[x]]n0 の元 ψ(x) が存在し,

F (x, ψ(x)) = x− ϕ(ψ(x)) = 0

が従う. したがって, ϕ(x) は可逆である.

1.2 形式群

定義 1.3 (形式群). x := t(x1, . . . , xg), y := t(y1, . . . , yg) とする. R[[x,y]]g0 の元 F (x,y)

がR 上定義された (g 次元可換)形式群とは, 以下の 3 条件を満たすことをいう.

(1) F (x,y) ≡ x+ y mod deg 2,

(2) F (F (x,y), z) = F (x, F (y, z)),
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(3) F (x,y) = F (y,x).

命題 1.4. F (x,y) を R[[x,y]]g0 の元とする. 定義 1.3の条件 (2) の仮定のもと, 定義 1.3の

条件 (1) は,

(1)′ F (x, 0) = x, F (0,y) = y

と同値である.

証明 (1)′ ⇒ (1) は明らか. (1)⇒ (1)′ を示す. 条件 (2) において, y = z = 0 として,

(1.1) F (F (x, 0), 0) = F (x, F (0, 0)) = F (x, 0)

が成り立つ. ϕ(x) := F (x, 0) とおくと, ϕ(x) ∈ R[[x]]g0であり, 条件 (1)より,

[
∂ϕi
∂xj

(0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

= Ig ∈ GLg(R)

が成り立つ. ただし, Ig は g 次単位行列とする. したがって, F (x, 0) は可逆であり, (1.1)

式より,

F (x, 0) = x

を得る. F (0,y) = y についても同様である.

定義 1.3 の条件 (1)-(3) はそれぞれ, 群の公理における, 零元の存在, 結合則, 可換則に対

応する. また, 形式的陰関数定理により, 次の命題 1.5 が成立する. 命題 1.5 は群の公理の

逆元の存在に対応する.

命題 1.5. F (x,y) を R 上の g 次元形式群とする. このとき, R[[x]]g0 の元 [−1]F (x) がた

だひとつ存在し,

F (x, [−1]F (x)) = 0, [−1]F (x) ≡ −x mod deg 2

を満たす.

例 1.6 (形式群). R 上の 1 次元形式群の例をあげる.

(1) Ĝa(x, y) := x + y は R 上の形式群である. 加法群と呼ばれる.

(2) Ĝm(x, y) := x + y − xy は R 上の形式群である. 実際,

1− Ĝm(x, y) = (1− x)(1− y)

より,

1− Ĝm(Ĝm(x, y), z) = (1− x)(1− y)(1− z) = 1− Ĝm(x, Ĝm(y, z))

が成り立つ. Ĝm(x, y)は乗法群と呼ばれる.
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(3) Ft(x, y) := (x+ y)/(1− xy)はR上の形式群である. 形式群 Ft(x, y)は

tan(x+ y) = Ft(tan x, tan y)

を満たす.

(4) 2 ∈ R∗ と仮定する. Fs(x, y) := x
√

1− y2 + y
√

1− x2 は R 上の形式群である. 形式

群 Fs(x, y) は

sin(x+ y) = Fs(sin x, sin y)

を満たす.

注意 1.7. T : x2 + y2 = 1 とおく. 乗法 (x1, y1)⊗T (x2, y2) := (x1x2− y1y2, x1y2 + x2y1) に

より, T は R 上のアフィン代数群になる. y/x, y は T の単位元 (1, 0) における局所変数で

あり, これらの局所変数により T の乗法を展開すると, 例 1.6 (3), (4) の形式群が得られる.

問題 1.8. s(u) をレムニスケートサインとする. このとき, レムニスケートコサインは,

c(u) =

√
1− s2(u)

1 + s2(u)

と表され, レムニスケートサインの加法公式は

s(u+ v) =
s(u)c(v) + s(v)c(u)

1− s(u)s(v)c(u)c(v)

となる. この加法公式から, Z[2−1] 上の形式群 Fl(x, y) が得られる. (問題 1.28に続く. )

F (x,y), G(x,y) を R 上の g 次元形式群とする. ϕ(x)をR[[x]]g0 の元とする.

定義 1.9. ϕ(x) が F (x,y) から G(x,y) へのR上の準同型であるとは,

ϕ(F (x,y)) = G(ϕ(x), ϕ(y))

を満たすことをいう. さらに, 可逆な準同型を弱同型といい, ϕ(x) ≡ x mod deg 2 を満た

す弱同型 ϕ(x) を強同型という.

R 上の形式群において, R 上の弱同型の存在, R上の強同型の存在は, 同値関係となる.

それぞれ,

F (x,y) ∼R G(x,y), F (x,y) ≈R G(x,y)

とあらわす.

例 1.10 (形式群の自己準同型). F (x,y) を R上の g 次元形式群とする.
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(1) 非負整数 n に対し, [n]F (x) ∈ R[[x]]g0 を,

[0]F (x) = 0, [n]F (x) = F (x, [n− 1]F (x)) (n > 0)

により帰納的に定義し, 負の整数 n に対しては, 命題 1.5の [−1]F (x) を利用して,

[n]F (x) = [−1]F ◦ [−n]F (x) (n < 0)

と定義する. [n]F (x) は F (x, y) の自己準同型になる. n 倍自己準同型という.

特に,

[n]Ĝa(x) = nx, [n]Ĝm(x) = 1− (1− x)n

が成り立つ.

(2) R = Fq と仮定する.

F (x,y)q = F (xq,yq)

となるので, xq は F (x,y) の自己準同型になる. Frobenis q 乗自己準同型と呼ば

れる.

例 1.11 (形式群の準同型). (1) Q ⊂ R と仮定する. f(x) := − log(1 − x) は, 乗法群

Ĝm(x, y) から加法群 Ĝa(x, y) へのR 上の強同型である. 実際,

− log(1− x)(1− y) = − log(1− x)− log(1− y)

より,

f(Ĝm(x, y)) = Ĝa(f(x), f(y))

が成り立つ.

(2) Q ⊂ R と仮定する. 例 1.6 (2)(3)より, tanx, sin xはそれぞれ, 加法群 Ĝa(x, y)から,

Ft(x, y), Fs(x, y)へのR上の強同型である.

(3) 2 ∈ R∗と仮定する. tan(arcsin x) = x/
√

1− x2だから, x/
√

1− x2は Fs(x, y)から

Ft(x, y)へのR上の強同型である.

(4) 2 ∈ R∗, i ∈ Rと仮定する. 1−
√

1− x2 − ixは Fs(x, y)から Ĝm(x, y)への弱同型で

ある.

注意 1.12. 例 1.11 (3) は代数群 T : x2 + y2 = 1の単位元 (1, 0)における 2つの局所変

数 yと y/x の変数変換を表している. また, 例 1.11 (4) は Tから乗法群 Gm への準同型

(x, y) 7→ x+ yiに対応している.

次の命題により, 標数 0の体上の任意の形式群は, 加法群 Ĝg
a(x,y) = x + y と強同型と

なる.

命題 1.13 (cf. e.g. [8], Thm. 1). Q ⊂ Rと仮定する. このとき, R上の任意の g次元形

式群 F (x,y)に対し, F (x,y)から Ĝg
a(x,y)への強同型 f(x)が一意的に存在する.
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定義 1.14. 命題 1.13において, 強同型 f(x)を F (x,y)の変換子という.

注意 1.15. f(x)を形式群 F (x,y)の変換子とするとき,

(1.2) f(F (x,y)) = Ĝg
a(f(x,y)) = f(x) + f(y)

が成り立つ. f(x)は可逆だから,

F (x,y) = f−1(f(x) + f(y))

が成り立つ. 形式群 F (x,y)は 2g変数であるが, g変数の変換子 f(x)を用いて表される.

注意 1.16. f(x)を形式群 F (x,y)の変換子とする. (1.2)式の両辺を xで全微分すると,

g∑

j=1

g∑

k=1

∂fi
∂xk

(F (x,y))
∂Fk
∂xj

(x,y)dxj =

g∑

j=1

∂fi
∂xj

(x)dxj

が成り立つ. すなわち,
g∑

j=1

∂fi
∂xj

(x)dxj

は, 右移動 x 7→ F (x,y)に対する不変微分である.

kを代数体とし, Okを kの整数環とする. pをOkの素イデアルとし, Opで p進完備化を

あらわす. 命題 1.13により, 次のHasseの原理が成り立つ.

系 1.17. (1) F (x,y)を k上の形式群とする. F (x,y)がOk 上定義されるための必要十
分条件は, すべての pに対し F (x,y)がOp上定義されることである.

(2) F (x,y), G(x,y)をOk上の形式群とする. F (x,y)とG(x,y)が, Ok上で強同型とな
るための必要十分条件は, すべての pに対し F (x,y)とG(x,y)が, Op上で強同型と

なることである.

したがって, Ok上の形式群を分類するには, Op上の形式群を分類すればよい.

1.3 p進整数環上の形式群の本田理論

kpをQpの有限次不分岐Galois拡大とする. Opを kの整数環とする. σ ∈ Gal(kp/Qp)を

pのFrobenius準同型とする. Mg(Op)[[T ]]を行列環係数の 1変数形式的べき級数環とする.

ただし, 係数Aと T の交換関係を

TA = σAT (∀A ∈Mg(Op))

と定める. 写像

∗ : Mg(Op)[[T ]]× kp[[x]]g0 → kp[[x]]g0

を (∑

ν≥0

cνT
ν

)
∗ f(x) :=

∑

ν≥0

cν
σνf(xp

ν

)

により定義する. 写像 ∗ は左作用になる.
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定義 1.18. Mg(Op)[[T ]]の元 vが特殊元であるとは,

v ≡ pIg mod deg 1

をみたすことをいう. また, kp[[x]]g0の元 f(x)が特殊元 v に属するとは,

(1) f(x) ≡ x mod deg 2,

(2) (v ∗ f)(x) ≡ 0 mod p

を満たすことをいう. ただし, f(x) ≡ 0 mod pは, fi(x)の各係数がイデアル pに属するこ

とを意味する.

また本稿では, 形式群 F (x,y)の変換子 f(x)が特殊元 vに属することを, 単に, F (x,y)

が特殊元 vに属するという.

定理 1.19 ([8], Thm. 2-4). (1) F (x,y) を kp 上の形式群とする. F (x,y) が Op 上定

義されるための必要十分条件は, F (x,y) がある特殊元 v に属することである.

(2) Op 上の g 次元形式群 F (x,y), G(x,y) が, それぞれ, 特殊元 v, u に属すると仮定す

る. F (x,y) と G(x,y) が, Op 上で強同型となるための必要十分条件は, Mg(Op)[[T ]]

の単元 t が存在して,

u = tv

を満たすことである.

命題 1.20. {Ap, Cp}p:prime を互いに可換なMg(Z) に属する行列の集合とする. 形式的 L

級数を ∑

n≥1

Ann
−s :=

∏

p

(In − App−s + Cpp
1−2s)−1

により定義する. このとき, ∑

n≥1

An
n
xn

は特殊元 pIn − ApT + CpT
2 に属する.

証明
∑

n≥1Ann
−s が形式的 Euler 積を持つことは,

Amn = AmAn ((m,n) = 1)

Anp2 = ApAnp − pCpAn (n ≥ 1)
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と同値である. この関係式を用いると次が従う.

(1.3)

(pIn − ApT + CpT
2) ∗

∑

n≥1

An
n
xn

= p
∑

n≥1

An
n
xn − Ap

∑

n≥1

An
n
xnp + Cp

∑

n≥1

An
n
xnp

2

= p

( ∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xn
)

+
∑

n≥1
(n,p)=1

Anp
np
xnp +

∑

n≥1

Anp2

np2
xnp

2

)

− Ap
( ∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xnp +

∑

n≥1

Anp
np
xnp

2

)
+ Cp

∑

n≥1

An
n
xnp

2

= p
∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xn +

∑

n≥1
(n,p)=1

Anp − ApAn
n

xnp +
∑

n≥1

Anp2 − ApAnp + pCpAn
np

xnp
2

≡ 0 mod p

例 1.21. 命題 1.20により, 次が従う.

(1) Ĝm(x, y) は特殊元 p − T に属する. なぜならば, 変換子 − log(1− x) =
∑

n≥1 x
n/n

に対応する形式的 L 級数は Riemann ゼータ関数

∑

n≥0

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s

である.

(2) Ft(x, y) は特殊元 p− (−4/p)T に属する. なぜならば, 変換子は

arctan x =

∫
dx

1 + x2
=
∑

n≥1

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
=
∑

n≥1

(−4

n

)xn
n

であり, 対応する形式的 L 級数は指標 (−4/n) に付随する Dirichlet級数

∑

n≥1

(−4

n

) 1

ns
=
∏

p

1

1− (−4/p)p−s

である.

楕円曲線の形式群の本田の定理の理解のため, 形式群 Ĝm(x, y)/Zp が特殊元 p− T に属
することを, 幾何的に説明する.

代数群 Gm において, p を法とする簡約を考えると, p 乗Frobenius自己準同型と p 倍写

像が等しくなる. したがって, Ĝm(x, y)/Fp においても, p 乗Frobenius自己準同型と p倍写

像が等しくなる. 実際, 例 1.10 により,

(1.4) [p]Ĝm(x) = 1− (1− x)p ≡ xp mod p
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が成り立つ. Ĝm(x, y) の変換子を f(x) とおくと, (1.4) 式より,

f−1(pf(x)) ≡ xp mod p

が成り立ち, 次の命題 1.22 により,

pf(x)− f(xp) ≡ 0 mod p

が成り立つ. すなわち, Ĝm(x, y)/Zp は特殊元 p− T に属する.

命題 1.22 ([8], Lem. 4.2). f(x) をある特殊元 v に属するとする. このとき, kp[[x]]n0 の

元 ψ1(x) とOp[[x]]n0 の元 ψ2(x) 対し, 次は同値である.

(1) f ◦ ψ1 ≡ f ◦ ψ2 mod p,

(2) ψ1 ≡ ψ2 mod p.

1.4 計算例：Fs(x, y) の属する特殊元

p 6= 2 と仮定し, R := Zp とおく. Zp 上定義された形式群 Fs(x, y) の属する特殊元を 3

通りに求める.

命題 1.23. Fs(x, y) は特殊元 p− (−1/p)T に属する.

証明 1 Fs(x, y) が Ft(x, y) と Zp 上強同型であることを利用する.

例 1.11(3) により, Ft(x, y) と Fs(x, y) は Zp 上強同型である. また, 例 1.21(2)により,

Ft(x, y) は特殊元 p − (−1/p)T に属する. したがって, 命題 1.19(2) より, Fs(x, y) は特殊

元 p− (−1/p)T に属する.

証明 2 1 Fs(x, y) の変換子
∑

n≥1 anx
n/n = arcsin x の係数 an の関係式を, p 進ガンマ

関数 Γp(x) を用いて書き下す.

(1.3) 式と同様に計算して,
∑

n≥1 anx
n/n が特殊元 p− (−1/p)T に属することは, 合同式

anp − (−1/p)an ≡ 0 mod pν+1

と同値である. ただし, pν ‖ n とおいた. arcsin x は奇関数であるから, n が偶数のとき,

an = 0 である. 任意の奇数 n に対して,

anp − (−1/p)an ≡ 0 mod pν+1

を示せばよい.

(1.5) arcsin x =

∫
1√

1− x2
dx =

∑

j=0

[
−1/2

j

]
(−1)jx2j+1

2j + 1
=
∑

j=0

1

22j

[
2j

j

]
x2j+1

2j + 1

1この方法は大西-安田 [10] による.
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が成立つことに注意する. (1.5)式より,

anp =
(np− 1)!

2np−1((np− 1)/2)!((np− 1)/2)!

が成り立つ. ここで, p 進ガンマ関数 Γp(x) に関する等式 (cf. e.g. [11], p.369)

(np− 1)! = Γp(np)(−1)np(n− 1)!pn−1

((np− 1)/2)! = Γp((np + 1)/2)(−1)(np+1)/2((n− 1)/2)!p(n−1)/2

を用いると,

anp =
−Γp(np)

2np−1Γ2
p((np + 1)/2)

[
n− 1

(n− 1)/2

]
=

−Γp(np)

2np−nΓ2
p((np+ 1)/2)

an

ところが, 次の合同式 (cf. e.g. [11], p.369)

2n(p−1) ≡ 1 mod pν+1

Γp(np) ≡ Γp(0) = 1 mod pν+1

Γ2
p((np+ 1)/2) ≡ Γ2

p(1/2) = (−1)(p+1)/2 mod pν+1

が成り立つので, 第 1 補充法則 (−1/p) = (−1)(p−1)/2 を用いて,

anp ≡ (−1/p)an mod pν+1

を得る.

証明 3 形式群 Fs(x, y) の p 倍べき級数 [p]Fs(x) に着目する. f(x) = arcsin x とおく.

cos px + i sin px = (cos x + i sin x)p ≡ cosp x+ i sinp x mod p

より,

sin px ≡ ip−1 sinp x mod p

を得る. さらに,

[p]Fs(x) = f−1(pf(x)) = sin(p arcsin x)

より,

[p]Fs(x) = f−1(pf(x)) ≡ ip−1xp mod p

が成り立つ. 命題 1.22, 第 1 補充法則 (−1/p) = (−1)(p−1)/2 と f(x) = arcsin x が奇関数で

あることから,

pf(x) ≡ f(ip−1xp) ≡ (−1/p)f(xp) mod p

が成り立つ. したがって, Fs(x, y) は特殊元 p− (−1/p)T に属する.
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1.5 楕円曲線の形式群

1.5.1 加法公式を用いた形式群の構成

ciを不定元とし, k := Q(c1, . . . , c6), R := Z[c1, . . . , c6] とおく. E を Weierstrass モデル

y2 + c1xy + c3y = x3 + c2x
2 + c4x+ c6

で定義された k 上の楕円曲線とする. E には無限遠点 O を零元とするアーベル群構造が入

る. O における局所変数 t := −x/y をとり, 加法公式を用いて形式群 Ê(x, y) を構成する.

w := −1/y とおく. このとき,

(1.6) w − c1tw − c3w
2 = t3 + c2t

2w + c4w
2 + c6w

3

が成立する. 陰関数定理により, (1.6)を満たす

w = w(t) ∈ R[[t]]0

がただひとつ存在する.

E の加法を ⊕E で表す. t1, t2 を不定元とし,

(t1, w(t1))⊕E (t2, w(t2)) = (Ê(t1, t2), w(Ê(t1, t2)))

により, Ê(t1, t2) を定義する. E の加法の性質（零元の存在, 結合則, 可換則）より, Ê(x, y)

は k 上の形式群になる.

命題 1.24 (cf. e.g. [14], p.115). Ê(x, y) は R 上の形式群である.

証明

(t1, w(t1))⊕E (t2, w(t2))⊕E (t3, w(t3)) = O

とおく.

[−1]Ê(t) =
−t

1− c1t− c3w(t)
∈ R[[t]],

Ê(t1, t2) = [−1]Ê(t3(t1, t2))

が成り立つので, t3(t1, t2) ∈ R[[t1, t2]]を示せば十分である.

λ :=
w(t1)− w2(t2)

t1 − t2
∈ R[[t1, t2]],

ν := w(t1)− λt1 ∈ R[[t1, t2]]

とおく. t1, t2, t3 は (1.6) と直線 w = λt+ ν との交点だから,

t3 = t3(t1, t2) = −t1 − t2 +
c1λ+ c3λ

2 − c2ν − 2c4λν − 3c6λ
2ν

1 + c2λ+ c4λ2 + c6λ3
∈ R[[t1, t2]]

が成り立つ.



276

1.5.2 不変微分を用いた形式群の構成

不変微分 ωE := dx/(2y + c1x+ c3) を

dx

2y + c1x + c3

=
∑

n≥0

bnt
ndt

t

と展開する. このとき, bn ∈ Z, b1 = 1 が成立する. このとき, 右辺が形式群 Ê(x, y) の不変

微分になることから,

(1.7) Ê(x, y) = f−1(f(x) + f(y)), f(x) :=
∑

n≥1

bn
n
xn

が成立する. したがって, 式 (1.7) により Ê(x, y) を定義することも可能である.

1.5.3 本田の定理

GQ の E 上の l 進表現に関する L 級数を

L(E/Q, s) =
∏

p

1

1− apps + εpp1−2s
=
∑

n≥1

an
ns

とおく. このとき, an は l によらず Z の元となり, a1 = 1 が成立する. E の L 級数

L(E/Q, s) の形式群 L̂(x, y) を

L̂(x, y) := g−1(g(x) + g(y)), g(x) :=
∑

n≥1

an
n
xn

により定義する.

定理 1.25 ([8], Thm. 9). L̂(x, y) は Z 上の形式群である. また, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Z
上で強同型である.

証明 証明の概略を述べる. 命題 1.20 により, L̂(x, y)/Qpは特殊元 p − apT + εpT に属す

る. したがって, 命題 1.19により, L̂(x, y) は Zp 上の形式群となる. Hasseの原理により,

L̂(x, y) は Z 上の形式群である.

p を E のよい素点とする. E の p を法とする簡約の Frobenius p 乗自己準同型に着目

して,

f−1(pf(x)− apf(xp) + f(xp
2

)) ≡ 0 mod p

を得る. Ê(x, y) は Z 上の形式群だから, 命題 1.22 により,

pf(x)− apf(xp) + f(xp
2

) ≡ 0 mod p

が成り立つ. したがって, Ê(x, y)/Zp は特殊元 p− apT + εpT に属する.

悪い素点 pに対しては, Ê(x, y) の p を法とする簡約が Ĝa(x, y), または Ĝa(x, y) に強同

型になることを用いて, Ê(x, y)/Zpは特殊元 p− apT + εpT に属することが示される.

したがって, 再び命題 1.19 を用いて, 任意の p に対して, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Zp 上で
強同型である. Hasseの原理により, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Z 上で強同型となる.
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系 1.26. 任意の素数 p に対し, ap ≡ bp mod p が成り立つ.

証明 (1.3)式と同様に計算する. Ê(x, y)/Zp が特殊元 p− apT + εpT
2 に属することは,

bnp ≡ apbn mod p ((n, p) = 1),

bnp2 ≡ apbnp − pεpbn mod pν+1 (n ≥ 1)

と同値である.

注意 1.27. Hasse-Weilの不等式 |ap| ≤ 2
√
p を利用すると, p ≥ 17 においては,

ap = (bp の p を法とする絶対値最小の剰余)

が成り立つ.

問題 1.28. 以下の形式群は, Z[2−1] 上定義され互いに強同型である.

(1) レムニスケートサインの加法公式から定義した形式群 Fl(x, y) (問題 1.8),

(2) 楕円積分

∫
dx√

1− x4
を変換子にもつ形式群,

(3) y2 = x3 − x の形式群, また, y2 = x3 − x の L 級数の形式群.

2 ヤコビ多様体の形式群

本節ではヤコビ多様体の形式群について述べる.

標数 0の体上定義された楕円曲線の場合, 形式群の構成には, 加法公式を用いた構成と正

則微分形式を用いた構成がある (1.5節).

加法公式を用いた構成は, Grant [6], Flynn [4] により, 種数 2 の超楕円曲線のヤコビ多

様体に一般化されている. Grant [6] は, 超楕円曲線が定義体上有理的な Weierstrass 点を

持つと仮定した場合に, Flynn [4] はこの仮定なしに, それぞれ, P8, P15 へのヤコビ多様体

の埋め込みを与え, 定義方程式や加法公式を明示的に与え, ヤコビ多様体の形式群を構成し

ている.

正則微分形式を用いた構成は, Freije [5]により,代数曲線が定義体上有理的なWeierstrass

点を持つという仮定の下で, 種数が 1 以上の場合に一般化されている.

本節では, Freije の議論を一般化し, 代数曲線の正則微分の局所変数による展開とヤコビ

多様体の形式群の強同型類の特殊元との関係を明らかにする. また, 代数曲線が超楕円曲

線の場合に, Riemann-Rochの定理を用いて, ヤコビ多様体の加法公式を明示的に与え, ヤ

コビ多様体の形式群を構成する.
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2.1 Ω1(C) を用いた Ĵ(x,y) の構成

2.1.1 Freije の結果

k を標数 0 の体とし, C を体 k 上定義された種数 g の完備非特異代数曲線とする. 代数

曲線 C は Weirestrass 点ではない k 有理点 P を持つと仮定する. J を C のヤコビ多様体

とし, C から J への k 上の基準写像 Λ をΛ(P ) が J の零元に一致するようにとる.

まず, 本節で扱うヤコビ多様体の形式群 Ĵ(x,y) を定義する. アーベル多様体の形式群

は, 零元における局所変数を用いて加法を展開することにより得られる. したがって, 局所

変数の選び方が問題である.

C の点 P における局所変数 t をとし, Cg の点 (P, . . . , P ) における局所変数

t = t(t1, . . . , tg)

を, 各 tj が t に等しくなるようにとる. t1, . . . , tg の j 次基本対称式を sj(t) であらわし,

s(t) := t(s1(t), . . . , sg(t))

とおくと, s(t) は対称空間 SymgC の点 (P, . . . , P ) における局所変数となる. Λ は対称空

間 SymgC から J への双有理写像 Λg を引き起こす. Λg は (P, . . . , P ) において双正則で

あるから, Λg を通じ, s(t) を J の零元における局所変数と同一視できる. Ĵ(x,y) を局所

変数 s(t) に付随する形式群とする.

次に, Freijeによる Ĵ(x,y) の変換子の明示的な構成について説明する.

有理点 P はWeierstrass点ではないと仮定したので, C の正則微分形式の基底 {ωj}gj=1

を,

ωj ≡ (−t)j−1dt mod tgdt (1 ≤ j ≤ g)

を満たすようにとれる. 便宜上, 列ベクトルを用いて,

ω := t(ω1, . . . , ωg)

とおく. k[[t]]g0 の元 l(t) = t(l1(t), . . . , lg(t)) を

l(t) =

∫
ω

により定義する. x = t(x1, . . . , xg) とおき, k[[x]]g0 の元 L(x) = t(L1(x), . . . , Lg(x)) を

(2.8) L(s(t)) = l(t1) + · · ·+ l(tg)

により定義する.

定理 2.1 ([5], Thm. 2). L(x) は Ĵ(x,y) の変換子である.

定理 2.1により,

(2.9) Ĵ(x,y) = L−1(L(x) + L(y))

が成立する. したがって, Ĵ(x,y) は L(x) を用いて明示的に構成できる.
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2.1.2 形式群 Ĵ(x,y) の本田理論

k を Qp の有限次不分岐拡大, Op をその整数環とする. σ ∈ Gal(k/Qp)を pの Frobenius

準同型とする.

正則微分形式の展開係数を用いて, 形式群 Ĵ(x,y) を定義する場合, Ĵ(x,y) がいつ整数

環 Op 上定義されるかを調べることが問題となる. この問いに対する答えのひとつが形式

群の本田理論を用いて得られる. Freije [5]の議論を一般化し, Ĵ(x,y) が Op上定義される

為の必要十分条件を求める.

定義 2.2. Op[[t]]
g
0 の元 l(t) = t(l1(t), . . . , lg(t)) が特殊元 v に属するとは, l(t) が次の 2 条

件を満たすことをいう.

(1) lj(t) ≡ (−1)j−1tj/j mod deg g + 1 (1 ≤ j ≤ g),

(2) (v ∗ l)(t) ≡ 0 mod p.

l(t), L(x), Ĵ(x,y) は 2.1.1 節の通りとする. このとき, 次の定理が成立する.

定理 2.3. Ĵ(x,y) が Zp 上定義される為の必要十分条件は, l(t) がある特殊元 v に属する

ことである.

注意 2.4. 十分条件であることは, 本田 [9, Thm. 1] において本質的に示されている. 定理

2.3は, C = X0(N), P = i∞ の場合には, Freije [5]により証明されている. この場合, 特殊

元は Ig − ApT + εpT
2 (Ap ∈Mg(Zp), εp = 0, 1) という形になる.

k 係数の列ベクトル c(n) = t(c1(n), . . . , cg(n)) を,

l(t) =
∑

n

c(n)
tn

n

により定義する.

定義 2.5. 行列
[
c(p),−c(2p), . . . , (−1)gc(gp)

]
を, Cartier-Manin 行列, または, Hasse-

Witt 行列と呼ぶ.

定理 2.6. l(t) が v = pIg + b1T + · · · に属すると仮定する. このとき, p > g ならば, 合

同式 [
c(p),−c(2p), . . . , (−1)gc(gp)

]
≡ −b1 mod p

が成り立つ.

k = Q とする. Hasse の原理と定理 2.3 により, 次の系が得られる.

系 2.7. Ĵ(x,y) が Z 上定義されるための必要十分条件は, 任意の素数 p に対し, l(x) があ

る特殊元に属することである.
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2.1.3 定理 2.3 の証明

I = (i1, . . . , ig) を非負整数の添え字の集合とし, I! = i1! . . . ig!, NI = i1 + 2i2 + · · ·+ gig,

そして,

B(I) :=
(−1)i2+i4+···(i1 + i2 + · · ·+ ig − 1)!

I!

とおく. 任意の n = 1,. . .,g に対し, inB(I) は多項係数となり, 整数となる. inB(I) が整数

なので, NIB(I) =
∑

n ninB(I) も整数である.

また, xI := xi11 x
i2
2 · · ·xigg とおく.

補題 2.8 ([5], Lem. 1).

xn1 + · · ·+ xng = n
∑

I,NI=n

B(I)s(x)I

が成り立つ.

補題 2.9 ([5], Lem. 4). 合同式B(I/pν) ≡ pνB(I) mod p が成立する. ただし, pν - I の
とき, B(I/pν) = 0 と定める.

定理 2.3 は, 以下の 2 つの補題から従う.

補題 2.10. 次は同値である.

(1) lj(t) ≡ (−1)j−1tj/j mod deg g + 1 (1 ≤ j ≤ g),

(2) L(x) ≡ x mod deg 2.

証明

L(s(x)) =
∑

n

c(n)
xn1 + · · ·+ xng

n

=
∑

n

c(n)
∑

I,NI=n

B(I)s(x)I

=
∑

I

c(NI)B(I)s(x)I

が成り立つ. それゆえ,

(2.10) L(x) =
∑

I

c(NI)B(I)xI

が成り立つ. (2.10)により,

L(x) ≡
∑

i1+···+ig=1

c(NI)B(I)xI mod deg 2

≡
g∑

n=1

c(n)(−1)n−1xn mod deg 2
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が成立する. それゆえ条件 (2) は, 条件 (1)
[
c(1),−c(2), . . . , (−1)gc(g)

]
= [(−1)i−1δij]

と同値である.

補題 2.11. 次は同値である.

(1) (v ∗ l)(t) ≡ 0 mod p,

(2) (v ∗ L)(x) ≡ 0 mod p.

証明 特殊元 v を v = pIg +
∑

ν bνT
ν とおく. bν が Mg(Zp) の行列であることに注意する.

(v ∗ l)(t) = (pIg +
∑

ν

bνT
ν) ∗

∑

n

c(n)
tn

n

= p
∑

n

c(n)
tn

n
+
∑

k

∑

ν

bν
σνc(n)

tnp
ν

n

= p
∑

k

c(n)
tn

n
+
∑

k

∑

ν

bν
σνc(n/pν)

pνtn

n

が成り立つ. ただし, pν - n のとき, c(n/pν) = 0 と定める. tn の係数 anは,

(2.11) an =
1

n

(
pc(n) +

∑

ν

pνbν
σν c(n/pν)

)

を満たす.

一方で, 次が成り立つ.

(v ∗ L)(x) = (pIg +
∑

ν

bνT
ν) ∗

∑

I

c(NI)B(I)xI

= p
∑

I

c(NI)B(I)xI +
∑

I

∑

ν

bν
σν c(NI)B(I)xIp

ν

= p
∑

I

c(NI)B(I)xI +
∑

I

∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)B(I/pν)xI .

ただし, pν - I のとき, B(I/pν) = 0 と定める. NI/pν = NI/p
ν if pν|I であることを注意す

る. xI の係数 AI は

AI = pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σνc(NI/p

ν)B(I/pν)

となる. 補題 2.9 と NIB(I) が整数であることより,

AI = pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)B(I/pν)

≡ pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)pνB(I) mod p

≡ 1

NI

(
pc(NI) +

∑

ν

pνbν
σνc(NI/p

ν)

)
NIB(I) mod p

≡ aNINIB(I) mod p
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が従う.

また, I = (n, 0, . . . , 0) のとき, NI = n かつ NIB(I) = 1 が成り立つ. したがって,

A(n,0,...,0) ≡ an mod p

が成り立つ.

それゆえ, すべての n について an ≡ 0 mod p であることと, すべての I について

AI ≡ 0 mod p であることとは同値である. 以上により補題の主張が示された.

2.2 Pic0(C) の加法公式を用いた Ĵ(x,y) の構成

2.2.1 超楕円曲線の場合

f0, . . . , f2g+2 を不定元とし, k := Q(f0, . . . , f2g+2), R := Z[f0, . . . , f2g+2, f
−1/2
2g+2 , 2

−1] とお

く. 関数体 k 上の種数 g の超楕円曲線 C を

y2 = f2g+2x
2g+2 + f2g+1x

2g+1 + · · ·+ f1x+ f0,

u2 = 1 + f2g+1t + · · ·+ f1t
2g+1 + f0t

2g+2

を双有理変換

x =
1

t
, y =

u

tg+1

で張り合わせた抽象多様体として定義する. (x, y)座標を用いて,

P0 := (0,
√
f0), P ′0 := (0,−

√
f0)

とおく. (t, u) 座標を用いて,

P∞ := (0, 1), P ′∞ := (0,−
√
f2g+2)

とおく. P は Wierstrass 点ではなく, t は P における局所変数となる. 実際,

x =
1

t
, y =

√
f2g+2

tg+1
+

f2g+1

2
√
f2g+2

1

tg
+ · · ·

が成り立つ. dn を

(2.12)
∑

n≥0

dnt
n = u =

√
f2g+2 +

f2g+1

2
√
f2g+2

t + · · · ∈ R[[t]]

により定義する. 2.1.1 節における固定点 P として P∞ をとり, ヤコビ多様体 J の局所変

数系 s(t) に対する形式群を Ĵ(x,y) とおく. このとき, 次が成り立つ.

定理 2.12. 形式群 Ĵ(x,y) は R 上定義される.

注意 2.13. Flynn [4] は, g = 2 の場合にヤコビ多様体 J の, s(t) とは異なる, ある局所変

数系に付随する形式群がR 上定義されることを示している.
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2.2.2 定理 2.12 の証明

この節ではヤコビ多様体 J の加法を因子類群 Pic0(C) の加法としてとらえる. Λ(g) :

Symg(C)→ Pic0(C) : Q 7→ Q− P∞ が全射, かつ, 一般点上で単射であることに注意する.

(ti, ui) (i = 1, . . . , 2g)をCの一般点とする. 加法

3g∑

n=2g+1

(tn, un) :=

g∑

n=1

(tn, un)⊕J
2g∑

n=g+1

(tn, un)

を
g∑

n=1

(tn, un)− gP∞ +

2g∑

n=g+1

(tn, un)− gP∞ ∼
3g∑

n=2g+1

(tn, un)− gP∞

により定義する. つまり,

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− 2gP∞ − gP ′∞ ∼ 0

が成立する. C 上の関数 h を

div(h) =

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− 2gP∞ − gP ′∞

により定義する.

y +
∑g+1

n=0 dnx
g+1−n ∈ L((g + 1)P∞ − P ′∞) に注意する. Riemann-Roch の定理を用いて,

L(2gP∞ + gP ′∞) = 〈xn | 0 ≤ n ≤ g〉 ⊕ 〈xn(y +

g+1∑

m=0

dmx
g+1−m) | 0 ≤ n ≤ g − 1〉

が成り立つ.

h =

g∑

n=0

A2g−nx
n +

g−1∑

n=0

Ag−1−n

(
xn(y +

g+1∑

m=0

dmx
g+1−m)

)

とおく. ここで, A0 6= 0である. なぜならば, もしA0 = 0ならば,

div(h) + (2g − 1)P∞ + gP ′∞ > 0

が成り立ち, それゆえ,

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− P∞ > 0

が成り立つ. ある i に対し, (ti, ui) = P∞ または P ′∞ が成り立ち, (ti, ui) が一般点であるこ

とに矛盾する.
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以下, A0 = 1 と仮定して一般性を失わない. h を変型して,

h =

g∑

n=0

A2g−nt
−n +

g−1∑

n=0

Ag−1−n

(
t−n
(
ut−(g+1) +

g+1∑

m=0

dmt
−(g+1)+m

))

= t−2g

( g∑

n=0

A2g−nt
2g−n +

g−1∑

n=0

Ag−1−nt
g−1−n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m)

)

= t−2g

(g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n

)

を得る. div(t) = P∞ + P ′∞ − P0 − P ′0 なので,

div

(g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n

)

=

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un) + gP ′∞ − 2gP0 − 2gP ′0(2.13)

である. h は (ti, ui) (1 ≤ i ≤ 2g) を零点として持ち,

g−1∑

n=1

Ant
n
i (ui +

g+1∑

m=0

dmt
m
i ) +

2g∑

n=g

Ant
n
i = −

(
ui +

g+1∑

m=0

dmt
m
i

)
(1 ≤ i ≤ 2g)

が成り立つ. 行列を用いて表示すると,

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

][
Ai

]

1≤i≤2g
j=1

=

[
−ui −

g+1∑

n=0

dnt
n
i

]

1≤i≤2g
j=1

を得る. Cramerの公式を用いて,

An = A′n/M (1 ≤ i ≤ 2g)

を得る. ただし,

M := det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]
,

A′1 := det

[[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=1

[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
2≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]
, . . .

とおく. 記法を簡潔にするため,

A′0 := M

とおく.

∆ :=
∏

1≤i<j≤2g

(ti − tj)
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とおく. A′n (0 ≤ n ≤ 2g) は t1, . . . , t2g の交代的形式的べき級数だから, A′n は ∆で割り切

れる.

Bn := A′n/∆ (0 ≤ n ≤ 2g)

とおく.

補題 2.14. Bn (0 ≤ i ≤ 2g)はR[[t1, . . . , t2g]] に属する.

Bn = AnM/∆ (0 ≤ i ≤ 2g) より, 等式

g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n = 0

は等式
g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n = 0

と同値である. t2g+1, . . . , t3g を得るために連立方程式





g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n = 0

u2 = f2g+2 + f2g+1t + f2gt
2 + · · ·+ f0t

2g+2

を解く. u を消去して,

(∑g−1
n=0Bnt

n
∑g+1

m=0 dmt
m +

∑2g
n=g Bnt

n

−∑g−1
n=0 Bntn

)2

=

2g−2∑

n=0

f2g−2−nt
n

(g−1∑

n=0

Bnt
n

g+1∑

m=0

dmt
m +

2g∑

n=g

Bnt
n

)2

−
(g−1∑

n=0

Bnt
n

)2(2g−2∑

n=0

f2g−2−nt
n

)
= 0(2.14)

を得る. (2.14) の右辺を Φ(t) とおく. Φ(t) の次数は 4g 以下である. (2.13) により

g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n ∈ L(2gP0 + 2gP ′0 − gP ′∞)

が成り立つので, Φ(t) は tg で割り切れる. 4g, 4g − 1, 4g − 2 次の係数は, それぞれ,

B2
2g −B2

g−1f0,

2B2gB2g−1 − 2Bg−1Bg−2f0 − B2
g−1f1,

B2
2g−1 + 2B2g(B2g−2 + dg−1Bg−1)− (B2

g−2 + 2Bg−1Bg−3)f0 − 2Bg−1Bg−2f1 − B2
g−1f2

である. Φ(t) の係数は BiBj の R線型結合である.
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命題 2.15.

B2
2g − B2

g−1f0 ≡ 22g mod deg 1

が成り立つ. 特に,

B2
2g − B2

g−1f0 ∈ R[[t1, . . . , t2g]]
∗

が成立する.

証明 Vandermondeの公式を用いることにより,

A′2g = det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g−1

[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=2g

]

≡ det

[[
2tji

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g−1

[
−2

]

1≤i≤2g
j=2g

]
mod deg g(2g − 1) + 1

≡ 2g∆ mod deg g(2g − 1) + 1

が成り立つ. ただし,

∆ = det

[
tj−1
i

]

1≤i≤2g
1≤j≤2g

とおく. B2g = A2g/∆ かつ ∆ は g(2g − 1) 次だから,

(2.15) B2g ≡ −2g mod deg 1

を得る. さらに,

A′g−1 = det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−2

[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]

より, A′g−1 の最も次数の低い項の全次数は

1 + 2 + · · ·+ (g − 2) + 0 + g + (g + 1) + · · ·+ 2g = 2g2 − 1

以上となる. したがって,

A′g−1 ≡ 0 mod deg g(2g − 1) + 1

が成り立つ. それゆえ,

(2.16) Bg−1 ≡ 0 mod deg 1

が成り立つ. (2.15) と (2.16)により 1番目の主張が従う. また, 2 が R の単元だから, 2 番

目の主張も成り立つ.

sd(z1, . . . , zn) を z1, . . . , zn の d 次基本対称式とする. また, s0(z1, . . . , zn) := 1 とおく.

{ti}3g
i=1 は Φ(t) = 0 の根だから,

s1(t1, . . . , t3g) = −2B2gB2g−1 − 2Bg−1Bg−2f0 −B2
g−1f1

B2
2g − B2

g−1f0
, . . .

が成り立つ.
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補題 2.16. 基本対称式 sd(t2g+1, . . . , t3g) は t1, . . ., t2g の R 係数の形式的べき級数となる.

証明 (−1)dsd(t1, . . . , t3g) は, Φ(t) の 4g− d 次の係数の最高次の係数による商で表される
ので, sd(t1, . . . , t3g) は, BiBj の R 線型結合の B2

2g −B2
g−1f0 による商である. 補題 2.15 に

より, sd(t1, . . . , t3g) は t1, . . . , t2g の R 係数の対称式で表される. 公式

sd(t1, . . . , t3g) = sd(t2g+1, . . . , t3g) +
d∑

i=1

sd−i(t1, . . . , t2g)si(t2g+1, . . . , t3g),

により, 帰納的に sd(t2g+1, . . . , t3g) ∈ R[[t1, . . . , t2g]] (1 ≤ d ≤ g) が得られる.

ξ1 := s(t1, . . . , tg), ξ2 := s(tg+1, . . . , t2g)

とおく. 形式群 F (x,y) ∈ R[[x,y]]g0 を

F (ξ1, ξ2) = s(t2g+1, . . . , t3g)

により定義する. このとき, Ĵ(x,y) = F (x,y) が成り立つ. 補題 2.16 により, 定理 2.12 が

成り立つ.

2.3 Ĵ(x,y) が Z 上定義されるための必要十分条件

この節では, k = Q, R = Z とおく. また, fn ∈ Z (0 ≤ n ≤ 2g + 2), f2g+2 = 1 を仮定す

る. さらに, x2g+2 + f2g+1x
2g+1 + · · ·+ f1x+ f0 は重解をもたない, すなわち C は完備非特

異代数曲線である, と仮定する.

定理 2.17. 次は同値である.

(1) Ĵ(x,y) が Z 上定義される.

(2) u が Z[[t]] に属する.

(3) 2 g + 1 次以下の Z[t] の多項式 h が存在し,

1 + f2g+1t+ · · ·+ f2g+2t
2g+2 ≡ h2 mod 4

を満たす.

系 2.18. g = 2 を仮定する. このとき, Ĵ が Z 上定義されるための必要十分条件は,

(f5, . . . , f0) が 4 を法として次のいずれかに合同になることである.

(0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 2, 0, 0, 1), (0, 2, 0, 1, 0, 0), (0, 2, 2, 1, 2, 1),

(2, 1, 0, 0, 0, 0), (2, 1, 2, 2, 0, 1), (2, 3, 2, 1, 0, 0), (2, 3, 0, 3, 2, 1)

2(3) は山内卓也氏（広島大）による.
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2.4 計算例：H(a, b, c) のヤコビ多様体上の λ 進表現

超楕円曲線 C として, 橋本-Brumer の曲線族 H(a, b, c)から,

H(0, 0, 0) : u2 = 1− 4t+ 2t2 − 6t3 + t4 + 2t5 + t6

をとる (cf. 橋本 [7]). このとき, EndQ(J) ∼= Z[(−1 +
√

5)/2] が成立し, J は GL2-type の

アーベル多様体になる. さらに, 橋本 [7] により, 次のような可換図式が得られる.

[
2 −5

1 −3

]
∈ M2(Z) -

(−1 +
√

5)/2 ∈ Z[(−1 +
√

5)/2] -

? ?

M2(Q)

EndQ(Ω1(C))

EndQ(Ω1(J))

EndQ(J)

?

?

?
ω:fix

Λ∗

pull-back

ρ

∑
ann

−s を J の λ 進表現の L 級数とする. このとき, λ のとりかたによらず, an は

Z[(−1 +
√

5)/2] の元である. 系 2.18 より Ĵ(x,y) は Z 上の形式群である. また, Deninger-

Nart [3] により, p が J のよい素点ならば, Ĵ(x,y)/Zp は特殊元 pI2 − ρ(ap)T + T 2 に属す

る. したがって, 定理 2.6により, p > 2 において, 合同式

(2.17) [c(p),−c(2p)] ≡ ρ(ap) mod p

が成り立つ.

合同式 (2.17)の左辺の計算は容易であるが, 右辺の計算は難しい. この合同式は, 正則微

分形式の展開係数 c(n) から, λ 進表現の L級数の係数 ap を求める合同式と見ることがで

きる.

例えば, p = 3 のとき, C の合同ゼータ関数の主要部は,

1 + 3z + 7z2 + 9z3 + 9z4 = (1− −3 +
√

5

2
z + 3z2)(1− −3−

√
5

2
z + 3z2)

である. したがって,

a3 =
−3 +

√
5

2
または, a3 =

−3−
√

5

2

が成り立つ. ρにより行列で表現すると,

ρ(a3) =

[
1 −5

1 −4

]
または, ρ(a3) =

[
−4 5

−1 1

]
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が成り立つ. しかしながら,

[c(3),−c(6)] =

[
1 −86

−2 59

]
≡
[

1 1

1 −1

]
mod 3

だから,

a3 =
−3 +

√
5

2

であることがわかる.

同様に p = 5 のとき, C の合同ゼータ関数の主要部は

1 + 5z2 + 25z4 = (1−
√

5z + 5z2)(1 +
√

5z + 5z2)

となり, Cartier-Manin 行列は

[c(5),−c(10)] =

[
25 −15375

−17 9350

]
≡
[

0 0

−2 0

]
mod 5

で与えられる. したがって,

a5 = −
√

5

が成り立つ.

p を J のよい素点とし, a′p を ap の Q 上の共役とする. ρ(ap) 6≡ ρ(a′p) mod p であれば,

上述の方法で ap を決定することができる.
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