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アーベル多様体の Birch-Swinnerton-Dyer 予想

についての話題

安田 正大∗

1 ごあいさつ

皆さんお早うございます. 本年度のサマースクールもようやく最終日を迎えました. 本

日の私の講演では Birch-Swinnerton-Dyer予想についてお話しいたします.

Birch-Swinnerton-Dyer予想とは, 大域体上のアーベル多様体のL 関数の特殊値に関する

予想です. この講演ではまず Birch-Swinnerton-Dyer予想について述べたあと, その予想中

に現れる高さ対 (height pairing)や Shafarevich-Tate群といった概念について説明をします.

特に主偏極アーベル多様体の Shafarevich-Tate群の位数が平方数になるかどうかの判定条

件を与える Poonen-Stoll [44] の結果を紹介します. そのあと強い Birch-Swinnerton-Dyer

予想を玉河数に関する公式として解釈できるという Bloch [5] の結果と, 正標数の大域体の

場合の強い Birch-Swinnerton-Dyer予想に関する加藤-Trihan [26] の結果について解説し

ます.

モジュラ楕円曲線や GL2 型のアーベル多様体など, 楕円モジュラ曲線と関係するアー

ベル多様体に関しては, Gross-Zagier [23], Kolyvagin [28], [29], 加藤 [25] などの Birch-

Swinnerton-Dyer予想を支持する重要な結果がいろいろとあります. ひょっとすると皆さん

の中には, こういった結果に関する解説を期待しておられた方もいらっしゃるかもしれま

せん. そういった方には大変申し訳ないのですが, これらの結果について本日はほとんど

触れません. 触れない理由はふたつあります. 今回のサマースクールのテーマが種数の高

い曲線ということですので, 楕円曲線と関連して出てくるような話題をなるべく避けよう

というのがひとつの理由です. 楕円モジュラ曲線に関する話題はあちこちで耳にする機会

があり, 退屈に感じられるかたもいらっしゃるでしょうから, ここでは多くの皆さんにとっ

てあまり聞く機会がないような話をしたいというのがもうひとつの理由です.

この原稿は 2007 年 8 月 24 日に, 第 15 回整数論サマースクールにおいて筆者が行った

講演のスライドに加筆・修正を加えたものです. 講演の機会を与えてくださいました大西

良博氏にこの場を借りて感謝いたします. 岡崎武生氏と山内卓也氏には, 合宿中の体調の

整え方について有益な助言を賜りました. 大坪紀之氏は講演終了後に, スライドにあった誤

りをいろいろとご指摘くださいました. 山下剛氏は完成前の原稿を通読し, 沢山あった書き

誤りおよび内容に関していくつもの改善すべき点をご指摘くださいました. 小林真一氏は

完成直前の原稿にあったいくつもの書き誤りをご指摘くださいました. 五人に対しここに

感謝の意を表します.
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2 記号の準備

本稿を通じて以下の記号・用語を用います.

2.1 集合に関する記号

有限集合 S に対し, S の濃度を ]S で表わします.

2.2 記号 Z, Q, R, C

記号 Z, Q, R, C で, それぞれ有理整数のなす環, 有理数体, 実数体, 複素数体を表わしま

す. 素数 p に対し, Zp, Qp でそれぞれ p 進整数のなす環, p 進数のなす体を表わします.

2.3 アーベル群に関する記号

アーベル群 M に対し, 以下の記号を用います.

• 記号 Mtors で位数が有限の元全体のなす M の部分群を表わします. M = Mtors のと

き, M を捻れアーベル群とよびます.

• 整数 mに対し, 記号M [m] で位数が mの元全体のなすMtors の部分群を表わします.

• 素数 p に対し, 記号 M{p} で位数が p 巾の元全体のなす Mtors の部分群を表わしま

す. Mtors =
⊕

pM{p} となることに注意しておきます.

• 記号 MQ で Q ベクトル空間 M ⊗Z Q を表わします.

• 記号 Mred で M を M の最大可除部分群で割った剰余群を表わします.

2.4 関数体

有限体上の一変数代数関数体のことをこの稿では関数体とよびます. 大域体とは代数体

または関数体のことです.

2.5 大域体の素点に関する記号

F を大域体, v を F の素点とするとき, Fv で F の v による完備化を表わします. また

v における正規化された乗法的付値を | |v : Fv → R で表わします. (v が複素素点のとき

は, | |v を通常の複素数の絶対値の 2 乗となるように正規化します). さらに v が F の有限

素点のとき, Ov, kv, qv でそれぞれ Fv の整数環, Ov の剰余体, kv の位数を表わします.
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2.6 大域体の整イデアル

F を代数体とするとき, OF で F の整数環を表わします. OF のイデアルのことを F の

整イデアルとよびます. 0 でない F の整イデアル A ⊂ OF に対し, N(A) = ](OF/A) と

おきます. F を関数体とするとき, F に対応する有限体上の代数曲線 X 上の構造層を OF
で表わします. OF のイデアル層のことを F の整イデアルとよびます. 0 でない F の整イ

デアル A ⊂ OF に対し, N(A) = ](Γ(X,OF/A)) とおきます.

2.7 スキームに関する記号

スキーム X に対し, X の構造層を OX で表わします. X を体 F 上のスキーム, F ′ を F

の拡大体とするとき, X ×SpecF SpecF ′ のことを XF ′ で表わします.
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3 Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張

F を大域体, A を F 上のアーベル多様体とします. A の次元を g とします.

3.1 アーベル多様体の L 関数

Birch-Swinnerton-Dyer予想とは, A の L 関数 L(A, s) の s = 1 におけるふるまいに関

する予想です. ここで A の L 関数 L(A, s) は Euler 積

(3.1) L(A, s) :=
∏

v

Pv(A, q
−s
v )−1

で与えられる複素数 s についての関数です. 上式 (3.1) の右辺の積において v は F の有

限素点を動きます. また §3.2, 3.3 で詳しく述べますが, Pv(A, T ) は定数項が 1 の T につ

いてのとある Z 係数多項式です. Euler 積 (3.1) は Re(s) > 3/2 の範囲で絶対収束します.

したがって L(A, s) は同じ範囲で s についての正則関数となります.

予想 3.1. 関数 L(A, s) は全複素平面に正則に解析接続される.

すべての無限素点を含む素点の有限集合 S に対し,

LS(A, s) :=
∏

v 6∈S
Pv(A, q

−s
v )−1.

とおきます. また

(3.2) Λ(A, s) :=

{
L(A, s)ΓC(s)g[F :Q], F が代数体のとき

L(A, s), F が関数体のとき

とおきます. ここで ΓC(s) = 2 · (2π)−sΓ(s) です. このとき 予想 3.1 よりも強く次のこと

が予想されています.

予想 3.2. 関数 Λ(A, s) は全平面に正則に解析接続され, さらに関数等式とよばれる等式

Λ(A, 2− s) = ±N(NA)s−1Λ(A, s)

が成り立つ. ここで NA は A の導手である.

上の予想に現れる A の導手 NA とは A から定まる F の 0 でない整イデアルです. NA

の定義は §3.3 で与えます. また予想 3.2 の式に現れる符号を A から具体的に定めること

によって予想 3.2 を精密化することもできますが, 本稿ではそれについての詳細も省略し

ます (詳しくは [34], [14], [56] をご参照ください). 予想 3.1, 3.2 は, F が関数体の時には証

明されています. F が代数体の場合にはこれらの予想が解かれている場合は今のところあ

まり多くはなく, 虚数乗法論やモジュラ曲線等を通じて L(A, s) が保型 L 関数と結びつく

ような場合くらいしかありません.
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3.2 多項式 Pv(A, T ) の定義 (その 1)

F の各有限素点 v に対し, 多項式 Pv(A, T ) は以下のようにして定義されます.

A が v でよい還元 Av を持つとき. このとき C 係数の可逆行列 ϕv であって, 任意の有

限次拡大 k/kv に対し det(1−ϕ−[k:kv]
v ) = ]Av(k) を満たすものが存在します. この ϕv を用

いて Pv(A, T ) := det(1− ϕvqvT ) と定義します.

v が一般の有限素点のときも, A の Néron モデルの還元の単位元成分を Av とおくこと

により, A が v でよい還元 Av を持つときと同様の方法で Pv(A, T ) を定義します (A の

Néron モデルについては §3.4 で説明します).

3.3 多項式 Pv(A, T ) の定義 (その 2)

ここ §3.3 では, §3.2 で定義した多項式 Pv(A, T ) の別の記述のしかたを紹介します. F

を F の分離閉包, GF = Gal(F/F ) を F の絶対 Galois 群とします. F の有限素点 v に

対し, Gv, Iv, Frobv ∈ Gv/Iv をそれぞれ v における分解群, 惰性群, (幾何的) Frobenius

とします. 素数 ` であって v - ` となるものをひとつ固定し, T`A := Hom(Q`/Z`, A(F )),

V`A := (T`A)Q とおきます. この T`A のことを A の ` 進 Tate 加群とよびます. T`A, V`A

には GF が連続に作用します. このとき Pv(A, T ) は

Pv(A, T ) := det(1− FrobvqvT ; (V`A)Iv).

で与えられます.

この V`(A) を用いると, 予想 3.2 の主張に現れた F の整イデアル NA の定義ができま

す. NA は F の整イデアルであって, F の各有限素点 v に対し次の条件を満たす唯一のも

のです.

kv の標数と異なる素数 ` をとり, GF の表現 V`A の v における分解群 Gv ⊂ GF へ

の制限を V`,v = ResGFGv V`A とおくと, 等式

(3.3) ordv(NA) = sw(V`,v) + 2g − dimQ`(V`,v)
Iv

が成り立つ.

ここで sw(V`,v) は V`,v の Swan 導手を表わします. Swan 導手については例えば Serre

[50, §19] をご参照ください. [50, §19] ではGv が有限商を経由して作用するような Gv の

線型表現のみを取り扱っていますが, v での暴惰性群が V`,v に有限商を通じて作用する

(Grothendieck [51, APPENDIX])ことから, [50, §19] の方法で V に対しても Swan 導手を

定義できます. 式 (3.3) の右辺を art(V`,v) と書くこともあります (群 Iv は V`,v に有限商を

通じて作用するとは限らないので, [50, §19] にある Artin 導手の定義は V`,v に適用できる

とは限りません). 整数 sw(V`,v) および dimQ`(V`,v)
Iv は素数 ` のとり方に依存しないこと

が知られているので, 式 (3.3) の右辺は ` に依存しないことに注意しておきます. また, 剰

余体 kv の標数が A の次元 g に比べて十分大きいときは sw(V`,v) = 0 となります. した
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がってこのとき kv 上の可換群スキーム Aav, A
t
v を後述の式 (3.4) に現れるものとすると,

等式

ordv(NA) = 2 dim Aav − dim Atv

が成り立ちます.

3.4 Néron モデル

本節ではアーベル多様体の Néron モデルについて簡単に説明します.

F が代数体のとき, X = SpecOF とおきます. F が関数体のとき, X をF を関数体に持

つ有限体上滑らかかつ射影的な代数曲線とします. 以下では X の閉点と F の有限素点と

をしばしば同一視します.

U ⊂ X を空でない開部分スキームとします. このとき U 上のスキーム AU であって,

性質

(N) AU は U 上滑らか,かつU 上滑らかな任意のスキーム Y に対し,AU(Y ) := HomU(Y,AU) ∼=
A(Y ×U SpecF ) が成り立つ.

によって特徴づけられるものが存在します ([40], [9]). この AU を A の U 上の Néron モ

デルとよびます. U = X のとき, 以下では AX のことを A で表わします. AU は U 上の

可換群スキームの構造を持ちます. U ′ を連結かつ U 上エタールなスキーム, F ′ をO′U の
全商環の大域切断とすると, AU ×U U ′ は A×Spec F SpecF ′ の U ′ 上の Néron モデルとな

ります.

3.5 Néron モデルの閉ファイバー

閉点 v ∈ X に対し A の v でのファイバーを Av とおきます. 体 kv 上の可換群スキー

ムとしてAv は次の標準的なフィルトレーションを持ちます:

(3.4) Av ⊃ Aov ⊃ Aav ⊃ Atv.

ここで Aov は連結群スキーム, Av/A
o
v は有限エタール群スキーム, Aav は連結アフィン群ス

キーム, Aov/A
a
v はアーベル多様体, Atv はトーラス, Aav/A

t
v は巾単群スキームです. 素数 `

が体 kv の標数と異なるとき, T`A
o
v := Hom(Q`/Z`, Aov(kv)) ∼= T`A

Iv が成り立ちます. A∗

を A の双対アーベル多様体とすると, 完全対 T`A × T`A
∗ → Z`(1) が存在します. 偏極

A → A∗ によって交代的かつ非退化な双一次形式 T`A × T`A → Z`(1) が得られます. こ

の対に関して, T`(A
t
v) = T`(A

o
v) ∩ T`(Aov)⊥ が成り立ちます (Grothendieck [59, Exposé IX,

Théorème 2.4]).

定義 3.3. v を F の有限素点とする. A が v で良い還元を持つとは, 次の同値な条件を満

たすことをいう.

1. Av はアーベル多様体である.
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2. Av は κ(v) 上固有である.

3. Aav = 1 である.

4. 群 Iv は T`A に自明に作用する.

この 4 条件の同値性については [59, Exposé IX, Corollaire 2.2.9] をご参照ください.

定義 3.4. v を F の有限素点とする. A が v で半安定還元を持つとは, 次の同値な条件を

満たすことをいう.

1. Aav = Atv である.

2. 群 Iv は T`A/(T`A)Iv に自明に作用する.

3. 群 Iv は T`A に巾単に作用する.

この 3 条件の同値性については [59, Exposé IX, Proposition 3.5] をご参照ください.

定義 3.5. U ⊂ X を空でない開部分集合とする. A が U 上で良い (ないし半安定)還元を

持つとは, A が U のすべての閉点で良い (ないし半安定)還元を持つことをいう.

定理 3.6 ([59, Exposé IX, Théorème 3.6], [59, Exposé I, Théorème 6.1]). F を

大域体, A を F 上のアーベル多様体とすると, ある有限次分離拡大 F ′/F が存在して

A×SpecF SpecF ′ は半安定還元を持つ.

例 3.7. A = E が楕円曲線の場合, C を E の X 上の極小正則モデルとすると, E の X 上

の Néron モデル E は C から, C の特異ファイバーの滑らかでない部分をすべて取り除い
たスキームと同型です. X の閉点における C のファイバーの形は小平 [27], Néron [40] に

よって分類されています. また E が具体的に Weierstrass 方程式で与えられているとき,

Tate のアルゴリズム [55] により, 方程式の係数から C の各閉ファイバーの形を容易に決
定することができます. 例えば F = Q(

√
−1), v を 2 の上にある F の唯一の素点, a ∈ F

を 0 ≤ ordv(a) ≤ 3 を満たす元とし, E を Weierstrass 方程式 y2 = x3 + ax で与えられる

楕円曲線とすると, C の v での閉ファイバーの分類は次のようになります.

ordv(a) a の合同条件 型 m f c

0 1(v3) 1(v4) I∗0 5 8 kv
3 + 2

√
−1(v4) 3± 2

√
−1(v6) II∗ 9 4 0

7± 2
√
−1(v6) I0 1 0 0

−1(v3) −1(v4) −1, 3(v6) I∗2 7 6 OF /v2

−1 + 4
√
−1, 3 + 4

√
−1(v6) I∗2 7 6 kv

1 + 2
√
−1(v4) I∗0 5 8 0

±
√
−1(v3) II 1 12 0

1 III 2 14 kv
2 2

√
−1(v4) 6

√
−1(v5) 8 + 6

√
−1, 4 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 OF /v2

6
√
−1, 12 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 kv

2
√
−1(v5) 12 + 6

√
−1, 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 OF /v2

4 + 6
√
−1, 8 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 kv

2(v4) 2(v5) I∗2 7 12 kv
6(v5) I∗2 7 12 OF /v2

3 III∗ 8 14 kv
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上の表で m は E の極小モデルの特殊ファイバーの幾何的既約成分の個数, f = ordv(NE)

は E の導手NE の v での指数, c は A = E に関する群Av/A
o
v(kv) ⊂ Av/A

o
v(kv) のOF 加

群としての構造を表わします.

例 3.8. 同じく A = E が楕円曲線の場合, vをF の素点, C ′を E のOv 上の極小Weierstrass

方程式

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

で定義されるモデルとすると, E0
v は C ′ の閉ファイバーの滑らかな部分と標準的に同型と

なります. さらに dx/(2y + a1x + a3) は H0(E ×X SpecOv,Ω1
E×XSpecOv/Ov) の生成元とな

ります ([22]). E が v で極小とは限らないWeierstrass 方程式で与えられているとき, 例

3.7 でふれた Tate のアルゴリズム [55] を使うと v で極小となる E の Weierstrass 方程式

を見つけることができます. 例えば例 3.7 持ち出した F = Q(
√
−1), v|2, E : y2 = x3 + ax,

0 ≤ ordv(a) ≤ 3 の場合には, v 6≡ 7± 2
√
−1(mod v6) であれば方程式 y2 = x3 + ax は v で

極小となり, 残る v ≡ 7± 2
√
−1(mod v6) の場合にはE は v でよい還元を持ちます.

3.6 Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張

A についての Birch-Swinnerton-Dyer予想はA の L 関数 L(A, s) の s = 1 のふるまい

に関する予想です. ところが L(A, s) の定義に現れる Euler 積 (3.1) は s = 1 では絶対収

束しません. そこでここ §3.6 では, Birch-Swinnerton-Dyer予想を述べるためにL(A, s) に

ついて次の仮定をおきます.

(A) L(A, s) は s = 1 を含む領域にまで解析接続される.

A の F 有理点の全体 A(F ) を A の Mordell-Weil 群とよびます. A(F ) は有限生成アー

ベル群となります ([57]). アーベル群 A(F )の階数を r とおきます. Birch-Swinnerton-Dyer

予想には弱い形のものと強い形のものがありますが, 弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予

想とは次の予想のことです.

予想 3.9 (弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 [4, §1 (A)], [54, §1 (A)]). ords=1L(A, s) =

r.

強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は弱い形の予想 3.9 を仮定した上で値

L∗(A, 1) := lim
s→1

(s− 1)−rL(A, s)

の精密な記述を与える予想です. この予想を述べるために少し準備をします. まず A の

Shafarevich-Tate群もしくはTate-Shafarevich群とよばれるアーベル群X(A) を次で定義

します. 1

(3.5) X(A) = Ker

[
H1(F,A(F ))→

∏

v

H1(Fv, A(F v))

]
.

ここで F の分離閉包 F , および F の各素点 v に対する Fv の分離閉包 F v を F ⊂ F v を

満たすように固定しました. 群X(A) に関して次の予想がなされています.
1記号X を出力するために東北大学の佐藤篤氏作成の easywncy.sty を使用しました.
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予想 3.10. X(A) は有限群である.

この予想 3.10 のことを Tate-Shafarevich予想とよぶこともあります.

Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張を述べるためには必要ないのですが, あとで必要とな

るので A の Selmer 群をここで導入しておきます. 素数 pに対し, Selmer 群 SelQp/Zp(A) ⊂
H1(F,A(F ){p}) を準同型

H1(F,A(F ){p})→ H1(F,A(F ))

による X(A) の逆像として定義します. 整数 m ≥ 1 に対し, A(F ) の部分群 A(F )[m] の

ことを A[m] と書くことにします. 整数 n ≥ 0 に対し, 短完全系列

0→ A[pn]→ A(F )
pn−→ A(F )→ 0

より, Galois コホモロジーの長完全系列

· · · → A(F )
pn−→ A(F )→ H1(F,A[pn])→ H1(F,A(F ))

pn−→ H1(F,A(F ))→ · · ·

が得られます. この完全系列の n についての帰納的極限をとることにより, 短完全系列

0→ A(F )⊗Z Qp/Zp → H1(F,A(F ){p})→ H1(F,A(F )){p} → 0

が得られます. これにより単完全系列

(3.6) 0→ A(F )⊗Z Qp/Zp → SelQp/Zp(A)→X(A){p} → 0

を得ます.

F の各素点 v に対し Fv の Haar測度 µv をほとんど全ての有限素点 v に対し µv(Ov) = 1

を満たすように選びます. このとき µ :=
∏

v µv は AF の Haar 測度を定めます. 0 でない

ω ∈ H0(A,Ωg
A/F ) をひとつとります. A を A の X 上の Néron モデルとします. F の各有

限素点 v に対し, ω がH0(A ×X SpecOv,Ωg
A×XSpecOv/Ov) の生成元の av 倍になるような

av を選び, cv := nv|av|v · µv(Ov)d とおきます. ここで nv = ](Av/A
o
v)(kv) です. 各無限素

点 v に対し, 実数 cv を cv :=
∫
A(Fv)

|ω|vµdv によって定めます. 個々の cv の値は ω のとり

方に依存しますが, F の全ての素点 v をわたる積
∏

v cv はω のとり方に依存しないことに

注意しておきます.

例 3.11. 例 3.7, 3.8 で説明したことを合わせると, Weierstrass 方程式で与えられている大

域体 F 上の楕円曲線 E に対して 値
∏

v-∞ cv を計算することはさほど困難なくできます.

予想 3.12 (強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 [4, §1 (B)], [54, §1 (B)]). 大域体

F 上のアーベル多様体 A に対し予想 3.9, 3.10 が成り立ち, さらに上の記号の下, 等式

L∗(A, 1) =

∏
v cv

µ(F\AF )g
· |disc(h)| · ]X(A)

]A(F )tors · ]A∗(F )tors

が成り立つ. ここで A∗ は A の双対アーベル多様体であり, disc(h) は高さ対 h( , ) :

A(F )× A∗(F )→ R の判別式である.
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上の定理に出てきた高さ対 h( , ) については §4.3 で定義を与えます. また h( , ) の判

別式 disc(h) とは, 指数有限の部分アーベル群B ⊂ A(F ), B′ ⊂ A′(F ) をB, B′ が自由アー

ベル群になるようにとり, B の基底 P1, . . . , Pr, B
′ の基底 P ′1, . . . , P

′
r を選んだとき, 式

disc(h)

](A(F )tors) · ](A∗(F )tors)
=

| det(h(Pi, P
′
j))|

](A(F )/B) · ](A∗(F )/B′)

で定まる値のことです.

3.7 より弱い予想

強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は特に次の主張を導きます.

1. L(A, 1) ∈ ∏v|∞ cv ·Q.

2. L∗(A, 1) ∈ ∏v|∞ cv · disc(h) ·Q×.

(1), (2) はそれぞれ Deligne の予想 [15, Conjecture 1.8], Beilinson の予想 [2, Conjecture

3.8] の特別な場合です. A が楕円モジュラ曲線のヤコビ多様体の中に現れるアーベル多様

体の場合には主張 (1) を確かめることができます.
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4 高さ対 (height pairing)

4.1 射影空間の高さ関数

F を大域体とします. n ≥ 1 を整数, Pn を F 上の n 次元射影空間とします. Pn(F ) 上

の高さ関数 h : Pn(F )→ R を, x = [x0 : · · · : xn] ∈ Pn(F ) に対し

h(x) :=
1

[F : Q]

∑

v

max
0≤i≤n

(log |xi|v)

とおくことによって定めます. ここで v は F のすべての素点を動きます.

4.2 アーベル多様体上の高さ関数

A を F 上のアーベル多様体とします. L を A 上の非常に豊富な直線束とし, n + 1 =

dimF H
0(A,L) とおきます. H0(A,L) の基底を選ぶことにより, 標準的な埋め込み |L| :

A → Pn が得られます. hL := h ◦ |L| : A(F ) → R とおきます. hL は有界関数の差を除い

て H0(A,L) の基底の選び方に依存しません.

A 上の (非常に豊富とは限らない)直線束 L に対しては, A 上の非常に豊富な直線束 L1,

L2 を用いて, L を L = L1 ⊗ L⊗−1
2 の形に書きます. hL = hL1 − hL2 とおくと, hL は有界

関数の差を除いて表示L = L1 ⊗ L⊗−1
2 の取り方に依存しません.

4.3 Néron-Tate の標準的高さ関数

A を F 上のアーベル多様体, L を A 上の直線束とすると, 関数 qL : A(F ) → R であっ
て, 条件

• qL − hL は有界.

• 〈 , 〉L : (x, y) 7→ 1
2
(qL(x + y)− qL(x)− qL(y)) は双加法的.

を満たすものが唯一つ存在します. この関数 qL を Néron-Tate の標準的高さ関数といいま

す. さらに L が対称的, すなわち (−1)∗L ∼= L であれば (A(F ), qL) は Z 上の 2 次形式と

なります.

4.4 Néron-Tate の高さ対

P を A × A∗ 上の Poincaré 直線束とします. (x, y) ∈ A(F )× A∗(F ) に対し h(x, y) :=

qP(x, y)とおきます. h( , ) : A(F )×A∗(F )→ Rは双加法的となります. これを Néron-Tate

の高さ対とよびます.
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4.5 Néron シンボル

A 上の因子であって, 代数的に 0 と同値であるものの全体を Div0(A) とおきます. A の

閉点を基底とする自由アーベル群を Z0(A) で表わし, Z0(A) の元 Z =
∑

i niPi であって,∑
i ni[κ(Pi) : F ] = 0 をみたすもの全体のなす Z0(A) の部分群を Z0(A)0 ⊂ Z0(A) で表わ

します.

D ∈ Div0(A), Z ∈ Z0(A)0 が Supp(D) ∩ Supp(Z) = ∅ を満たすとします. このとき

h(Z,D) は和 h(Z,D) =
∑

v h(Z,D)v の形に分解されます ([41, §14], [32, THÉORÈME

5]). ここで h( , )v は以下で特徴づけられる関数であり, Néron シンボルとよばれます (以

下の特徴づけは Lang [32, THÉORÈME 4] によります).

1. h( , )v は, D ∈ Div0(AFv), Z ∈ Z0(AFv)
0 であって Supp(D)∩Supp(Z) = ∅を満たす

ものに対し実数 h(Z,D)v ∈ R を対応させる関数である (ここで Div0(AFv), Z0(AFv)
0

はDiv0(A), Z0(A)0 と同様の方法で定義されるアーベル群である).

2. h( , )v は定義されている範囲で双加法的である.

3. D = div(f) のとき h(Z,D)v = − log |f(Z)|v が成り立つ. ここで f(Z) は以下で与え

られる: Z =
∑

i niPi ∈ Z0(AFv)
0 とおき, f の κ(Pi) における像を f(Pi) で表わすと

き, f(Z) :=
∏

i Nκ(Pi)/Fv(f(Pi)).

4. a ∈ A(Fv) に対し, ta : AFv
∼=−→ AFv で a による平行移動を表わすことにすると,

h(Z,D)v = h(t∗aZ, t
∗
aD)v が成り立つ.

5. 各 D ∈ Div0(AFv), x0 ∈ A(Fv) \ Supp(D) に対し, A(Fv) \ Supp(D) 上の関数 x 7→
h(x− x0, D)v は A(Fv) \ Supp(D) の v 進位相に関して局所有界である.

4.6 アーベル多様体でない場合への予想の一般化 (Bloch-Beilinson)

4.6.1 Hasse-Weil L 関数

X を大域体 F 上の滑らかかつ射影的な代数多様体とします. 適当な予想を仮定すると,

整数 i ≥ 0に対し, X のHasse-Weil L関数とよばれる複素数 sについての関数L(hi(X), s)

が, 式 (3.1) と同様の Euler 積

(4.1) L(hi(X), s) :=
∏

v

Pv(h
i(X), q−sv )−1

によって定まります. ここで Pv(h
i(X), T ) は定数項が 1 の T についてのとある整数係数

多項式です. Euler 積 (4.1) は Re(s) > 1 + i
2
で絶対収束します. また (3.2) と類似の補正

をすることにより関数 Λ(hi(X), s) を定めることができ (詳細は [49] をご参照ください),

関数 Λ(hi(X), s) について予想 3.2 と同様の予想がなされています.

多項式 Pv(h
i(X), T ) は, §3.3 で多項式 Pv(A, T ) を定めたときと同様に, kv の標数と異

なる素数 ` をとって

(4.2) Pv(h
i(X), T ) := det(1− FrobvT ;H i

et(XF ,Q`)
Iv)
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とすることによって定めます. 前の段落で適当な予想と述べたものは, 正確には式 (4.2) の

右辺が ` のとり方に依存しない整数係数の多項式となるという予想です. この予想は X が

v でよい還元を持つ場合には証明されています.

4.6.2 Chow 群上の高さ対

X を Q 上の滑らかかつ射影的な d 次元代数多様体とします. 整数 n ≥ 0 に対し, X の

余次元 nの整型 (integral)閉部分スキームの集合を基底とする自由アーベル群をZn(X)と

書きます. Zn(X) の元をX 上の余次元 n のサイクルとよびます. Zn(X) を 0 に有理同値

なサイクルのなす部分群で割って得られるアーベル群を X の n 次 Chow 群とよび, 記号

CHn(X) で表わします. n = 1 のとき CHn(X) = Pic(X) となります.

整数 i およびアーベル群 M に対して, H i(X(C),M) で複素多様体 X(C) の M 係数 i

次 Betti コホモロジー (特異コホモロジー)を表わします. また整数 i および部分アーベル

群 M ⊂ C に対し, M(i) := (2π
√
−1)iM ⊂ C とおきます. このとき, サイクル写像とよば

れる標準的な準同型

Zn(X)� CHn(X)
cl−→ H2n(X(C),Z(n))

が存在します. Zn(X) の元 Z がホモロジー論的に 0 と同値であるとは, この準同型によ

る Z のH2n(X(C),Z(n)) における像が 0 になることをいいます. また準同型 cl の核を

CHn(X)0 とおきます.

X の Z 上のモデル X であって, 正則かつ Z 上平坦射影的となるものが存在すると仮定
します. 1 ≤ n ≤ d とします. Beilinson [3, §4], Bloch [6], Gillet-Soulé [19, THÉORÈME

3 のあとの Remarques] は独立に, とある予想 ([6, Assumption 2], [3, conjecture 2.2.1,

conjecture 2.2.3]) を仮定した下で, 高さ対とよばれる双線型写像

(4.3) h( , ) : CHn(X)0
Q × CHd+1−n(X)0

Q → R

を構成しました. [3], [6], [19] の構成法はそれぞれ, コホモロジー論的手法, ホモトピー論

的手法, Arakelov 幾何的手法に基づくものです. [3] の構成したものと [19] の構成したも

のは一致することが知られていますが, [6] の定義と [3] の定義とが一致するかどうか筆者

は知りません. [19] の方法は後の論文 [20] で数論的 Chow 群の交叉理論という形に結実し

ました.

本稿では §4.6.4 で [19] の方法に基づいた写像 (4.3) の構成について説明します. 次の

§4.6.3 ではその説明に必要な概念をいくつか導入します.

4.6.3 Green カレント

X を Q 上または R 上の滑らかかつ射影的な d 次元スキームとします. 整数 p, q ≥ 0

に対し, X(C) 上の C 値 (p, q) 形式のなす C ベクトル空間を Ap,q(X(C)) とおきます.

Ap,q(X(C)) から C への連続準同型全体のなす C ベクトル空間を Dp,q(X(C)) とおきま

す. ここでいう連続は Schwartz 超関数を定義する際の連続と同様の意味で用いています.

Dp,q(X(C)) := Dd−p,d−q(X(C)) とおくと, 自然な埋め込み Ap,q(X(C)) ↪→ Dp,q(X(C)) が
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存在します. この埋め込みによって Ap,q(X(C)) を Dp,q(X(C)) の部分空間とみなします.

Dp,q(X(C)) の元のことをX(C) 上の (p, q) カレントとよびます.

(−1)p+q+1∂ : Ad−p−1,d−q(X(C))→ Ad−p,d−q

および

(−1)p+q+1∂ : Ad−p,d−q−1(X(C))→ Ad−p,d−q

の引き起こす準同型 Dp,q(X(C))→ Dp+1,q(X(C)), Dp,q(X(C))→ Dp,q+1(X(C)) をそれぞ

れ ∂, ∂ で表わします. 複素共役 F∞ : X(C)
∼=−→ X(C) による微分形式の引き戻しは C 線型

な同型

F ∗∞ : Ap,q(X(C))
∼=−→ Aq,p(X(C)), F ∗∞ : Dp,q(X(C))

∼=−→ Dq,p(X(C))

を引き起こします. 整数 p ≥ 0 に対し

Ap,p(X) = {ω ∈ Ap,p(X(C)) | F ∗∞ω = (−1)pω},

Dp,p(X) = {T ∈ Dp,p(X(C)) | F ∗∞T = (−1)pT}
とおきます. 定義により Ap,p(X) はDp,p(X) の部分空間とみなせます.

Y ⊂ X を整型な余次元 p の閉部分スキームとします. Y (C) (の非特異部分)上で積分す

るという操作はDp,p(X)の元 δY を定めます. Y の Greenカレントとは, gY ∈ Dp−1,p−1(X)

であって等式
1

2π
√
−1

∂∂gY − δY ∈ Ap,p(X)

を満たすもののことをいいます. 任意の整型な余次元 p の閉部分スキーム Y ⊂ X に対し

て Y の Green カレントが存在することが知られています.

4.6.4 Chow 群上の高さ対の構成

X, d を §4.6.2 の通りとします (X の存在も仮定します). 1 ≤ n ≤ d とします. Z =∑
i niZi ∈ Zn(X), W =

∑
jmjWj ∈ Zd+1−n(X) をホモロジー的に 0 と同値なサイクルと

します. Supp(Z) ∩ Supp(W ) = ∅ と仮定します. Zi, Wj をそれそれ Zi, Wj の X におけ

る閉包とし,

hf (Zi,Wj) :=
∑

i′,j′

(−1)i
′+j′ log(]H i′(X,TorOX

j′ (OZi,OWj
))

とおきます. W がホモロジー論的に 0 と同値であることから, 各 j に対し Wj の Green

カレント gWj
を, 等式

∑

j

mj

(
1

2π
√
−1

∂∂gY − δY
)

= 0

を満たすようにとることができます. そこで各 i, j に対し

h∞(Zi,Wj) := −
∫

Zi(C)

gWj
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とおきます. Z, W がホモロジー論的に 0 と同値であることから,
∑

i,j

nimjh∞(Zi,Wj)

が Green カレント gWj
のとり方に依存しないことがわかります. この hf , h∞ を用いて

h(Z,W ) ∈ R を
h(Z,W ) =

∑

i,j

nimj(hf(Zi,Wj) + h∞(Zi,Wj))

によって定めます. 適当な予想 ([3, conjecture 2.2.1, conjecture 2.2.3]) を仮定すると,

h(Z,W ) が Z, W の CHn(X)0, CHd+1−n(X)0 における類にしか依存しないことがわか

ります.

4.6.5 予想

X, d, X を §4.6.2 の通り, 1 ≤ n ≤ d とします.

予想 4.1. n を 0 ≤ n ≤ d+ 1 を満たす整数とすると, CHn(X)0
Q, CHd+1−n(X)0

Q は有限次

元で, h( , ) : CHn(X)0
Q × CHd+1−n(X)0

Q → R は非退化となる.

予想 4.2 (Swinnerton-Dyer). ords=nL(h2n−1(X), s) = dimQCHn(X)0
Q が成り立つ.

複素共役 F∞ : X(C)
∼=−→ X(C) は自己同型 F ∗∞ : H i(X(C),M) → H i(X(C),M) の引き

起こします. ε ∈ {±1}に対し, F ∗ が ε倍で作用する部分をH i(X(C),M)ε ⊂ H i(X(C),M)

で表わします.

n を 0 ≤ n ≤ d+ 1 を満たす整数とします. このとき合成

I+ : H2n−1(X(C),C)(−1)n ↪→ H2n−1(X(C),C) ∼= H2n−1
dR (XC/C)� H2n−1

dR (XC/C)/Filn

は C ベクトル空間の同型となります. 同型 I+ の定義域 H2n−1(X(C),C)(−1)n および

値域 H2n−1
dR (XC/C)/Filn は, それぞれ標準的な Q 構造 H2n−1(X(C), (2π

√
−1)nQ)(−1)n ,

H2n−1
dR (X/Q)/Filn を持ちます. そこで det I+ ∈ C×/Q× を以下のようにして定義しま
す: まず Q ベクトル空間H2n−1(X(C), (2π

√
−1)nQ)(−1)n , H2n−1

dR (X/Q)/Filn の基底をとり

ます. この基底を用いて同型 I+ を C 係数の正則行列として表示します. この行列の行列

式の C×/Q× における類を det I+ とおきます. det I+ は H2n−1(X(C), (2π
√
−1)nQ)(−1)n ,

H2n−1
dR (X/Q)/Filn の基底の取り方に依存しません. また同型 I+ がH2n−1(X(C),C)(−1)n の

R 部分空間H2n−1(X(C), (2π
√
−1)nR)(−1)n を H2n−1

dR (XR/R)/Filn に送ることから, det I+

は R×/Q× ⊂ C×/Q× に属することがわかります. 次の 2 つの予想はそれぞれ Deligne の

予想 [15, Conjecture 1.8], Beilinson の予想 [2, Section 3] の特別な場合です.

予想 4.3 (Deligneの予想 [15, Conjecture 1.8]の特別な場合). L(h2n−1(X), n) ∈ det I+·
Q.

予想 4.4 (Beilinson の予想 [2, Section 3] の特別な場合). r = dimQ CHn(X)0
Q とおく

と,

lims→n
L(h2n−1(X),s)

(s−1)r
∈ det I+ · disc(h) ·Q×.
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注 4.5. Beilinson の予想 [2, Section 3] は, 任意の n ≥ 0, 任意の m ∈ Z に対する
L(hn(X), s) の s = m でのふるまいに関する予想です.

注 4.6. Beilinson の予想 [2, Section 3]をDeligne の予想 [15, Conjecture 1.8]の混合モチー

フに対するある種の拡張と解釈することもできます ([47]).
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5 Shafarevich-Tate群 X(A)

F を大域体, A を F 上のアーベル多様体とします. X(A) の定義は式 (3.5) に与えたよ

うに

X(A) = Ker[H1(F,A(F ))→
∏

v

H1(Fv, A(F v))]

です. X(A) は次のように書くこともできます.

X(A) = Ker[H1(F,A(F ))→⊕
vH

1(Fv, A(F v))]

= Ker[H1(F,A(F ))→ H1(Fv, A(A⊗QF ))]

= Ker[H1(F,A(F ))→ ∏
vH

1(Gv, A(F ))]

= Ker[H1(GF,S, A(FS))→⊕
v∈S H

1(Gv, A(F ))]

ここで A は (Q の) adele 環, S は F の素点の集合で, 無限素点と悪い素点をすべて含むも

の, FS は S の外不分岐な F/F の最大部分拡大体, GF,S = Gal(FS/F ) です.

定義から X(A) は捻れアーベル群です. 上記最後の記述により, X(A) の Pontryagin

双対X(A)∨ = Hom(X(A),Q/Z) は位相的に有限生成な副有限アーベル群となります. 特

に任意の整数 m に対し, X(A)[m] は有限群です.

予想 3.10 に述べたようにX(A) は有限群であると予想されています. L(A, s) が GL2

の保型 L 関数と結びつくときには, Euler 系の理論を用いるとX(A) の有限性を証明でき

る場合があります ([28], [29], [25], [30], [10]).

Cassels-Tate 対 ([11], [53], [39]) X(A) ×X(A∗) → Q/Z の構成を復習します. 構成に

は主に以下の 2 通りの方法があります.

5.1 Cassels-Tate 対の構成 (その 1)

a ∈X(A) とします. Pa を a に対応するA 捻子 (torsor)とし, Qa := F (Pa,F )×/F
×
と

おきます (ここで Pa,F = (Pa)F です). つまり Qa は Pa,F の主因子のなすアーベル群です.

短完全系列

0→ Qa → Div0(Pa,F )→ Pic0(Pa,F )→ 0

および標準的な同型 Pic0(Pa,F ) ∼= Pic0(AF ) ∼= A∗(F ) により, Galois コホモロジーの

連結準同型 H1(F,A∗(F )) → H2(F,Qa) が得られます. F の各素点 v に対し, Qa,v =

F v(Pa,F v)
×/F

×
v とおきます. 可換図式

H1(F,A∗(F )) −−−→ H2(F,Qa)y
y

∏
vH

1(Fv, A
∗(F v)) −−−→

∏
vH

2(Fv, Qa,v)

により, 準同型

(5.1) X(A∗)→X2(Qa) := Ker[H2(F,Qa)→
⊕

v

H2(Fv, Qa,v)]
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が得られます. 一方, 短完全系列 0→ F
× → F (Pa,F )× → Qa → 0 より図式

Br(F ) −−−→ H2(F, F (Pa,F )×) −−−→ H2(F,Qa) −−−→ 0y
y

y
0 −−−→ ⊕

v Br(Fv) −−−→
⊕

vH
2(Fv, F v(Pa,Fv)

×) −−−→ ⊕
vH

2(Fv, Qa,v)

が得られます. したがって蛇の補題により準同型

(5.2) X2(Qa)→ Coker[Br(F )→
⊕

v

Br(Fv)] ∼= Q/Z

を得ます. 準同型 (5.1) と (5.2) との合成X(A∗)→ Q/Z による a′ ∈X(A∗) の行き先を

〈a, a′〉 とおくことによって 〈 , 〉 が構成されます.

5.2 Cassels-Tate 対の構成 (その 2)

まず各整数 m ≥ 1 に対し, 対

X(A)[m]×X(A∗)[m]→ Q/Z

を構成します.

a ∈ X(A)[m], a′ ∈ X(A∗)[m] とします. b ∈ H1(F,A[m]), b′ ∈ H1(F,A∗[m]) をそれ

ぞれ a, a′ の持ち上げとします. F の素点 v に対し, bv ∈ H1(Fv, A[m]) を b の v にお

ける分解群 Gv への制限とします. 各 bv はある b̃v ∈ H1(Fv, A[m2]) に持ち上がります.

β ∈ Z1(F,A[m]), β ′ ∈ Z1(F,A∗[m]), β̃v ∈ Z1(Fv, A[m2]) をそれぞれ b, b′, b̃v を代表する 1

コサイクルとします. β̃ ∈ C1(F,A[m2]) を β の 1 コチェインとしての持ち上げとすると,

dβ̃ ∈ Z2(F,A[m])となります. (dβ̃ の定義から, dβ̃ の H2(F,A[m])における類は Bockstein

準同型 H1(F,A[m])→ H2(F,A[m2]), すなわち短完全系列

0→ A[m]→ A[m2]→ A[m]→ 0

が誘導する Galoisコホモロジーの境界準同型H1(F,A[m])→ H2(F,A[m2]), による b の像

に一致します.) dβ̃ ∪ β ′ ∈ Z3(F,Gm) を考えます. H3(F,Gm) = 0 よりある ε ∈ C2(F,Gm)

が存在して dβ̃ ∪ β ′ = dε の形に書けます. (β̃)v ∈ C1(Fv, A[m2]), β ′v ∈ Z1(Fv, A
∗[m]),

εv ∈ C2(Fv,Gm) をそれぞれ β̃, β ′, ε の Gv への制限とします. β̃v − (β̃)v ∈ C1(Fv, A[m])

となることに注意すると,

γv := (β̃v − (β̃)v) ∪ β ′v ∈ C2(Fv,Gm)

が考えられます. 定義から直ちに dγv = dεv となることがわかるため, γv−εv は Z2(Fv,Gm)

の元を定めます. そこで

〈a, a′〉 :=
∑

v

invv(γv − εv) ∈ Q/Z
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とおきます. m′ が m の倍数のとき, 図式

X(A)[m] × X(A∗)[m]
〈 , 〉−−→ Q/Z

↓ ↓ ||
X(A)[m′] × X(A∗)[m′]

〈 , 〉−−→ Q/Z

は可換となります. X(A), X(A∗) は捻れアーベル群なので, 帰納的極限をとることによっ

て対X(A)[m]×X(A∗)[m]→ Q/Z が得られます. この対は §5.1 で構成した対 〈 , 〉 と一
致します (証明は [44, Section 12] をご参照ください).

定理 5.1 (Cassels [11, Theorem 1.1], Tate [53, THEOREM 3.2]). Cassels-Tate 対

は完全対

X(A)red ×X(A∗)red → Q/Z

を誘導する.

5.3 元 cλ ∈X(A∗)

λ : A→ A∗ を A の偏極とします. λ に対応する NS(AF )GF の元を同じ記号 λ で表わし

ます. λ は準同型 λ∗ : X(A)→X(A∗) を誘導します. この λ∗ を用いて双加法的写像

〈 , 〉λ : X(A)×X(A)→ Q/Z

を 〈a, b〉λ := 〈a, λ∗(b)〉 によって定義します.

短完全系列

0→ A∗(F )→ Pic(AF )→ NS(AF )→ 0

が誘導する Galois コホモロジーの連結準同型NS(AF )GF → H1(F,A∗(F )) を考えます. こ

の連結準同型による λ ∈ NS(AF )GF の行き先を cλ ∈ H1(F,A∗(F )) とおきます.

注 5.2. L を A× A∗ 上の Poincaré 直線束の (id, λ) : A→ A× A∗ による引き戻しとする
と, L の定める射 A → A∗ は 2λ に一致します. このことより 2cλ = 0 であることがわか

ります.

命題 5.3 (Poonen-Stoll [44, Corollary 2]). 上で定めた cλ ∈ H1(F,A∗(F )) はX(A∗) ⊂
H1(F,A∗(F )) に属する.

(証明) v を F の素点とします. 短完全系列

(5.3) 0→ A∗(F v)→ Pic(AF v)→ NS(AF v)→ 0

が誘導する Galoisコホモロジーの連結準同型NS(AF v)
Gv → H1(Fv, A

∗(F v))が 0準同型で

あることをいえば十分です. 簡単のため v を有限素点とします. Tate [53]の双対性が引き起

こす同型 H1(Fv, A
∗(F v))

∼=−→ Homcont(A(Fv),Q/Z)は H1(Fv, A
∗(F v))→ H1(Fv,Pic(AF v))

の像を経由するので, H1(Fv, A
∗(F v))→ H1(Fv,Pic(AFv))は単射です. したがって,短完全

系列 (5.3) が誘導する Galois コホモロジーの長完全系列から求める主張が得られます.
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定理 5.4 (Poonen-Stoll [44, Theorem 5]). A を大域体 F 上の偏極アーベル多様体,

λ : A → A∗ を A の偏極とする. cλ ∈ X(A∗) を上で定めた元とする. このとき任意の

a ∈X(A) に対し, 〈a, a〉λ = 〈a, cλ〉 が成り立つ.

(証明) a ∈X(A) とします. P を a に対応する A 捻子とします. D ∈ Div(AF ) を, λ を

与える因子とします. x ∈ P (F ) を取ります. 原点を x に送ることにより同型 AF
∼= PF を

得ます. D′ ∈ Div(PF ) を, この同型のもと D に対応する因子とします. このとき λ(a)− cλ
は 1 コサイクル

GF 3 σ 7→ σ(D′)−D′ ∈ Pic0(PF ) ∼= Pic0(AF )

の類に一致します. したがって 〈 , 〉 の定義により, 〈a, λ(a)− cλ〉 = 0 が成り立ちます.

系 5.5 (Poonen-Stoll [44, Corollary 6]). 〈 , 〉λ は反対称である, すなわち 〈a, b〉 =

−〈b, a〉 が成り立つ.

A が主偏極 λ : A
∼=−→ A∗ をもつとき, λ は完全対 〈 , 〉λ : X(A)red ×X(A)red → Q/Z

を誘導します. したがって各素数 p ≥ 3 に対し ]X(A)red{p} は平方数となります. 特に

X(A)red が有限群であれば, ]X(A)red は平方数または平方数の 2 倍です.

系 5.6 (Poonen-Stoll [44, Theorem 8] の一部分). A が主偏極 λ : A
∼=−→ A∗ を持つと

し, c := λ−1(cλ) とおく. このとき, ]X(A)red{2} が平方数であることと 〈c, c〉λ = 0 となる

こととは同値である.

5.4 曲線のヤコビ多様体の場合

C を F 上滑らか射影的かつ幾何学的に連結な代数曲線とします. g を C の種数, J =

Jac(C) を C のヤコビ多様体とします.

J は標準的な主偏極 λ : J → J∗ をもちます. この λ はテータ因子 Θ ⊂ Picg−1
C/F を

同型 JF
∼= (Picg−1

C/F )F で引き戻した JF 上の因子によって与えられます. このことより

c = [Picg−1
C/F ] であることがわかります.

〈c, c〉λ の計算を行います. F の各素点 v に対し, 図式

(5.4) 1→ F
×
v → F v(CFv)

× → Div(CFv)→ Pic(CFv)→ 0

を考えます c = [Picg−1
C/F ] ∈ X(J) であることから, Fv 有理点 xv ∈ Picg−1

C/F (Fv) が存在し

ます. 1 を xv に送る準同型 Z → Pic(CFv) によって図式 (5.4) を引き戻すことにより,

H2(Fv, F
×
v ) の元が得られます. したがって標準的な同型 H2(Fv, F

×
v ) ∼= Q/Z により元

φv(xv) ∈ Q/Z が得られます.

命題 5.7. このとき 〈c, c〉λ = (1− g)
∑

v φv(xv) が成り立つ.

命題 5.8. (2g − 2)φv(xv) = 0 が成り立つ. さらに (g − 1)φv(xv) = 0 であるための必要十

分条件は Picg−1(CFv) が空集合でないことである.
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Picg−1(CFv) は Picg−1
C/F (Fv) の部分集合とみなせますが, 両者は必ずしも一致しないこと

に注意しておきます.

系 5.9 (Poonen-Stoll [44, Theorem 11]). X(J)red{2} が平方数となるための必要十分
条件はPicg−1(CFv) = ∅ となる F の素点 v がちょうど偶数個存在することである.

系 5.9 より特に C が F 有理点をもてば, X(J)red{2} は平方数となります.

注 5.10. v を F の有限素点, C を CFv の極小正則固有モデル, Y を C の閉ファイバーと
すると,

{n ∈ Z | Picn(CFv) 6= ∅} =
∑

E∈Irr(Yred)

mEfEZ

が成り立ちます. ここで mE は Y における E の重複度であり, fE は E の関数体の定数

体の kv 上の次数です.

系 5.9 を用いると X(J)red{2} が平方数にならないような C の例を構成することがで

きます. 以下にそのような C の例をいくつか挙げます. 論文 [44, Section 10] では, 下に挙

げるもの外にもいくつか例が与えられています.

例 5.11 (Poonen-Stoll [44, Proposition 26]). g を 2 以上の整数, t を正の整数とすし

ます. 式 y2 = −(x2g+2 + x + t) で与えられる Q 上の種数 g の超楕円曲線を C とすると,

X(J)red{2} は平方数になりません.

例 5.12 (Jordan-Livné [24, Theorem 1]). p, q を p ≡ 5(mod 24), q ≡ 5(mod 12),(
p
q

)
= −1 を満たす異なる 2 つの素数とします. 判別式 pq の Q 上の 4 元数環に付随する

志村曲線を Atkin-Lehner 対合 wp の作用で割った曲線を C とすると, X(J)red{2} は平方
数になりません.

5.5 Bloch-加藤 [7, Section 5] による X(A) の記述

X(A) は捻れアーベル群なので, 標準的な直和分解

X(A) =
⊕

`:素数

X(A){`}

を持ちます. 以下 §5.5 では ` 6= char(F ) と仮定します. F の各有限素点 v に対し,

p := char(kv) とおき, 部分空間 H1
f (Fv, V`A) ⊂ H1(Fv, V`A) を以下で定めます:

H1
f (Fv, V`A) =

{
Ker[H1(Fv, V`A)→ H1(Iv, V`A)], p 6= ` のとき,

Ker[H1(Fv, V`A)→ H1(Fv, V`A⊗Q` Bcrys)], p = ` のとき.

ここで Bcrys とは Fontaine [16, p. 554] が導入したGQp = Gal(Qp/Qp) が連続に作用する

Qp 代数 B のことです (ここではFontaine [16] の記号で K = Qp の場合を考えています).

さらに部分空間 H1
f (F, V`A) ⊂ H1(F, V`A) を以下のように定めます:

H1
f (F, V`A) = Ker


H1(F, V`A)→

∏

v-∞

H1(Fv, V`A)

H1
f (Fv, V`A)


 .
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A{`} := A(F ){`} ∼= V`A/T`A とおきます. F の各有限素点 v に対し, 部分アーベル群

H1
f (Fv, A{`}) ⊂ H1(Fv, A{`}) を以下のように定めます:

H1
f (Fv, A{`}) := Im[H1

f (Fv, V`A) ↪→ H1(Fv, V`A)→ H1(Fv, A{`})].

さらに部分アーベル群 H1
f (F,A{`}) ⊂ H1(F,A{`}) を以下のように定めます:

H1
f (F,A{`}) := Im[H1

f (F, V`A) ↪→ H1(F, V`A)→ H1(F,A{`})].

このとき H1(F,A{`}) の部分群として等式

SelQ`/Z`(A) = Ker

[
H1(F,A{`})→

∏

v

H1(Fv, A{`})
H1
f (Fv, A{`})

]

が成り立ちます. この等式と短完全系列 (3.6) から同型

(5.5) X(A){`}red
∼= Ker

[
H1(F,A{`})
H1
f (F,A{`}) →

∏

v

H1(Fv, A{`})
H1
f (Fv, A{`})

]

が得られます. 式 (5.5) を用いれば, GF の表現 T`A だけを用いて (A(F ) などを用いずに)

X(A)red を定義できます. これによって, より一般の (例えば 重さ −1 のモチーフに付随す

る) Galois 表現に対して, 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想を一般化した予想を定式化

できます (詳細は [7], [17] をご参照ください). 特に予想 4.4 を強い形の Birch-Swinnerton-

Dyer予想 3.12 と類似の形に精密化できます.
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6 Birch-Swinnerton-Dyer予想と玉河数の公式

6.1 アフィン代数群 G の玉河数

大域体 F 上のアフィン代数群 G に対し, G の玉河数と呼ばれる実数 τ(G) が以下の方

法で定義されます.

G(AF )1 := {g ∈ G(AF ) | 任意の χ : G→ Gm に対し |χ(g)| = 1}

とおきます. G(AF )1 はユニモジュラーな局所コンパクト位相群であり, G(F ) は G(AF )1

の離散部分群となります. AF の Haar 測度 µ であって, µ(F\AF ) = 1 を満たすものを

とります. µ を用いて LieG(AF ) の Haar 測度 µLieG を標準的に定めます. この測度を

用いて G(AF ) の Haar 測度 µG が標準的に定まります. 以下に µG を定める手続きの

概略を書きます (詳細は [58] をご参照ください). まず測度 µLieG の, F の各素点 v に

対する LieG(Fv) の Haar 測度 µLieG,v の積 µLieG =
∏

v µLieG,v への分解をひとつとりま

す. 次に F の各素点 v に対し, G(Fv) の左不変 Haar 測度 µG,v を, この µLie, G,v を用

いて標準的に定めます. F が代数体の場合は, 単位元の近傍で定義される局所同型写像

exp : LieG(Fv) 99K G(Fv) を通じて, µLieG と µG,v とが対応します. このとき G(AF ) 上の

測度 µG は, いわば µG,v たちの「直積」とでもいうべきものになります. 但し µG,v の直積

を素直に定義しようとすると収束しない無限積が現れるため, 実際の µG,v の構成は以下の

ように行います: X(G) = HomF (G,Gm) とおきます. ここで HomF は SpecF 上の適当な

位相に関する群の層のなす圏における Hom です. X(G) は群 GF が有限商を経由して作

用する有限生成自由アーベル群とみなせます. そこで X(G) の Artin L 関数

L(X(G), s) =
∏

v

Lv(X(G), s)

を考えます. F の各素点 v に対し正の実数 λv > 0 を, ほとんど全ての v に対し λv =

Lv(X(G), 1)−1 となるようにとります. λv を v での収束因子とよびます. F の各素点 v に

対し G(Fv) の測度 µ′G,v を µ′G,v = λvµG,v で定めると, 直積測度 µ′G =
∏

v µ
′
G,v を定めるこ

とができます. この µ′G と G(AF )/G(AF )1 上の標準的な測度を用いて, G(AF )1 に Haar 測

度 µ′G,1 が定まります. 最後に,
∏

v λv の代わりとなる実数 λ を L(X(G), s) の s = 1 での

先頭項を用いて定義することにより, G(AF )1 に標準的な Haar 測度 µG,1 = λ−1µ′G,1 が定

まりますこの測度 µG,1 による G(F )\G(AF )1 の体積

τ(G) = µG,1(G(F )\G(AF )1)

のことを G の玉河数とよびます (Borel [8, THEOREM 1] により τ(G) < ∞ となること
に注意しておきます). アーベル多様体に対する Shafarevich-Tate群の定義 (3.5) と同様に

X(G) = Ker[H1(F,G)→
∏

v

H1(Fv, G)]

によって G の Shafarevich-Tate群 X(G) を定義します. このとき次の定理が成り立ち

ます.
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定理 6.1 ([42], [45], [31], [13], [43]). G を代数体 F 上の連結アフィン代数群, Gu ⊂ G

を G の巾単根基とする. このときX(G) は有限群であり, 公式

τ(G/Gu) =
]Pic(G)

]X(G)

が成り立つ.

6.2 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想の玉河数を用いた定式化

(Bloch [5])

F を代数体, A を F 上のアーベル多様体とします. τ(G) の定義の際にとある L 関数

の特殊値が現れること, および Pic(A)tors が A∗(F ) と同型であることに注意すると, A に

ついての強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の主張と上の定理 6.1 の主張の間に類

似性が見てとれますそもそも強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が定式化された背景の

ひとつに, トーラスの玉河数に関する公式の影響があります ([4], [12]). このことをふまえ

て, 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想を定理 6.1 とそっくりな形に再定式化したのが

Bloch [5] です. 以下この節ではこの Bloch の結果を概説します.

A(AF ) はコンパクトなので, A(F ) が無限群のときは A(F ) は A(AF ) の離散部分群にな

りません. そのため A(F ) が無限群のときは, 定理 6.1 の主張中の G を単純に A で置き

換えただけでは, τ(A) の定義の際に困難が生じてうまくいきません. そこで次のようにし

ます.

B ⊂ A∗(F ) を指数有限かつ捻れを持たない部分群とします. T = HomF (B,Gm) とおき

ます. ここで式 (6.1) の右辺は SpecF 上の適当な Grothendieck 位相におけるアーベル群

の層のなす圏における Hom を表わすものとします. T は F 上の分裂トーラスとなります.

よく知られているように標準的な同型

(6.1) A∗ ∼= Ext1
F (A,Gm)

が存在します. ここで式 (6.1) の右辺は F 上の適当な Grothendieck 位相におけるアーベ

ル群の層のなすアーベル圏における Ext1 を表わすものとします. 式 (6.1) により, F 上の

群スキームの拡大

1→ T → G→ A→ 1

が得られます. イデールノルム | | : F×\A×F → R の引き起こす準同型 T (F )\T (AF ) ∼=
Hom(B,F×\A×F ) → Hom(B,R) は一意的に連続準同型 T (F )\G(AF ) → Hom(B,R) に延

ばせます (このことは後の §6.3 に書くことを用いると示せます詳細は [5, p. 68] はご参照

ください). A(F ) ∼= T (F )\G(F ) ↪→ T (F )\G(AF ) → Hom(B,R) ∼= Hom(A∗(F ),R) によ

り, 〈 , 〉 : A(F )× A∗(F )→ R が得られます. この節の話題で鍵となるのが次の定理です.

定理 6.2 ([5, (1.9) Theorem]). 〈 , 〉 は高さ対 h( , ) と一致する.

系 6.3 (Bloch [5, (1.10) Theorem]). G(F ) ⊂ G(AF ) は離散的かつ余コンパクトな部分

群となる.
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ここで §3.6 の (A) を仮定します. G はアフィンではありませんが, 上の系を用いると G

の玉河数 τ(G) が, アフィン代数群の場合と同様に定義できます.

定理 6.4 (Bloch [5, (1.17) Theorem]). A を大域体 F 上のアーベル多様体とし, G を

上の通りとする. A について §3.6 の (A), および予想 3.9, 3.10 を仮定する. このとき, A

についての強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 は等式

τ(G) =
]Pic(G)tors

]X(G)

と同値である.

6.3 定理 6.4 の証明の準備

X = SpecOF とおきます. A, A∗ をそれぞれ A, A∗ の X 上の Néron モデルとします.

Ao ⊂ A を開部分群で各ファイバーが連結なものとします. このとき (6.1) の拡張となる標

準的な同型

(6.2) A∗ ∼= Ext1
X(Ao,Gm)

が存在します ([35, §5]). ここで (6.2) の右辺は X 上の適当な Grothendieck 位相に関する

アーベル群の層の圏における Ext1 です.

B ⊂ A∗(F ) ∼= A∗(X) より T = HomX(B,Gm) は X 上の分裂トーラスとなります. 式

(6.2) を用いると, X 上の群スキームの拡大

(6.3) 1→ T → G → Ao → 1

が得られます.

6.4 定理 6.2 を認めた定理 6.4 の証明

(証明) T (F )\T 1 を T (F )\T (AF )の極大コンパクト部分群, T (F )\G1 を T (F )\G(AF )の

極大コンパクト部分群とします. A, T , G に対する収束因子 (λA,v), (λT,v), (λG,v) を

• v が有限素点のとき

λA,v = Pv(A, q
−1
v ), λT,v = (1− q−1

v )r, λG,v = (1− q−1
v )rPv(A, q

−1
v ).

• v が無限素点のとき λT,v = λA,v = λG,v = 1.

と選びます. ここで A(F ) の階数を r とおきました. これらの収束因子から定まるA(AF ),

T 1, G(AF ) , G1 の Haar 測度をそれぞれ µ′A, µ′T,1, µ′G, µ′G,1 とおきます. 完全系列

1→ T (F )\T 1 → T (F )\G1 → A(AF )→ 0



316

および T 1\T (AF ) ∼= G1\G(AF ) に注意し, 式 (6.3) より F の各素点 v に対して

0→ T (OFv)→ G(OFv)→ Ao(OFv)→ 0

が完全になることを用いると, µ′G,1(T (F )\G1) = µ′A(A(AF ))µ′T,1(T (F )\T 1) となります. さ

らに完全系列

0→ A(F )tors → T (F )\G1 → G(F )\G(AF )→ Hom(B,R)

A(F )/A(F )tors

→ 0

と定理 6.2 とを用いると

µ′G(G(F )\G(AF )) =
µ′A(A(AF ))µ′T,1(T (F )\T 1) · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

がわかります. ここで

µ′A(A(AF )) =
∏

v

cv, µ
′
T,1(T (F )\T 1) = (lim

s→1
(s− 1)ζF (s))r

(但し上式の
∏

v cv は強い Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の主張中に表れる値, ζF (s) は

F の Dedekind ζ 関数です) に注意すると,

µ′G(G(F )\G(AF )) =

∏
v cv · (lims→1(s− 1)ζF (s))r · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

となります. したがって

τ(G) =

∏
v cv · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

· lim
s→1

(s− 1)r

L(A, s)

が成り立ちます. 以上により定理 6.4 は次の (1), (2) に帰着されます.

1. X(G) ∼= X(A).

2. Pic(G)tors
∼= A∗(F )/B.

(1) は 1→ T → G→ A→ 0 から得られる可換図式

0 −−−→ H1(F,G) −−−→ H1(F,A) −−−→ Hom(B,Br(F ))y
y

y
0 −−−→ ∏

vH
1(Fv, G) −−−→ ∏

vH
1(Fv, A) −−−→ ∏

v Hom(B,Br(Fv))

より従います. (2) は G → A → SpecF に関する Leray スペクトル系列を用いて Pic(G)

を計算することによって得られます.
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6.5 定理 6.2 の証明のスケッチ

(証明のスケッチ) 証明は 〈 , 〉 を各素点 v に関する項の和の形に分解することから始ま

ります.

v を F の素点とします. D ∈ Div0(AFv), Z ∈ Z0(AFv)
0 であって Supp(D)∩Supp(Z) = ∅

を満たすものに対し, 次の段落に書く方法で実数 〈Z,D〉v ∈ R を定めます.

D は A∗(Fv) の元 L(D) を与えます. 式 (6.1) により L(D) はとある拡大 1 → Gm →
GD → AFv → 0 に対応します. 可逆層 L(D) に対応する A 上の直線束を V (L(D)) と

おくと, AFv 上の Gm 捻子として GD は V (L(D)) \ (0 切断) と同型です. したがって切

断 σD : AFv \ Supp(D) ↪→ GD ×AFv (AFv \ Supp(D)) を取ると, σD(Z) ∈ GD(Fv) です.

F×v ⊂ GD(Fv) ですが, 準同型 F×v
− log | |v−−−−−→ R は連続準同型 ψD : GD(Fv)→ R に一意的に

延ばせます. この ψD を用いて

〈Z,D〉v := ψD(σD(Z))

と定めます. このとき次のことが確かめられます.

D ∈ Div0(A), Z ∈ Z0(A)0 が Supp(D) ∩ Supp(Z) = ∅ を満たすとする. a ∈ A(F ),

a′ ∈ A∗(F ) をそれぞれ Z, D の定める類とする. このとき 〈a, a′〉 =
∑

v 〈Z,D〉v が成
り立つ.

さらに 〈Z,D〉v ∈ R は §4.5 の条件 (1), (2), (3), (5), および a ∈ Ao(X) に対する条件 (4)

を満たします. このことから 〈 , 〉v = h( , )v であることを確かめられます.
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7 関数体の場合

p を素数, F を標数 p の関数体, A を F 上のアーベル多様体とします. ここ §7 では, 次

の定理とその証明を [26] の記述に沿った形で紹介します.

定理 7.1 (Artin-Tate [54], Milne [38], Schneider [46], Bauer [1], 加藤-Trihan

[26]). A を関数体 F 上のアーベル多様体とし, ある素数 ` に対し X(A){`} が有限と仮
定する. このときX(A) は有限となり, かつ A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer

予想が成り立つ.

7.1 問題の素数成分への分解

F を F の定数体とし, q = ]F とすると, L(A, s) は q−s についての整数係数の多項

式となることが知られています. これは代数体上のアーベル多様体が持たない強い性質

で, 特にこのことから L(A, s) は全複素平面に正則に解析接続されます. さらに高さ対

h( , ) : A(F ) × A∗(F ) → R は log(q)Q ⊂ R に値を持つこともわかります. これらのこ

とから予想 3.10 の下, A に対する弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.9 から強い形の

Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の式が mod Q× で従います. このような事情から, 関数

体上のアーベル多様体に対する強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は, 関数体上のアーベ

ル多様体に対する強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想と比べてかなり易しい予想となっ

ています.

`を素数とします. Aについて弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.9および予想 3.10

が成り立っていて, さらに強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 に現れる式の両辺の

比が ` 進絶対値 1 の有理数となるとき, A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想

の ` 成分が成り立つといいます. 定理 7.1 は次の 2 つの定理から従います:

定理 7.2. A を関数体 F 上のアーベル多様体, ` を素数とする. このとき X(A){`} が有
限であることと, A について弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立つことは同値

である.

定理 7.3. A を関数体 F 上のアーベル多様体, ` を素数とする. このとき X(A){`} が有
限であれば, A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想の ` 成分が成り立つ.

7.2 定理 7.1 の証明の流れ

定理 7.1 の証明は, 各素数 ` について定理 7.2, 定理 7.3 をこの順番で示すことによって

なされます.

以下この稿では

• ` 6= p のときの定理 7.2.

• ` 6= p のときの定理 7.3.
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• ` = p のときの定理 7.2,7.3.

の順番に概要を述べます. ` = p の場合は非常に大まかな証明の概略しか述べません. 興味

のある方は原論文 [26] をご参照くださると幸いです.

7.3 ` 6= p のときの定理 7.2, 7.3 の証明のための準備

F の素点の有限集合 S を十分大きく固定します. U = X \ S とおきます.

T`A, V`A, A{`} = V`A/T`A は GF の表現です. T`A, V`A, A{`} をそれぞれに対応する
U 上の滑らかな層とします.

7.3.1 幾何的コホモロジーと数論的コホモロジー

幾何的コホモロジー H i
g,Q`, H

i
g,Q`/Z` を

• H i
g,Q` := H i

et,c(U,V`A),

• H i
g,Q`/Z` := H i

et,c(U,A{`}).

によって定めます. ここで U = U ×Spec F SpecF です. ϕ = Frobq が H i
g,Q`, H

i
g,Q`/Z` に作

用します.

数論的コホモロジー H i
a,Q`, H

i
a,Q`/Z` を

• H i
a,Q` := H i

et,c(U,V`A),

• H i
a,Q`/Z` := H i

et,c(U,A{`})

によって定めます.

7.3.2 5 つのベクトル空間

Q` ベクトル空間 Ii,` (i = 1, 2, 3, 4, 5) および図式

(7.1) I1,` ↪→ I2,` ↪→ I3,` → I4,` � I5,`

を以下で定義します.

• I1,` = A(F )⊗Z Q`.

• I2,` = (H1
g,Q`)

ϕ : H1
g,Q` の ϕ 不変部分.

• I3,` = (H1
g,Q`)

ϕ−unip : H1
g,Q` の中で ϕ が巾単に作用する部分.

• I4,` = (H1
g,Q`)ϕ : H1

g,Q` の ϕ 余不変商.

• I5,` = Hom(A∗(F ),Q`).
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定義から I2,` ↪→ I3,` ↪→ H1
g,Q` � I4,` が成り立ちます. これを用いて図式 (7.1) の真ん中の

2 つの準同型を定めます.

スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(F, Hq

et,c(U,V`A))⇒ Hp+q
et,c (U,V`A)

と重さの議論により, I2,`
∼= H1

a,Q` および I4,`
∼= H2

a,Q` が成り立ちます.

Kummer 系列により完全系列

0→ A(F )⊗Z Q` → H1
a,Q` → Hom(Q`/Z`,X(A))⊗Z` Q` → 0

を得ます. また Kummer 系列および (数論的)双対性により, 完全系列

0→ Hom(X(A∗),Q`/Z`)⊗Z` Q` → H2
a,Q` → Hom(A∗(F ),Q`)→ 0

を得ます. したがって (7.1) の図式

I1,` ↪→ I2,` ↪→ I3,` → I4,` � I5,`

が得られます.

定義により,

I1,`

∼=−→ I2,` ⇐⇒ X(A){`}: 有限 ⇐⇒ X(A∗){`}: 有限 ⇐⇒ I4,`

∼=−→ I5,`

が成り立ちます. また, 等式

LS(A, s) =

2∏

i=0

det(1− ϕq1−s;H i
g,Q`)

(−1)i+1

により dimQ` I3,` = ords=1L(A, s) が成り立ちます. さらに合成 I1,` → · · · → I5,` は同型と

なります. 実際, この合成は

h( , ) : A(F )× A∗(F )→ log q ·Q 1/ log(q)−−−−→ Q

の誘導する準同型 A(F )⊗Z Q` → Hom(A∗(F ),Q`) と一致することが, 定理 6.2 の証明と

同様の方法でわかります ([46, §3]).

7.4 ` 6= p のときの定理 7.2 の証明

(証明) X(A){`} が有限と仮定します. 上で述べたことから I1,`

∼=−→ I2,`, I4,`

∼=−→ I5,` とな

りますが, 合成 I1,` → . . . → I5,` が同型であることから I2,`

∼=−→ I4,` です. I2,`, I3,`, I4,` の

定義により I2,` = I3,` が成り立ちます. 特に dim I1,` = dim I3,` となることから弱い形の

Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立ちます.

逆に弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立つとすると, I1,`

∼=−→ I3,` となるから,

I1,`

∼=−→ I2,` であり, したがってX(A){`} は有限です.
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7.5 ` 6= p のときの定理 7.3 の証明

(証明) スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(F, Hq

et,c(U,A{`}))⇒ Hp+q
et,c (U,A{`})

により, 数論的-幾何的完全系列

0→ H0
a,Q`/Z` → H0

g,Q`/Z`
1−ϕ−−→ H0

g,Q`/Z`
→ H1

a,Q`/Z` → H1
g,Q`/Z`

1−ϕ−−→ H1
g,Q`/Z`

→ H2
a,Q`/Z` → H2

g,Q`/Z`
1−ϕ−−→ H2

g,Q`/Z` → 0

を得ます. ここで以下の補題を用います.

補題 7.4. J を有限次元 Q` ベクトル空間, ϕ : J → J を Q` 線形な自己同型写像, J ′ を捻

れ Z` 加群, ϕ : J ′ → J ′ を自己同型写像, J → J ′ を ϕ と可換な Z` 準同型写像であって核
が J の Z` 格子, 余核が有限群となるものとする. このとき合成 Jϕ ↪→ J � Jϕ が同型な

らば, r = dim Jϕ, f : (J ′)ϕ → (J ′)ϕ とおくと,

lim
t→1

det(1− ϕt; J)

(1− t)r ≡ ]Ker f

]Coker f
(modZ×` )

が成り立つ.

X(A){`} が有限と仮定し, J = H i
g,Q`, J

′ = H i
a,Q`/Z` に補題 7.4 を適用します. 合成

H1
a,Q`/Z` → (H1

g,Q`/Z`)
ϕ → (H1

g,Q`/Z`)ϕ → H2
a,Q`/Z`

を f とおくと,

lim
s→1

LS(A, s)

(log q)r(s− 1)r
≡ ]Kerf

]H0
a,Q`/Z`]Cokerf

(modZ×` )

が成り立ちます. 図式

0

↓
A(F )⊗Z Q`/Z`

↓
0→ H0

a,Q`/Z` → A(F ){`} →⊕
v∈S A(Fv){`} → H1

a,Q`/Z` → SelQ`/Z`(A) → 0

↓
X(A){`}
↓
0

とX(A){`} の有限性より同型H2
a,Q`/Z`

∼= Hom(A∗(F ),Q`/Z`) を得ます. すでに述べたよ

うに, 合成 I1,` → . . .→ I5,`, すなわち

A(F )⊗Z Q`
∼= H1

a,Q` → (H1
g,Q`)

ϕ → (H1
g,Q`)ϕ → H2

a,Q` → Hom(A∗(F ),Q`)

は h( , ) : A(F )× A∗(F ) → log q · Q から誘導される準同型と一致します. したがって定

理 7.3 が成り立ちます.
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7.6 ` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明の方針

` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明も, 上に述べた ` 6= p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明

と方針は同様です. F の素点の有限集合 S を十分大きくとり (どのくらい大きく取るかは

§7.6.2 で述べます), U = X \ S とおきます.

7.6.1

` = p の場合も ` 6= p の場合と同様Qp 係数幾何的コホモロジー, Qp/Zp 係数幾何的コホ
モロジー, Qp 係数数論的コホモロジー, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーの 4 種類のコホモ

ロジー群について考察します. このうち, Qp 係数幾何的コホモロジー, Qp 係数数論的コホ

モロジー, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーの 3 種類は, それぞれ以下ようにして構成され

ます:

• Qp 係数幾何的コホモロジー H i
g,Qp をA : A の Néron モデルに付随するU 上の過収

束アイソクリスタルの剛 (rigid)コホモロジーとして構成する.

• Qp 係数数論的コホモロジー H i
a,Qp をコンパクト台をもつ平坦コホモロジーとして構

成する.

• Qp/Zp 係数数論的コホモロジーH i
a,Qp/Zp,V を適当な境界条件 V つきの平坦コホモロ

ジーとして構成する.

残る Qp/Zp 係数幾何的コホモロジーは ` 6= p の場合と異なりH i
1,g,Qp/Zp と H i

2,g,Qp/Zp との

2 種類を構成します.

Qp/Zp 係数幾何的コホモロジーを 2 種類用意することが必要となるのは, ` = p のとき

には (H i
g,Qp やそれを構成する際に用いるものへの) ϕ の作用の分母に p が現れるためで

す. この分母のせいで自己準同型 ϕ をもつH i
g,Qp/Zp を構成できず, 自己準同型の代わりに

ι : H i
1,g,Qp/Zp → H i

2,g,Qp/Zp , ϕ : H i
1,g,Qp/Zp → H i

2,g,Qp/Zp を考えるため, 2 種類の Qp/Zp 係数
幾何的コホモロジーが必要になるのです.

7.6.2 対数的 Dieudonné クリスタルの理論とQp/Zp 係数幾何的コホモロジーの構成

H i
1,g,Qp/Zp と H i

2,g,Qp/Zp は, いずれも構成は対数的 Dieudonné クリスタルの理論を用い

てなされます. もう少し説明するために, 次の段落で記号を準備します.

F の有限次 Galois 拡大 F ′ であってA′ := A×SpecF SpecF ′ が半安定還元を持つものを

選びます. G = Gal(F ′/F ) とおきます. F の素点の有限集合 S を, A は S の外でよい還元

をもち, F ′/F は S の外で不分岐となるように選びます. S ′ =
⋃
v∈S{w : F ′ の素点 | w|v}

とおきます. X ′ を F ′ に対応する代数曲線とします.

X ′] を (X ′, S ′) に付随する対数的スキーム, A′ を A′ の X ′ 上の Néron モデルとしま

す. このとき X ′ 上の対数的 1 モチーフの概念を用いることにより, X ′]/Zp 上の (対数的)

Dieudonné クリスタル D′ が構成されます.
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D′1 ⊂ D′2 ⊂ D′ を適当に選び, H i
1,g,Qp/Zp := H i(RΓ(G,RΓcrys(X

′]/Zp, D′1))⊗LZp Qp/Zp).
H i

2,g,Qp/Zp := H i(RΓ(G,RΓcrys(X
′]/Zp, D′2)) ⊗LZp Qp/Zp) とおくことによって, H i

1,g,Qp/Zp ,

H i
2,g,Qp/Zp が構成されます.

7.6.3 証明の完結

(` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明) 共分 (syntomic)複体の理論を用いると, 数論的-幾

何的完全系列

0→ H0
a,Qp/Zp,V → H0

1,g,Qp/Zp
ι−ϕ−−→ H0

2,g,Qp/Zp
→ H1

a,Qp/Zp,V → H1
1,g,Qp/Zp

ι−ϕ−−→ H1
2,g,Qp/Zp

→ H2
a,Qp/Zp,V → H2

1,g,Qp/Zp
ι−ϕ−−→ H2

2,g,Qp/Zp → 0

が得られ, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーとQp/Zp 係数幾何的コホモロジーとが結びつき
ます. ` 6= p の場合と同様, 次が成立します:

• 合成

A(F )⊗Z Qp → H1
a,Qp → (H1

g,Qp)
ϕ → (H1

g,Qp)ϕ → H2
a,Qp → Hom(A∗(F ),Qp)

が, h( , ) : A(F )× A∗(F )→ log q ·Q から誘導される準同型と一致する.

• H i
a,Qp/Zp,V は A(F )⊗Qp/Zp, Hom(A∗(F ),Qp/Zp),
SelQp/Zp(A), X(A){p}, Hom(Qp/Zp,X(A∗)) と結びつく.

これらのことから定理 7.2, 定理 7.3 が得られます.
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8 本稿で触れなかった話題と参考文献

本稿でふれなかった Birch-Swinnerton-Dyer予想に関する重要な話題として, §1 に挙げ
たものの他に, Birch-Swinnerton-Dyer予想の同変版への拡張 ([18]) があります. これに

よって例えば

• 大域体の有限次 Galois 拡大 F ′/F および, F 上のアーベル多様体 A が与えられてい

る状況下でのモチーフ h1(A)⊗Z Z[Gal(F ′/F )] の L 関数の特殊値.

• 大域体 F 上のアーベル多様体 A と環準同型 i : R → End(A) の組 (A, i) であって

H1(A(C),Z) がR 加群として射影次元有限となるようなものが与えられているとき

の L(A, s) の特殊値.

について, 通常の Birch-Swinnerton-Dyer予想よりも詳しい内容を予想することができま

す. 例えば上に 2 つ挙げたうちの後者に対する予想はGross の予想 [21] を含みます.

また, Aの p進 L 関数が定義されている場合には, Birch-Swinnerton-Dyer予想の p 進類

似という重要な話題があります (例えば [37])が,これについても同変版の Birch-Swinnerton-

Dyer予想と解釈することができます.
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