
は じ め に

本書は大沢温泉 (岩手県) にて, 2007 年 8 月 20 日 から 24 日までの 5 日間に渡り,「種数

の高い代数曲線と Abel 多様体」をテーマに開催された第 15 回 整数論サマースクールの

報告です. 本サマースクールには大変大勢の方に参加していただき, 感謝に堪へません. 心

より御礼申し上げます.

楕円曲線の非常に深い定理を高い種数の代数曲線やその Jacobi 多様体, さらには Abel

多様体へと一般化するには, ある程度の具体的な計算のできる素材が必要だと思はれます

が, その様なことを記述した文献は極めて少ないか, あまり知られてゐない様なので, この

企画をいたしました. 内容はいくつかのまとまりになつてゐます:

(1)前半の吉富さん, 小川さん, 軍司さん, 尾崎さん ·梅垣さん, 山内さん, 大西, 中屋敷さん

の記事は連続して読まれることを想定してゐます. これらは, 今日, 知られてゐる楕円

函数論に匹敵する Abel 函数論の具体的な解説になつてゐると信ずるものです.

(2)中でも Abel-Jacobi の定理は特に重要なので, 軍司さんの記事と尾崎さん・梅垣さんの

記事で, それぞれが別々の方法によりその証明を記述してゐます.

(3)後半の梅垣さん, 小川さん, 西来路さん, 安田さんの部分は, ある程度の知識をお持ちの

方に向けて, それぞれに独立した topics を扱つたものです.

(4)暗号理論への応用といふ最近の傾向を重視し, 志村さんと松尾さんの記事も連続して読

まれることを想定して書かれてゐます.

(5)小林さんの記事を (1) の部分を参照しながら読んでいただくと, Abel 多様体の抽象論

を具体例を踏まへて理解するのに便利なのではないかと思ひます.

このテーマの方面にはもつと具体的な計算をして調べなければならないことが, 非常に

多いと思ひます. 本書がこのテーマの方面でその様な研究したいと感じてをられる方にと

つて, 参考になつたならこれ以上の喜びはありません.

ただ, 各記事の間には重複してゐることがらがある一方で, 記事と記事の関連に不親切な

面もあります. これは時間的制約もありやむを得なかつた面もありますが, 総じて世話人

である大西の至らぬ所為です. どうかお許しいただきたく存じます.

講演者の小川さん, 梅垣さん, 軍司さん, 西来路さん, 志村さんはこのスクールの企画当初

から, 未熟な世話人を親身になつて支へて下さいました. 本研究集会の講師の旅費の一部を

科学研究費補助金 基盤研究 (C) “堅牢なアーベル函数論の構築の研究” (研究代表者 大西)

課題番号 16540002 から支給し, 本報告集の印刷費と郵送費を基盤研究 (B) “概均質ベクト

ル空間のゼータ関数と保型形式の関連” (研究代表者 佐藤文広先生) 課題番号 16340012 か

ら援助していただきました. 参加者の中で本スクールの開催を陰で支へて下さつた多くの

方, これらの方の支へがなかつたら, このスクールは有り得ませんでした. 本当に有難うご

ざゐました.

2008 年 1 月 20 日

ss2007 世話人, 大西良博/尾台喜孝
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第 15 回整数論サマースクール

「種数の高い代数曲線と Abel 多様体」

楕円曲線, 楕円函数については新しくて詳細な多くの文献がありますが, 種数の高い代数曲線に

ついて類似のことを例を作って調べたい場合に, 困難を感じたことはありませんか. 最近は, かなり

詳しい計算が可能になってきていますが, まとまつた文献がないので, 独力での実行は難しいかも

知れません. そこで今回のサマースクールでは, どうすれば, 楕円函数, 楕円曲線の場合の様に計算

(自分で例を作るなど) ができるかを中心に話題をしぼりました.

日程 2007 年 8 月 20 日 (月) – 8 月 24 日 (金)

会場 大沢温泉（岩手県花巻市） http://www.oosawaonsen.com/

住所 : 〒 025-0244　岩手県花巻市湯口字大沢 181 電話 : 0198-25-2021

世話人 大西 良博 (岩手大学), 尾台 喜孝 (岩手大学)

プログラム

8 月 20 日 (月)

15:30 – 16:10 受け付け

16:30 – 17:00 大西 良博 (岩手大学)

このサマースクール全体の概括

17:10 – 18:00 吉富 賢太郎 (大阪府立大学)

Riemann 面, 代数曲線, 函数体の対応

18:20 – 19:10 小川 裕之 (大阪大学)

Riemann-Roch の定理 – 計算例を中心に – (1)

19:10 – 20:10 夕食

20:20 – 21:10 小川 裕之 (大阪大学)

Riemann-Roch の定理 – 計算例を中心に – (2)

8 月 21 日 (火)

7:30 – 8:50 朝食

9:00 – 9:50 軍司 圭一 (東京大学)

Abel-Jacobi の定理 ([Tata I] の最終章から) (1)

10:10 – 11:00 軍司 圭一 (東京大学)

Abel-Jacobi の定理 ([Tata I] の最終章から) (2)

11:20 – 12:10 尾崎 学 (近畿大学), 梅垣 敦紀 (立教大学)

Abel-Jacobi の定理 ([Iw] から) (1)

12:10 – 13:50 昼食

14:00 – 14:50 尾崎 学 (近畿大学), 梅垣 敦紀 (立教大学)

Abel-Jacobi の定理 ([Iw] から) (2)

15:10 – 16:00 志村 真帆呂 (東海大学)

暗号理論の準備 ([Tata II] 式に因子の加法の計算法)

16:20 – 17:10 山内 卓也 (広島大学)

genus 1 の理論の復習 (ここまでの話しと対応させて) (1)

17:30 – 18:20 山内 卓也 (広島大学)

genus 1 の理論の復習 (ここまでの話しと対応させて) (2)

18:30 – 19:30 夕食
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8 月 22 日 (水)

7:30 – 8:50 朝食

9:00 – 9:50 大西 良博 (岩手大学)

高種数の場合の sigma 函数と ℘ 函数

10:10 – 11:00 大西 良博 (岩手大学)

Jacobi 多様体の具体的な定義方程式とそれに対応する加法公式

11:20 – 12:10 難波 誠 (追手門学院大学)

Inversions of abelian integrals

12:20 – 昼食 午後は自由時間

18:00 – 懇親会

8 月 23 日 (木)

7:30 – 8:50 朝食

9:00 – 9:50 梅垣 敦紀 (立教大学)

CM 型の種数 2 の代数曲線とアーベル曲面

10:10 – 11:00 松尾 和人 (中央大学)

代数曲線暗号とその安全性

11:20 – 12:10 小川 裕之 (大阪大学)

アーベル多様体の有理等分点について

12:10 – 13:50 昼食

14:00 – 14:50 小林 真一 (名古屋大学)

Algebraic theory via schemes ([AV] から) (1)

15:10 – 16:00 小林 真一 (名古屋大学)

Algebraic theory via schemes ([AV] から) (2)

16:20 – 17:10 西来路 文朗 (広島国際大学)

超楕円曲線のヤコビ多様体の形式群 (1)

17:30 – 18:20 西来路 文朗 (広島国際大学)

超楕円曲線のヤコビ多様体の形式群 (2)

18:30 – 19:30 夕食

8 月 24 日 (金)

7:30 – 8:50 朝食

9:00 – 9:50 中屋敷 厚 (九州大学)

シグマ関数の代数的表示

10:10 – 11:00 安田 正大 (京都大学)

アーベル多様体の Birch Swinnerton-Dyer 予想についての話題 (1)

11:20 – 12:10 安田 正大 (京都大学)

アーベル多様体の Birch Swinnerton-Dyer 予想についての話題 (2)

12:20 – 昼食 , 解散

(注) 文献表

[Iw] 岩澤 健吉 : 代数函数論

[Tata I] D. Mumford : Tata lectures on theta I

[Tata II] D. Mumford : Tata lectures on theta II

[AV] D. Mumford : Abelian varieties
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第 15 回 整数論サマースクール 報告集, pp.1-13

リーマン面と代数曲線

吉冨 賢太郎∗

1 リーマン面

1.1 定義

まず, 正則性と調和性について復習しておく.

定義 1.1. C (の開集合)上の複素数値函数 f = u+ iv で, 定義されている各点で微分可能

なものを正則函数という (ただし, u, v は f の実部・虚部). 正則な 1対 1写像を等角写像

という. f が正則ならば コーシーリーマンの関係式

∂f

∂x
= −i∂f

∂x
⇐⇒ ∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

を満たす. さらに, u, v は ∆u = ∆v = 0 をみたす (ただし, ∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
). 一般に,

∆u = 0 を満たす実数値函数を調和函数という. u が正則のとき, u は反正則という.

リーマン面とは 1次元の複素解析多様体であるが, 以下に再定義しておく.

定義 1.2. 位相空間 S において, 次の条件をみたす族 A のことを S の上の等角構造と

いう.

(i) A の元 φ は S の開集合 Uφ からC の開集合への位相同型である.

(ii) ∪φ∈A Uφ = S.

(iii) Uφ ∩ Uψ 6= ∅ ならば ψ ◦ φ−1 は φ(Uφ ∩ Uψ) から ψ(Uφ ∩ Uψ) への全射等角写像で

ある.

(iv) S の開集合 Uψ から C の開集合への位相同型 ψ で Uφ ∩Uψ 6= ∅ であるようなすべ
ての φ ∈ A に対して (iii) をみたすならば ψ ∈ A である (極大性).

注: ここでは境界つきリーマン面は除外して考える.

定義 1.3. 連結 Hausdorff 空間 S とその上の等角構造 A からなる対 R = (S,A) のことを

リーマン面という. A の元 φ を局所座標 (local coordinate), S を基底空間という. ここで

は, S は基底空間を表わすのに用い, R と書いたときはリーマン面の構造も含め考えてい

るものとする.

∗大阪府立大学 総合教育研究機構
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リーマン面 R の基底空間の部分集合 U が連結開集合のとき, U は相対位相で連結Haus-

dorff であり, R の等角構造から誘導される等角構造が入る. これを R の領域という.

S がコンパクトのとき R = (S,A) を閉 (closed)リーマン面といい, そうでないとき開

(open)リーマン面という. 射影的で滑らかな完備代数曲線 (complete projective smooth

algebraic curve) は閉リーマン面と対応する (cf. §2).

リーマン面は複素 1次元であるから’面’である. ただし, ’面’ とはここでは可算基底を

持つ連結な二次元位相多様体を言う (リーマン面の基底空間には連結を仮定している).

可算基底とは, 可算個の開集合の族で任意の開集合がこの族の和集合として表わせるよ

うなものを言う. このような基底があるときこの空間は countable (第 2可算公理をみたす)

という.

次が成り立つ.

定理 1.1. リーマン面は可算基底を持つ. また, リーマン面には三角形分割が存在し, 向き

づけ可能である.

したがって, リーマン面は実際この意味で ”面” であり, 向きづけ可能である (したがっ

て, メビウスの帯にはリーマン面の構造は入らないことがわかる). また逆に閉リーマン面

について次が成り立つ ([1] 定理 4.9).

定理 1.2. コンパクト Hausdorff 位相空間 S があるリーマン面 R の基底空間となるため

には S が向きづけ可能な閉曲面であることが必要十分である.

リーマン面の三角形分割より得られる複体のオイラー数を χ とする. すなわち, 三角形

の数を n2, 辺の数を n1, 頂点の数を n0 とするとき, χ = n2 − n1 + n0 であたえられるもの

である. このとき, χ = 2 − 2g によって定まる g をリーマン面の種数という. コンパクト

(可算)向きづけ可能な 2次元位相多様体の同相類は種数によって決まる.

リーマン球面の場合は g = 0, 楕円曲線は g = 1 である. 直感的には ”穴の数” となるが,

これは標準切断によって説明される (後述 cf.1.6).

リーマン面の例をいくつか (証明なしに)あげる.

例 1.1. 複素平面全体は開リーマン面である. また, 複素平面内の開円板も開リーマン面

である. 球面 S2 はC ∪ {∞} と位相同型であり (cf. [5]), 局所座標の近傍として, U0 =

C2, U∞ = C2 \ {0}∪{∞} をとり, φ0(z) = z, φ∞(z) = 1/z とすることにより等角構造が入

る. このようにして得られるリーマン面をリーマン球面と呼び, P 1 または P 1(C) で表す.

例 1.2. 複素平面 C の格子 L = {m1ω1 +m2ω2|m1, m2 ∈ Z} による商空間はトーラス (”

一人乗り浮き輪”)と見なせ自然にリーマン面の構造が入る. これは, 楕円函数の基本領域

であり, 楕円曲線と言われる代数曲線 E の C 値点全体 E(C) と同一視される. この同一

視 (同型)はワイエルシュトラスの P 函数とその微分によって与えられる.

この他にも, 上半平面の合同部分群による商空間などがある. 一般に既存のリーマン面

からリーマン面を構成する方法として, 貼り合わせ, 被覆リーマン面, 等角写像の不連続群

(離散群)による商空間, などの手法がある (cf. [2] pp.46).
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1.2 解析写像

リーマン面の間の写像については以下のように定義する.

定義 1.4. 2 つのリーマン面 R, R′ の間の写像 f : R → R′ は z ∈ R のまわりの局所座標
Uφ と f(z) ∈ R′ のまわりの局所座標 Vψ に対して, ψ(f(φ−1(x))) が x = 0 の近傍で正則

であるとき解析写像という. 全単射な解析写像を同型写像 (または等角同値)という. R と

R′ の間に同型写像が存在するとき, R と R′ は同型であるといい, R∼=R′ と記す.

リーマン面の間の写像の性質を考えるのに, 局所変数 (local parameter) を考えるのが便

利である. これは,後述の解析写像の分岐指数や解析函数の位数を定義するのに便利である.

定義 1.5. リーマン面 R の領域 U から C の領域 U ′ への全単射解析写像 f が存在する

とき, U を R の解析的領域と呼び,

f(z) = t = x + iy

によって与えられる t = f(z) を U における解析的変数, (x(z), y(z)) を解析的座標とよぶ.

特に U が 点 z0 の近傍で f(z0) = 0 ∈ C となるように正規化されているとき, t を z0 の

まわりの局所変数という.

例 1.3. R = P 1 の場合, z0 ∈ C ならば, f(z) = z− z0, z0 =∞ ならば f(z) = 1/z とすれ

ばこれは P 1 の局所座標 (局所変数)を与える.

解析写像について次が成り立つ.

定理 1.3. リーマン面 R から R′ への写像 f が点 z において解析的であるとする. z と

z′ = f(z) における局所変数 t, t′ を適当にとると z の近傍で

t′ = f(t) ≡ 0 or t′ = f(t) = tn (n = 1)

とできる. t′ = tn となるとき, n は局所定数のとりかたによらず, f の z における分岐指

数という. n > 1 ならば z は分岐点, n = 1 ならば不分岐点と呼ばれる.

また, 上の定理から次が言える.

定理 1.4. リーマン面 R の領域 U からリーマン面 R′ への解析写像 f に対し, f(U) は一

点であるかまたは R′ の領域である. 特に f が R の一点 z0 の近傍で一定の値 w0 ∈ R′ を
とるならば f は U 上で一定, すなわち f(z) = w0 である.

1.3 被覆リーマン面と基本群

定義 1.6. 連結 n 次元多様体 S ′ から連結 n 次元多様体 S の上への写像 f が次の条件を

みたすとき S ′ を S の被覆多様体, f をその被覆写像 (covering map)という. 即ち : S の

各点 P に対し ある P の近傍 U が存在して f−1(U) の各連結成分への f への制限は位相

同型写像になる.
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被覆多様体を S ′
f
� S などと表わす. 2つの被覆多様体 S ′1

f1� S1, S ′2
f2� S2 は位相同型

g′ : S ′1 → S ′2 と g : S1 → S2 が存在して g′ ◦ f2 = f1 ◦ g をみたすとき同型であるという. た

だし, S1 = S2 のときは, g としては恒等写像と定める. このときは g′ を同型写像と呼ぶ.

さらに S ′1 = S ′2 = S ′, f ′1 = f ′2 = f ′ のとき, g′ は自己同型写像で, これら全体は S ′ の位相

変換群をなす. これを S ′
f
� S の自己同型群とよびA(S ′

f
� S) と書く.

任意の位相多様体 S は自明な被覆多様体 S
IdS� S をもつ. これ以外に被覆多様体を持た

ないとき, S は単連結であるという. S の被覆多様体には必ず単連結なものが存在し, 同型

を除いて一意的に定まる. その一つを S∗
f∗

� S とするとき, G = A(S∗
f∗

� S) を S の基本

群という.

P ∗ を S∗ の点とすると, 適当な P ∗ の近傍 U∗ をとると, G の異なる 2つの元 g, g′ に対

して g(U∗) ∩ g′(U∗) = ∅ とできる. したがって, G の元は忠実に作用する. また, このよう

な変換群を不連続変換群という. S∗ の任意の不連続変換群はある S の S∗ に関する基本群

となる. S として, G による S∗ の商空間 S∗(G) = G\S∗ を考えればよい

補題 1.1. 連結多様体 S の単連結被覆多様体を S∗ とし, S∗
f∗

� S の基本群を G とすれば

S∗ の点 P ∗, Q∗ が G に関して同値であるためには, f ∗(P ∗) = f ∗(Q∗) であることが必要

十分であり, Q∗ = g(P ∗) となる g ∈ G が一意的に存在する. これにより S∗(G) と S は同

相になる. また, G1, G2 を不連続群とするとき, S∗(G1) と S∗(G2) が同相であるためには,

G1, G2 が共役であることが必要十分である.

また, G の部分群 H に被覆多様体 S∗(H)が対応し, S∗(H1)∼=S∗(H2)↔ H1とH2が共役

などガロア理論と類似のことが成り立つ.

S の上の単連結被覆多様体は, S の道 (曲線)のホモトピー類の全体のなす群を考えるこ

とによってうる. すなわち, I = [t0, t1] を R の閉区間とする. γ : I → X を X における道

とよぶ. γ(t0) を始点, γ(t1) を終点という. また, 始点と終点が同じときループまたは閉曲

線といい, そうでないと開曲線という. 道 γ, γ′ を’つなげたもの’ を γγ′ と書いて積を定義

する. 点 P0 を基点とする曲線のホモトピークラス [γ] 全体は群をなし, P0 によらず同型

である. これもよく知られた基本群の定義である. 基本群の元 [γ] に対しその終点を対応

させることにより, 被覆多様体 S∗ をうる.

次にリーマン面の場合に考えると

定理 1.5. 被覆多様体 S ′
f ′

� S において S があるリーマン面 R の基底空間のとき, S ′ に

も f ′ が解析写像となるようなリーマン面の構造が入り, リーマン面 R′ の基底空間となる.

このとき, R′ を R の被覆リーマン面という. 被覆多様体の同型や自己同型群などは位相

写像のかわりに解析写像として同様に定義される. このようにして (閉)リーマン面を分類

するには単連結リーマン面を考え, その自己同型群の不連続部分群の共役類を求め, その代

表系に対応するリーマン面を考えればよいことがわかる.

而して, リーマン面は以下のように分類される.

定理 1.6. リーマン面 R は以下のいずれかと同型である. それぞれ, 普遍被覆リーマン面

が 楕円型, 放物型, 双曲型であるという.
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(1) 複素球面 P 1(C)

(2) 複素平面 C を被覆リーマン面とする以下のもの.

(2-1) C = P 1(C) \ {∞}
(2-2) C \ {0} = P 1(C) \ {0,∞}
(2-3) C/L, L は 2次元格子群 Zω1 +Zω2, ω1/ω2 ∈H.

(3) 上半平面 H を合同部分群でわったもの.

注: (2-3) は楕円曲線である.

注: (3) はモジュラー曲線などがその典型的な例である.

上の分類から, 閉リーマン面となるのは, リーマン球面か, 楕円曲線, もしくは, 上半平面

の一次分数変換群の離散部分群による商空間 (のコンパクト化)となる. これらの基本領域

を考えると, 最初の 2つについては明白であり, 楕円曲線の場合は格子の内部と接する辺が

基本領域となる. この場合, 後述の標準切断はこの 2本の辺の像である閉曲線によるもので

ある. 一方, (3) の場合も基本領域は 2n角形になることがわかり, 基本群の元は, この基本

領域 Ω の各辺をとなりあう基本領域の接しない 1辺に写すただ一つの変換によって生成さ

れることがわかる.

上の定理から実際リーマン面が三角形分割可能であることがわかるが, この三角形を貼

り合わせてえられる凸多角形が 2g 角形になる. ここで, g は種数である. 一般に次が成り

立つ.

定理 1.7. 連結な 2次元位相多様体は 2辺ずつ組になった正 2n 角形の辺を次の文字の列に

従って同一視したものと同相である.

(1) aa−1

(2) a1b1a
−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 · · ·ahbha−1
h b−1

h

(3) a1a1a2a2 · · ·ahah.

ただし, 向きづけ可能な場合は (1), (2) の場合である.

リーマン面は向きづけ可能であるから, リーマン球面と位相同型でなければ, (2) のよう

な変形で得られることになる. 逆に;

定理 1.8. 球面と同相でない向きづけ可能なリーマン面 R には次の性質を持った単純閉曲

線 αk, βk, k = 1, . . . g が存在する. すなわち, これらは基点 P0 を持ち, 任意の 2 つは P0

以外に共通を持たず, さらに 4g 角形から上の (2) の形の接着を行なって得られる面と同

相であり, 接着された ak, bk に対応する曲線の像が αk, βk (k = 1, . . . , p) となる.

この定理の αk, βk を P0 を基点とする S の標準切断という. なお, 標準切断の交差の仕

方は 2通りあるが, どちらにとるかは [4] を参照されたい. 交点数などの説明もこの稿では

割愛する.

標準切断によって基本群は生成される. すなわち次が成り立つ.

定理 1.9. 球面と位相同型ではない向きづけ可能なコンパクトな面 S の点 P0 を基点とす

る標準切断を α1, β1, . . . , αg, βg とする. このとき, 基本群 π1(S, P0) は標準切断のホモト
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ピー類 [αk], [βk] (k = 1, . . . , g) によって生成され基本関係

g∏

k=1

[αk][βk][αk]
−1[βk]

−1 = 1 が成

り立つ.

前述のように g は種数であり, これを種数の定義とすることができる. 即ち :

定義 1.7. (種数の再定義) 上の標準切断で定まる g を R もしくは基底空間 S の種数とい

う. g は S の位相不変量であるが, さらに, g によって 2次元位相多様体としての同型類が

完全に定まる.

これで種数がいわゆる穴の数であることが幾何的に明確になった. 種数が標準切断や三

角形分割によらないことは, Betti 数 (= 2g) や (調和 or 正則)微分形式の空間の次元など

が種数によって表わされる (= 2g or g となる)ことから実際わかる.

このようにして, 閉リーマン面の基底空間の位相不変量である種数が定まるが, 種数 1 以

上の面に対してリーマン面の同型類は無限に存在することが知られる. すなわち, 解析構

造が入ることによって, リーマン面は確かに”ただの面”でないのである (種数 0 のリーマ

ン面はすべてリーマン球面にリーマン面として同型である).

1.4 解析函数と微分形式

定義 1.8. リーマン面 R に対し, R から P 1 への解析写像を解析函数と呼ぶ. 解析函数全

体は体をなすがこれを K(R) で表わし, R の解析函数体という. f ∈ K(R) が f(z) 6= ∞
のとき, f は z で正則であるという. すなわち, z ∈ Uφ であるような局所座標 φ に対して,

f ◦ φ−1 が点 φ(z) で正則であることである.

解析函数 (正則函数)と同様に R 上の調和函数も同様に定義される. u が調和函数のと

き, コーシーリーマンの関係式を満たすような調和函数 v が定数を除いて定まる. これを

共役といい, u∗ であらわす.

リーマン面 R 上の正則函数や調和函数についても複素平面上と同様の次のようなこと

が成り立つ.

定理 1.10 (除去可能性定理). R の点 z に対し, f を R−{z} 上の正則 (調和)函数とする.

もし, ある近傍 U で f が U − {z} で有界となるものが存在するならば, f は R 上の正則

(調和)函数に拡張できる.

定理 1.11 (最大値の原理). リーマン面 R 上の正則 (調和)函数 f の絶対値がある点にお

いて最大値をとるならば f が定数値函数である. 特に閉リーマン面上の正則函数は定数し

かない.

注: 開リーマン面のときは, 必ず非定値の正則函数が存在する (cf. [2] p.11).

定理 1.12 (一致の定理). リーマン面 R 上の正則函数 f, g が R 上の収束点列 (または集

積点を持つ点列) {pn} に対して f(pn) = g(pn) をみたすならば, f = g である.
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定理 1.13. 正則函数列 {fn} が R 上の函数 f にコンパクト一様収束するならば, f は正

則である.

定義 1.9. R上の解析函数 f の z0 ∈ Rにおける位数を以下のように定義する. z0 における局

所変数を tとして, a0 = f(z0) 6=∞のとき、f(z)−a0 = a1t+a2t
2 +· · · , a0 = f(z0) となる.

このとき, aj 6= 0となる最小の j をf の z = z0 における位数といい, νz0(f)で表わす. ただ

し, 恒等的に 0 のときは ∞ と定める. また, a0 =∞ のときは,
1

f(z)
= a1t+a2t

2 + · · · 6≡ 0

となる. aj 6= 0 となる最小の j を m とするとき, νz0(f) = −m とかき, m 位の極を持つ

という.

次に微分形式を定義しよう. 微分形式は不変形式とも言い, リーマン面上での積分をす

る場合に函数のかわりに必要となるものである.

函数のかわりになぜ不変形式を考えるか理由を述べておく. z = z0, w = w0 = ψ(φ−1(z0))

において
d

dz
f(φ−1(z)) =

d

dw
f(ψ−1(w)) · dw

dz

が成り立つから, 函数の微分係数は局所座標に依存する. そこで, 代わりに微分形式を考え

るのである.

リーマン面 R においてすべての局所座標 φ ∈ Aにφ(Uφ)で定義された複素数値函数 aφ,

bφ を対応させる. この対応 ω : φ 7→ (aφ, bφ) で, Uφ ∩ Uψ 6= ∅ であるような φ, ψ に対して

aφ(z) = aψ(ψ(φ−1(z)))(ψ ◦ φ−1)′(z)

bφ(z) = aψ(ψ(φ−1(z)))(ψ ◦ φ−1)′(z)

が成り立つものを 1位微分形式 (1-form) といい, ω = adz + bdz で表わす. bφ ≡ 0 とな

るもの正則微分形式という. すなわち ω = adz が正則微分である. f が正則函数のとき,

aφ(z) = (f ◦ φ−1)′(z), bφ ≡ 0 で定義すればこれは 1-form になる. これを f の微分といい,

df で表わす. R 上の C1 級函数に対しても同様に duが定義され, du =
∂u

∂z
dz+

∂u

∂z
dz とな

る. f が正則ならば df も正則微分形式である.

ω を 1-form として, 複素共役 ω をφ 7→ (bφ, aφ) によって定まるものと定義する. Reω =
1

2
(ω + ω), Imω =

1

2i
(ω − ω) を ω の実部・虚部という. ω = bdz + adz である. ∗ω =

−iadz+ ibdz とおいて, ω の共役という. 1-form ω で正則微分 ω1, ω2 によってω = ω1 +ω2

とかけるものを調和微分という. u が調和函数ならば du+ i ∗du = 2
∂u

∂z
=

(
∂u

∂x
− i∂u

∂y

)
dz

も正則微分である.

正則微分 adz の零点と位数は a = {aφ}φ∈A の零点と位数として局所座標のとり方によ
らず定まる.

また, a が有理型函数であるとき, (すなわち, aφ が有理型函数であるとき), ω = adz を

有理型微分という. ω の極とその位数も同様に定義される. また留数も局所座標に依らな

い数として同様に定義することができ, ω の z における留数をRes(ω, z), z ∈ R のように
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表わす. 複素平面の領域 D 上では有理型函数と有理型微分, 正則函数と正則微分は同一視

して考えられる.

有理型函数 f と有理型微分 ω の積 fω は有理型微分である. 局所座標での商をはりあ

わせることによって有理型函数 ω1/ω2 が定義される.

例 1.4. P 1(C)の領域 D で∞ ∈ D のときを考える. 局所座標として, U0 = (D\{∞}, φ0 =

Id) と U∞ = (D \ {0}, ζ = φ∞ : z 7→ 1/z) がとれる. ω = a dz を正則微分とする. f = aφ0

は正則函数であるが, U0 ∩ U∞ 上 f(z) = aφ0(z) = aφ∞(ζ(z))
dζ

dz
= −aφ∞

(
1

z

)
1

z2
となり,

∞ におけるローラン展開は f(z) =
c2

z2
+
c3

z3
+ · · · , となる. つまり, 2 位の零点を持つ. 逆

に ∞ で 2位の零点を持つような函数 f に正則微分が対応するのでこれらを同一視するこ

とができる.

有理型微分のことを Abel微分ともいう. また,正則なものを第1種微分 (DFK, differential

of first kind), 正則でなく 極における留数が 0 のものを第 2種微分 (DSK), その他を第 3種

微分 (DTK) などとも呼ぶ. ただし, これらの定義は文献や他の講演によって違うので注意

されたい.

以下のような問題を考える.

問題 R の疎な点 p1, . . . , pm と各点 pn における主要部が与えられたときに {pn} 以外で
正則で, {pn} で与えられた主要部を持つような有理型 (解析)函数または有理型微分が存在

するか.

これについていくつかの定理を述べておく ([1] pp. 170-171).

定理 1.14. z1, z2 を リーマン面 R の異なる 2 点とする. z1 において 1 位の零点を持ち,

z2 において 1 位の極を持つ解析函数 f ∈ K(R) が存在する.

定理 1.15. z をリーマン面 R の任意の点とするとき, z において n(≥ 2) 位の極を持ち,

他では正則なR の微分形式 ωz,m が存在する.

定理 1.14の応用として次が成り立つ.

定理 1.16. リーマン面 R,R′ の基底空間 S, S ′ の間の写像 f : S → S ′ が R′ 上の解析函数

からR 上の解析函数を誘導するならば, f は解析写像である.

これより, 2つのリーマン面の同型について次が成り立つ.

定理 1.17. R,R′ をリーマン面, S, S ′ をそれぞれの基底空間とする. f : S → S ′ が全単射

で f により f#K(R′) 3 g′ 7→ g ∈ K(R) を g(z) = g(f(z)) で定めるとき, f# が同型を与

えるならばR,R′ は同型である.

また, 閉リーマン面については次が成り立つ.

定理 1.18. R,R′ を閉リーマン面とする. K(R)∼=K(R′) ならば, R∼=R′ である.
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すなわち閉リーマン面の場合には 函数体が同型であれば対応するリーマン面も同型で

ある. このことは次節で解説する.

また, 閉リーマン面 R 上では, R の異なる 2点 z1, z2 に対して z1, z2 以外で正則で, z1 に

留数 1 の 1位の極, z2 に留数 −1 の 1位の極を持ち, Re ωz1,z2 は z1, z2 の外で完全となる

ような微分形式 ωz1,z2 が存在することが知られる. 一方一般のリーマン面上の微分形式に

ついて次が知られている ( [2] p.121):

定理 1.19. リーマン面 R において, 任意に与えられた有限個の点で, 任意に与えられた局

所座標に対し, 任意に与えられた主要部 (ただし, 閉リーマン面のときは留数の和が 0)の極

を持ち, 他では正則な有理型微分が存在する.

1.5 その他の微分形式と外微分

定義 1.10. リーマン面 S において, 各局所座標 φ に対し φ(Uφ) 上の複素数値函数 cφ を

対応させる対応Ω : φ 7→ cφ で

cφ(z) = cψ(ψ(φ−1(z)))|(ψ ◦ φ−1)′(z)|2

が z ∈ φ(Uφ ∩ Uψ) に対して成り立つとき, S の 2 位微分形式または 2-form という.

2-form Ω を c|dz|2, cdzdz, c dx dy, cdx ∧ dy,
i

2
cdz ∧ dz などと表わす.

1-form のなすベクトル空間の外積代数を考えて 2-form は 次数 2 部分加群に属すると考

えられる. すなわち, 2-form の表示式の最後の 2つの ∧ は外積を表わしその意味で等しい.

実際, dz ∧ dz = (dx+ idy) ∧ (dx− idy) = −2idx ∧ dy となる.

一般に 1-form ωj = ajdz+ bjdz, j = 1, 2 に対してω1 ∧ω2 を 2-form (a1b2− a2b1)dz ∧ dz
で定義し, ω1 と ω2 の外積という.

また, ω の外微分 dω を

dω =

(
∂b

∂z
− ∂a

∂z̄

)
dz ∧ dz.

で定義する. これは, ω = adz + bdz のとき dω = da ∧ dz + db ∧ dz と定義してもよい. ω

が正則微分ならば, dω = 0 である.

1.6 アーベル積分

区分的に解析的な曲線とは, 解析的な曲線 (C1級)の有限個の積をいう. 次のような性質

で特徴づけられる微分形式が区分的に解析的な曲線 α に対して一意的に定まることが証明

される (cf. [2] p.143).

定理 1.20. α を閉リーマン面 R 上の区分的に解析的な曲線とする. α に対して以下の性

質を持つ R 上の微分形式 ω′α が一意的に定まる.

(1) α が閉曲線のとき, ω′α はR で正則で R 上の任意の閉形式 ω に対し,
∫

S

(Reω′α) ∧ ω = 2π

∫

α

ω.
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(2) α が開曲線のとき, ω′α は α の始点 z0 に留数 i の 1位の極, z1 に留数 −i の 1位の極

を持ち, R \ {z0, z1} で正則であり, R 上の任意の閉形式 ω に対し, 上の積分等式をみたす.

リーマン面 R 上のなめらかな曲線 γ とこの曲線上で連続な 1-form ω があるとき, ω の

γ に沿う積分が定義される (アーベル積分). ω が第 1種 (第 2種, 第 3種)であるにしたがっ

てこのアーベル積分も第 1種 (第 2種, 第 3種)であるという.

区分的になめらかな曲線に対しても積分が定義される. γ を覆う局所座標近傍を考えて

γ を分割し,

∫

φj◦γ

(
aφjdz + bφjdz

)
の和とすればよい.

定義 1.11. R 上の 1-form ω は R で C1 級のある函数 u に対して ω = du となるとき,

完全であるという. また, C1-級 1-form ω は dω = 0 をみたすとき, 閉形式 (closed form)

であるという.

定理 1.21. R 上の連続な 1-form に対して以下は同値.

(1) 完全形式である.

(2) 始点・終点が同じ任意の 2つの曲線 γ0, γ1 に対し

∫

γ0

ω =

∫

γ1

ω である.

(3) 区分的になめらかな任意のループ γ に対し

∫

γ

ω = 0.

d(du) = 0 より, 完全形式は閉形式である. 逆は一般には成り立たないが上の定理より 次

が成り立つ.

定理 1.22. R が単連結であれば閉形式は完全形式である. すなわち, dω = 0 ならばある

C1-級函数 u があって ω = du となる. 特に ω が正則 (調和) ならば, 正則 (調和) 函数 f

があって ω = df となる.

完全な ω にたいして, u(z) =

∫ z

z0

ω で定義すると, du = ω をみたす.

次のグリーンの定理 (または Stokesの定理)が成り立つ.

定理 1.23. 閉リーマン面 R の C1 級 1-form ω に対し,

∫

R

dω = 0 が成り立つ.

注: 境界つきの場合は,

∫

S

dω =

∫

∂S

ω が成り立つ.

次はリーマン面の Cauchy の積分定理である.

定理 1.24. リーマン面 R の (区分的に)滑らかな閉曲線 γ が [γ] = 0 をみたすならば, R 上

の任意の閉形式 ω に対し,

∫

γ

ω = 0 が成り立つ. 特に ω が正則微分形式ならば成り立つ.

Cauchy の積分定理から次の留数定理が成り立つ.

定理 1.25. 閉リーマン面の有理型微分の極は有限個しかなく留数の和は 0 である.
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定理 1.26. R を種数 g のリーマン面とし, α1, β1, . . . , αg, βg をR の標準切断とする. R

上の 正則微分 ω1, ω2 に対し,

∑

k=1

g

{∫

αk

ω1

∫

βk

ω2 −
∫

αk

ω2

∫

βk

ω1

}
= 0,

i
∑

k=1

g

{∫

αk

ω1

∫

βk

ω2 −
∫

αk

ω2

∫

βk

ω1

}
= (ω1, ω2) =

∫

S

ω1 ∧ ∗ω2.

閉曲線 γ に対して定まる 1-from ω′γ を前の通りとする.

定理 1.27. 種数 g = 1 の閉リーマン面 R において区分的に解析的な標準切断 α1, β1, . . . ,

αg, βg に関して次が成り立つ.

(1) ω′αk , k = 1, . . . , g は A(R) の基底である.

(2) A(R) 3 ω 7→ t

(∫

α1

ω, · · ·
∫

αk

ω

)
∈ Cg は線型同型である.

このことから,

∫

αj

θk = δjk となる θ1, . . . , θg が存在する. これを正規正則微分という.

定義 1.12. θk (k = 1, . . . , g) を正則微分とする. T を (i, j) 成分が

(∫

βj

θi

)
であるよう

な行列とすると, ω ∈ A(R) に対し,

(∫

β1

ω, . . . ,

∫

βg

ω

)
=

(∫

α1

ω, . . . ,

∫

αg

ω

)
T がなりた

つ. この T を R の標準切断 {α1, β1, . . . , αg, βg} に関する周期行列という.

T = tT , ImT は正定値である.

2 代数曲線と閉リーマン面

代数曲線の一般論, 基本的な用語などについてはこの稿では略す. [3] に詳しいのでそち

らを参照されたい.

2.1 代数函数体

k = C または 一般の体とする.

定義 2.1. k 上の (1変数)代数函数体 K とは

(1) K の k 上超越的な元 x があって, K/k(x) は有限次拡大である.

(2) k は K の中で代数的に閉じている.

K/k(x) が有限次分離的であるような x を分離元とよぶ. このとき次が成り立つ.

定理 2.1 (Schmidt). k が完全体ならば, k の上の代数函数体には常に分離元が存在する.
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定義 2.2. k の任意の元 α に対し, νP (α) = 0 となるようなK の素因子 (付値の同値類) P

を K の素点あるいは単に点と言う.

定理 2.2. k に含まれない K の任意の元 x に対し, νP (x) 6= 0 となる K の素点が少なく

とも 2つ, かつ有限個存在する. したがって特に x ∈ K が x ∈ k ⇐⇒ νP (x) = 0(∀P ) で

ある.

νP (x) を x の P における位数という. m = νP (x) > 0 のとき x は m 位の零点,

−m = νP (x) < 0 のとき x は m 位の極を持つという.

定理 2.3. K の素点 P の剰余体は k の有限次拡大である. したがって k = C のときは剰

余体はすべて C である.

2.2 代数函数体のリーマン面

C 上の代数函数体に対し閉リーマン面が一意的に対応する, というのが代数函数論の重

要な主張である.

K を k = C 上の代数函数体とする. P を K の素点, u を K の元とする. u の P にお

ける値 ū(P ) を以下のように定める. すなわち p を P に対応する局所環の極大イデアルと

し, u ≡ a mod (p) となる a ∈ C を u の P における値とする. K̃ = {ū(P )|u ∈ K} はK

と同型になる.

このとき, 次が成り立つ ([1] 定理 4.2).

定理 2.4. K を複素数体上の 1変数代数函数体とするとき, K の素点全体 S を基底空間

とするリーマン面 R で解析函数体が K̃ と一致するような閉リーマン面が一意的に存在す

る. これを K に属するリーマン面とよび, <(K) と書く. K(<(K))∼=K である.

素点の集合 S に解析構造が入り, それによってリーマン面となりその解析函数体が K̃

となるのである. すなわち,

定理 2.5. C 上の代数函数体 K に対し, K の素点を基底空間とするようなリーマン面 R

で解析函数体 K(R) が K と同型となるものが一意的に存在する. これを K に対応する

リーマン面とよび, R(K) で表わす.

2.3 閉リーマン面との対応

上では, 代数函数体, すなわち代数曲線の函数体から出発してリーマン面が構成され, 閉

リーマン面となることを見た. 逆に閉リーマン面 R に対し次が成り立つ.

定理 2.6. 閉リーマン面 R 上の解析函数体 K(R) は複素数体 C 上の代数函数体であって,

それに対して上の対応で定まる閉リーマン面はR と同型である.
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これより, 前節で述べた定理 1.18 が従う.

また,これらの対応についてはガロア理論と類似の性質があることが知られる ([1] pp.222-

223). 特に, 代数函数体 K の C-自己同型群とR = R(K) の自己同型群は同型となる.

このようにして解析的に定義されたリーマン面と代数的に定義された代数曲線乃至その

代数函数体とは密接に関連づけられることが知られる.
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代数曲線の Riemann-Roch の定理

小川 裕之∗

§1 代数多様体

§1.1 アフィン代数多様体

(a) k を代数閉体とする.

An = An(k) = {(x1, · · · , xn) |x1, · · · , xn ∈ k}
をアフィン空間 (affine space)という. A1 をアフィン直線, A2 をアフィン平面という. k[X ] = k[X1, · · · , Xn]

を n 変数 k-係数多項式環とする. 変数の組 X = (X1, · · · , Xn) を An の座標系という. 多項式 f(X) ∈ k[X ]

の変数に, 点 x ∈ An の座標を代入することで, f の x での値 f(x) が定義される. k[X ] のイデアル I に対

して,

V = V (I) = {x ∈ An | f(x) = 0 (∀f ∈ I)}
を I によって定まるアフィン代数的集合 (affine algebraic set) という. k[X ] のイデアル

I(V ) = {f ∈ k[X ] | f(x) = 0 (∀x ∈ V )}
を V の定義イデアルという. 一般に I(V (I)) ⊃ I である. 剰余環 k[V ] = k[X ]/I(V ) を V の座標環

(coordinate ring) という. f ∈ k[V ] の定める写像 f : V 3 x 7−→ f(x) ∈ k を V の多項式函数 (polynomial

function) という. An の座標系 X1, · · · , Xn で代表される多項式函数を座標函数 (coordinate function) と

いう.

命題 1.1 (1) 有限個の点からなる An の部分集合も, An 全体もアフィン代数的集合である.

(2) アフィン代数的集合の有限個の和集合も, 任意個の共通部分もアフィン代数的集合である.

定理 1.2 An に, アフィン代数的集合の全体を閉集合系とする位相 (Zariski 位相という) が定義できる.

問 1 An の部分空間としてのアフィン代数的集合 V の位相を, 座標環 k[V ] を使って定義せよ.

(b) I(V ) が素イデアルのとき, V をアフィン代数多様体 (affine algebraic variety) という. 座標環の商

体 k(V ) を V の函数体 (function field) といい, その元を V の有理函数 (rational function) という. 函数

体 k(V ) は k 上の有限生成体なので, k 上有限次の超越次数をもつ. k(V ) の k 上の超越次数を V の次元

(dimension) といい, dim V で表す.

f1, · · · , fm を I(V )の生成系とする. P ∈ V に対して, m×n行列 (∂fi/∂Xj(P ))i,j の階数が丁度 n−dimV

であるとき, P を非特異点 (non-singular point) あるいは単純点 (simple point) という. 階数が n− dimV

より小さいとき, P を特異点 (singular point) という.

アフィン代数的集合 V がアフィン代数的集合 V1 を部分集合として含むとき, V1 ⊂ V と書き, V1 を V の

アフィン代数的部分集合という. このとき I(V1) ⊃ I(V ) となる. V1 がアフィン代数多様体なら次元 dimV1

が定まる. アフィン代数多様体 V に含まれるアフィン代数多様体 V1 ⊂ V の次元の最大値を V の次元とい

∗大阪大学大学院 理学研究科
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い, dimV と書く. アフィン代数的集合 V の部分集合 U が十分に大きいとは, V rU が V より次元の小さ

い代数的部分集合に含まれるときをいう.

(c) ϕ を有理函数とする. P ∈ V について, 多項式函数 p, q で ϕ = p/q, q(P ) 6= 0 となるものが取れると

き, ϕ は P で正則 (regular) であるといい, P を ϕ の正則点という. ϕ の正則点全体の集合を domϕ とお

き, ϕ の定義域という. ϕ の正則点 P において ϕ の値が ϕ(P ) = p(P )/q(P ) により定まるので, 有理函数は

その定義域から k (= A1) への写像となる. ϕ(P ) = 0 となるとき P を ϕ の零点 (zero) という.

定理 1.3 アフィン代数多様体において, すべての点で正則な有理函数は多項式函数である.

P ∈ V で正則な有理函数の全体を k[V ]P とおくと, k[V ]P は多項式函数の全体 k[V ] を含む整域である.

k[V ]P の商体もまた函数体 k(V ) なので, 有理函数は P で正則な有理函数の比で表せる. P が 1/ϕ の零点

であるとき, P を ϕ の極 (pole) という.

命題 1.4 k[V ]P は, P を零点にもつ有理函数の全体を唯一つの極大イデアルとする局所環である.

問 2 有理函数の定義域は, 十分に大きい部分集合であることを示せ.

§1.2 射影多様体

(a) a, b ∈ An+1 r {0} とする. a = c b なる c ∈ k× が取れるとき a ∼ b と書く. 同値類の全体

Pn = An+1 r {0}/∼ を n 次元射影空間 (n-projective space) という. P1 を射影直線, P2 を射影平面という.

(x0, x1, · · · , xn) ∈ An r {0} で代表される射影空間の点を連比 [x0 :x1 : · · · :xn] で表し, 斉次座標という.

アフィン空間 An+1 の座標系 X0, X1, · · · , Xn の連比 X0 :X1 : · · · :Xn を Pn の斉次座標系という. 多項式

環 k[X ] = k[X0, X1, · · · , Xn] の元 f(X) が f(λX) = λd f(X) (∀λ ∈ k) を満たすとき, f を d 次斉次多項

式という. d を斉次多項式 f の次数といい, deg f と書く. 斉次多項式で生成されたイデアルを斉次イデアル

という. 斉次イデアル I に対して,

V = V (I) = {x ∈ Pn | f(x) = 0 ∀f ∈ I は斉次多項式 }
を I によって定まる射影代数的集合 (projective algebraic set) という.

I(V ) = (f ∈ kX | f は斉次, f(x) = 0 (∀x ∈ V ))

を V の定義イデアルという. 剰余環 k[V ] = k[X ]/I(V ) を V の斉次座標環 (homogeneous coordinate ring)

という. 定義イデアルが素イデアルのとき, V を射影多様体 (projective variety) という.

命題 1.5 (1) 有限個の点からなる Pn の部分集合も, Pn 全体もアフィン代数的集合である.

(2) 射影代数的集合の有限個の和集合も, 任意個の共通部分もアフィン代数的集合である.

定理 1.6 Pn に, 射影代数的集合の全体を閉集合系とする位相が定義できる.

問 3 Pn の部分空間としての射影代数的集合 V の位相を, 斉次座標環 k[V ] を使って定義せよ.

(b) X0 :X1 : · · · :Xn を射影空間 Pn の斉次座標系とする. 斉次イデアル (Xj) によって定まる射影代数的

集合 V (Xj) の補集合を Uj とおくと, Uj = {[x0 : · · · ] ∈ Pn |xj 6= 0} と表せる. V (Xj) は Pn−1 に同型で,

Uj は An に同型である. V を射影代数的集合とする. Vj = V ∩Uj はアフィン空間 (Uj ' An) に含まれるア

フィン代数的集合になる. また V∞j = V ∩ V (Xj) は射影空間 (V (Xj) ' Pn−1) に含まれる射影代数的集合

で, 集合として V = Vj ∪ V∞j と書ける. Vj を座標 Xj に関するアフィン部分集合といい, V∞j を無限遠集合

, V∞j に属する点を無限遠点という.

(c) n 変数 d 次多項式 f に対して
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f̄(X0, X1, · · · , Xn) = Xd
0 f(X1/X0, · · · , Xn/X0)

は d 次斉次多項式で, f の斉次化という. V をアフィン代数的集合とし, I(V ) をその定義イデアルとする.

I(V ) の元を斉次化したもので生成される斉次イデアルを I(V ) とおく. I(V ) によって定まる射影代数的集

合 V̄ を V の射影閉包という. V̄ r V の点を V の無限遠点という.

(d) 1 次斉次多項式で生成された斉次イデアルによって定まる代数的集合 ` ⊂ Pn は超平面と呼ばれ, Pn−1

に同型である. また U = Pn r ` はアフィン空間 An に同型である. V̄ ⊂ Pn を射影代数的集合とする. 超平

面 ` で V̄ のどの既約成分も含まないものをとり, U = Pn r ` とおく. V = V̄ ∩ U はアフィン空間 U ' An
に含まれるアフィン代数的集合で, 空ではない. V の射影閉包は V̄ に等しい. V を V̄ のアフィン部分集合

といい, V ∩ ` を V の無限遠集合, V ∩ ` に属する点を無限遠点という. 射影代数的集合 V̄ の任意の点 P に

対して, P を通らない超平面 ` をとることで, P を含むアフィン部分多様体 V が存在する. このとき V を

P のアフィン近傍という. V̄ が射影代数多様体なら, アフィン部分集合 V はアフィン代数多様体になる. こ

のとき V を V̄ のアフィン部分多様体という. 射影多様体 V̄ が ` に含まれないなら, V̄ はアフィン部分多様

体 V の射影閉包である.

問 4 (1) 射影代数的集合 V̄ において, 任意のアフィン部分集合は開集合であることを示せ.

(2) 射影閉包は, アフィン代数的集合の射影空間における位相閉包であることを示せ.

§1.3 射影多様体の有理函数

(a) 有理式 f(X) ∈ k(X) = k(X0, X1, · · · , Xn) が f(λX) = λd f(X) (λ ∈ k) を満たすとき, f を d 次斉

次有理式といい, d を f の次数という. このとき f は次数の差が d の斉次多項式の比で表すことができる.

特に 0 次斉次有理式 f は, 次数の同じ斉次多項式 p, q で f = p/q と表すことができる.

(b) V̄ ⊂ Pn を射影多様体とし, I(V̄ ) をその定義イデアルとする. 0 次 n+1 変数斉次有理式 p/q で

q 6∈ I(V̄ ) なるものの全体を k[X ; V̄ ]0 と書く. p1/q1, p2/q2 ∈ k[X ; V̄ ]0 が p1 q2 − p2 q1 ∈ I(V̄ ) をみたすと

き, p1/q1 ∼ p2/q2 と定義する. k(V̄ ) = k[X ; V̄ ]0/∼ とおき, V̄ の函数体という. 函数体の元を有理函数とい

う. 函数体 k(V̄ ) の k 上の超越次数を V̄ の次元 (dimension) といい dim V̄ で表す.

定理 1.7 射影多様体の有理函数は自然にアフィン部分多様体の有理函数とみなせる. この意味で, 射影多

様体の函数体はアフィン部分多様体の函数体に同型で, 射影多様体の次元はアフィン部分多様体の次元に等

しい.

(c) ϕ を V̄ の有理函数とする. P ∈ V̄ に対して, 次数の同じ斉次多項式 p, q で ϕ = p/q, q(P ) 6= 0 となる

ものが取れるとき, ϕ は P で正則であるといい, P を ϕ の正則点という. ϕ(P ) = p(P )/q(P ) により ϕ の

正則点 P での値が定まる.

命題 1.8 V ⊂ V̄ を P ∈ V̄ のアフィン近傍とする. V̄ の有理函数が P で正則であることと, V の有理函

数として P で正則であることとは同値である. 従って P で正則な V̄ の有理函数の全体は k[V ]P に等しい.

ϕ の正則点全体の集合を domϕ とおき, ϕ の定義域という. ϕ の正則点 P において ϕ の値が定まるので,

有理函数はその定義域から k (= A1) への写像となる. ϕ(P ) = 0 となるとき P を ϕ の零点という. 写像の

定義域には含まれない点 P ∈ V̄ r domϕ で, 1/ϕ が P で定義され (1/ϕ)(P ) = 0 となるとき P を ϕ の極

という.

定理 1.9 射影代数多様体において, すべての点で正則な有理函数は定数函数である.
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(d) f1, · · · , fm を I(V̄ )の斉次多項式からなる生成系とする. P ∈ V̄ において, m×n行列 (∂fi/∂Xj(P ))i,j

の階数が n− dim V̄ であるとき P を非特異点といい, 階数が n− dim V̄ より小さいとき P を特異点という.

命題 1.10 P が射影多様体 V̄ の特異点であることと, P のアフィン近傍での特異点であることとは同値で

ある.

§1.4 有理写像・正則写像

(a) V をアフィン多様体とする. n 個の有理函数 f1, · · · , fn に対して,

ϕ = (f1, · · · , fn) : V 3 P 7−→ (f1(P ), · · · , fn(P )) ∈ An

を V から An への有理写像という. ϕ は f1, · · · , fn の定義域の共通部分で写像として定義される. ϕ の像

がアフィン代数多様体 V1 に含まれるとき, ϕ : V → V1 と書き V から V1 への有理写像という. 函数体の準

同型写像

ϕ∗ : k(V1) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ k(V )

が引き起こされる. ϕ の像が V1 の中で十分に大きいなら, ϕ∗ は単射になり, k(V1) は k(V ) の部分体に同型

である. 更に k(V ) が ϕ∗k(V1) 上有限次拡大となるとき, その拡大次数を ϕ の写像度 (degree) といい degϕ

と書く. このとき, 有限次拡大 k(V )/ϕ∗k(V1) のノルム写像 Nk(V )/ϕ∗k(V1) : k(V )× → ϕ∗k(V1)× に, 中への

同型 ϕ∗ の逆写像を合成した

ϕ∗ = (ϕ∗)−1 ◦ Nk(C)/ϕ∗k(C′) : k(C)× → k(C ′)×

が定義される. 乗法群の準同型写像 ϕ∗ を ϕ のノルム写像という.

命題 1.11 (1) ϕ の像が V1 の中で十分に大きいなら, ϕ∗ は体の埋め込みで, dimV1 ≤ dimV となる.

(2) dimV = dimV1 = 1 とする. ϕ が定数写像でなければ ϕ∗ は単射で, k(V )/ϕ∗k(V1) は有限次拡大で

ある.

(b) V をアフィン代数的集合とし, f0, f1, · · · , fn を有理函数とする.

ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn] : V 3 P 7−→ [f0(P ) : f1(P ) : · · · : fn(P )] ∈ Pn

を V から Pn への有理写像という. P ∈ V に対して, 有理写像 g を g f0, g f1, · · · , g fn が P で正則で少な

くともひとつ P で零にならないように取れるとき, ϕ は P で正則であるといい, P を ϕ の正則点という. ϕ

の正則点の全体を domϕ と書き, ϕ の定義域という. すべての点で正則な有理写像を正則写像という. 有理

写像 ϕ の像が射影多様体 V̄1 に含まれるとき, ϕ : V → V̄1 と書き V から V̄1 への有理写像という.

射影多様体からアフィン空間へ, 射影多様体からアフィン多様体へ, 射影多様体から射影空間へ, 射影多様

体から射影多様体への有理写像を同様に定義し, それらについて正則点, 定義域なども同様に定めることがで

きる.

V の有理函数 ϕ に対して, 有理写像 [1 :ϕ] : V → P1 を考える. ϕ の定義域において [1 :ϕ] は明らかに写

像として定義される. また ϕ の極 P においても [1 :ϕ](P ) = [1/ϕ : 1](P ) = [0 : 1] だから, [1 :ϕ] は P で正

則である.

命題 1.12 (1) 有理函数 ϕ に対して, [1 :ϕ] の定義域は ϕ の正則点と極の全体に等しい.

(2) ϕ が定数函数でないなら, [1 :ϕ] の像は P1 から有限個の点を除いたものとなる.

(c) V̄1, V̄2 を射影多様体とする. 正則写像 ϕ : V̄1 → V̄2, ψ : V̄2 → V̄1 で, ϕ ◦ ψ, ψ ◦ ϕが恒等写像であるもの
が取れるとき, V̄1 と V̄2 は同型 (isomorphic) であるといい V̄1 ' V̄2 と書く. ϕ, ψ を同型写像 (isomorphism)

という. アフィン多様体に対しても同様に同型, 同型写像が定義される.

V1, V2 をアフィン多様体または射影多様体とする. 像が十分に大きい有理写像 ϕ : V1 → V2, ψ : V2 → V1

で, ϕ ◦ ψ, ψ ◦ ϕ が殆どの点で恒等写像に等しいとき, ϕ, ψ を双有理写像 (birational map) といい, V1 と
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V2 は双有理同値 (birational equivalent) という. アフィン多様体 V とその射影閉包 V̄ は双有理同値である.

またそれらの函数体は同型であった. An の函数体も, Pn の函数体も, n 個の射影直線の直積 P1 × · · · × P1

の函数体も n 変数有理函数体に同型で, An, Pn, P1 × · · · × P1 は双有理同値である.

定理 1.13 双有理同値であるための必要十分条件は, 函数体が同型であることである.

§2 代数曲線

§2.1 射影直線 · 射影平面
射影空間の中でも 1 次元の射影直線と 2 次元の射影平面をこれからよく使う. アフィン直線, 射影直線は

有理函数などの値の属する空間として, アフィン平面, 射影平面は 1 変数代数函数体のモデルとしての平面

曲線を描くキャンパスとして.... 特に断らない限り以下の記号を固定して使う.

射影直線 P1 の斉次座標系 X0 :X1 を固定し, アフィン直線と同型な部分集合 U0 = {[x0 :x1] ∈ P1 |x0 6= 0}
をとる. 集合として P1 = U0 ∪ {[0 : 1]} と書ける. アフィン直線 U0 の座標系として z = X1/X0 が取れ,

U0 ⊂ P1 の点はこの座標で表す. [0 : 1] は z に関する無限遠点なので ∞ と書く. こうして P1 = A1 ∪ {∞}
と書ける. 別のアフィン部分集合 U∞ = {[x0 :x1] ∈ P1 |x1 6= 0} の座標として w = X0/X1 が取れる. U0 と

U∞ の共通部分 (U0 ∩ U∞ = P1 r {0, ∞}) において w = 1/z と書けるので, ∞ の近傍での解析にはアフィ
ン部分空間 U∞ と座標 w = 1/z を使えばよい.

射影平面 P2 の斉次座標系 X :Y :Z を固定する. U = {[a : b : 1] ∈ P2 | (a, b) ∈ A2} は x = X/Z,

y = Y/Z を座標系とするアフィン平面 A2 と同一視できる. x-座標は {[x0 : 0 : 1] |x0 ∈ A1} で, y-座標は

{[0 : y0 : 1] | y0 ∈ A1} で表される. `∞ = {[a : b : 0] ∈ P2 | [a : b] ∈ P1} を無限遠直線とよぶ. 集合として

P2 = A2 ∪ `∞ と書ける.

§2.2 平面曲線 · 代数曲線
(a) k を代数閉体とする. 1 次元アフィン代数多様体をアフィン代数曲線 (affine algebraic curve), 1 次元

射影多様体を射影曲線 (projective curve) という. アフィン代数曲線を貼り合わせた, 連結な代数多様体を代

数曲線 (algebraic curve) という. この解説での対象は非特異完備代数曲線なので, 殆どの場合, アフィン平

面曲線の非特異完備化を考えれば十分である. 非特異完備化はその手続きに応じていろいろな物が現れるが,

代数曲線ではすべて同型になるので, 結局のところどの手順を選んでも構わない. §2.6 で非特異完備化の具

体的な例を与える. そこでは幾つかの平面曲線について, 射影閉包をとり無限遠点などの特異点を具体的に

解消してみせる. 正統的な議論とは少し離れてしまい, 十分に満足のいく例ではないかもしれないが, それら

を見知っておくことで, 代数曲線により親しく接する機会になればと思います.

(b) 2 変数の多項式 f(x, y) ∈ k[x, y] に対して, イデアル (f) によって定まるアフィン代数的集合 C を

アフィン平面曲線 (affine plane curve) という. f を C の定義多項式, f = 0 を定義方程式という. 定義

多項式が既約のとき C を既約アフィン平面曲線という. このとき C は 1 次元アフィン代数多様体である.

f = f1 f2 · · · fr と既約多項式の積に分解するとき, C は f1, · · · , fr のそれぞれで定義された既約アフィン平面
曲線 C1, · · · , Cr の和集合となる. C1, · · · , Cr を C の既約成分という. 斉次多項式 f(X, Y, Z) ∈ k[X, Y, Z]

に対して, 斉次イデアル (f) によって定まる射影代数的集合 C を射影平面曲線 (projective plane curve) と

いう. f を C の定義多項式, F = 0 を定義方程式という. 定義多項式が既約のとき C を既約射影平面曲線と

いう. アフィン平面曲線, 射影平面曲線を平面曲線 (plane curve) という. 平面曲線 C の定義多項式の次数

m を, C の次数といい, C を m 次曲線という. 1 次曲線を直線という.
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(c) C : f(x, y) = 0 をアフィン平面曲線とする. ∂f/∂x(P ) = ∂f/∂y(P ) = 0 を満たす P = (a, b) ∈ C を
特異点といい, そうでないとき非特異点という. 非負整数 j ≥ 0 に対して, u, v の j 次斉次多項式 f

(j)
P (u, v)

を

f
(j)
P (u, v) = (u ∂

∂x
+ v ∂

∂y
)jf(P ) =

j∑
i=0

(
j
i

)
∂j

∂xi ∂yj−i
f(P )ui vj−i

で定義する. f
(r)
P (u, v) が恒等的に 0 ならない最小の r を P の重複度 (multiplicity) といい, このとき

P を r-重点という. 特異点は重複度が 2 以上で, 非特異点は重複度が 1 である. r-重点 P において,

f
(r)
P (x− a, y− b) = 0 で定義されるアフィン平面曲線を接錐 (tangent cone) という. 接錐は重複度を込めて

丁度 r 個の直線の和で, それぞれの直線は C に P で接する. r-重特異点 P (r ≥ 2) の接錐が異なる r 個の

直線の和となる (丁度 r 個の接線が引ける) とき, P を通常特異点 (ordinary singular point) という. 通常 2

重点を結節点 (node) という. P ∈ C が結節点のとき, 平行移動で P をアフィン平面の原点に移し, 2 つの異

なる接線を y = x, y = −x に移す線形変換により C の定義方程式は y2 − x2 + (x, y の 3 次以上の項) = 0

と書ける. 接線が 1 本しか引けない 2-重点では, 接線を y = 0 に移すことで y2 + (x, y の 3 次以上の項) = 0

となる. 適当な同型変換で y2 − x3 + (x, y の 4 次以上の項) = 0 となるとき, P を尖点 (cusp) という.

問 5 f(x, y) を斉次 3 次多項式とする. 既約なアフィン代数曲線 C : y2=f(x, y) は尖点をもつことを示せ.

問 6 F (X, Y, Z) を m 次斉次多項式とし, C : F (X, Y, Z) = 0 を射影平面曲線とする. 次を示せ.

(1) X ∂F
∂X

(X, Y, Z) + Y ∂F
∂Y

(X, Y, Z) + Z ∂F
∂Z

(X, Y, Z) = mF (X, Y, Z) が成り立つ.

(2) P ∈ C が特異点であるための必要十分条件は, ∂F∂X (P ) = ∂F
∂Y (P ) = ∂F

∂Z (P ) = 0 である.

(3) P ∈ C が特異点でないとき, P での接線は X ∂F
∂X

(P ) + Y ∂F
∂Y

(P ) + Z ∂F
∂Z

(P ) = 0 で与えれらる.

(4) Z-座標が 0 でない P ∈ C が C の特異点であることと, C ∩ {Z 6= 0} の特異点であることは同値で
ある.

(d) C を平面曲線とし, P ∈ C を非特異点とする. P における C の接線 `P は, P での C との交点数

IP (C, `P ) が 2 以上の直線である. P での交点数が 3 以上になるとき P を変曲点 (point of inflextion, flex)

という.多項式 f(x, y), 斉次多項式 F (X, Y, Z) に対して,

Hf (x, y) = det

∣∣∣∣∣∣

fxx fxy fx
fyx fyy fy
fx fy f

∣∣∣∣∣∣
HF (X, Y, Z) = det

∣∣∣∣∣∣

FXX FXY FXZ
FY X FY Y FY Z
FZX FZY FZZ

∣∣∣∣∣∣
とおく. ここで添え字はその変数に関する偏微分を表すものとする. アフィン平面曲線 C : f(x, y) = 0 に

対して, Hf (x, y) = 0 で表されるアフィン平面曲線を C の Hesse 曲線 (Hessian) という. 射影平面曲線

C : F (X, Y, Z) = 0 に対して, HF (X, Y, Z) = 0 で表される射影平面曲線を C の Hesse 曲線という.

定理 2.1 平面曲線の非特異点が変曲点であるための必要十分条件は, Hesse 曲線上にあることである.

問 7 上の定理を示せ.

§2.3 代数函数体

(a) K を体 k の拡大体とする. y ∈ K が k(x1, · · · , xr) 上代数的であるとき, y は x1, · · · , xr に k 上代数

的従属であるという. k 上代数的でないとき, x ∈ K は k 上超越的 (transcendental) であるという. K の部

分集合 S が k 上代数的独立であるとは, 任意の y ∈ S が, y を除く S の有限個の元の組すべてに対して代

数的従属でないときをいう. K の部分集合 S が代数的独立で, K が k(S) の代数拡大であるとき, S を k 上

の K の超越基という. 体 k の拡大 K に対して超越基 S は必ず存在し, S の濃度は一意に定まる. この濃度

を K の k 上の超越次数 (transcendence degree) といい tr. degkK で表す. K = k(S) となる超越基 S が取

れるとき, K を k の純超越拡大という.
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(b) 体 k の超越次数 n の純超越拡大を k 上の n 変数有理函数体 (rational function field) といい, その様

な体の有限次代数拡大を k 上の n 変数代数函数体 (algebraic function field) という. また k を K の係数

体という. K を k 上の 1 変数代数函数体とする. このとき k 上超越的な元 x ∈ K で K が k(x) 上有限次

拡大となるものが取れる. K が k(x) の分離拡大となるとき, x を分離元という.

定理 2.2 (F.K.Schmidt) 係数体が完全体の 1 変数代数函数体は, 常に分離元をもつ.

以下, 係数体 k は代数閉体とする. x を 1 変数代数函数体 K の分離元とすると, K は k(x) の単純拡大に

なる. K = k(x, y) と書ける. K の超越次数は 1 なので, x と y は k 上代数的従属である. 0 でない多項式

f(X, Y ) ∈ k[X, Y ] で f(x, y) = 0 なるのもが存在する. アフィン平面曲線 C : f(X, Y ) = 0 をとると, C

の函数体 k(C) は K に一致する.

定理 2.3 係数体が代数閉体のとき, 1 変数代数函数体は適当なアフィン平面曲線の函数体になる.

§2.4 局所環と局所助変数

(a) C を代数曲線とする. P ∈ C で正則な有理函数全体を k[C]P とし, P を零点にもつものの全体を MP

とおく.

命題 2.4 k[C]P は, MP を唯一つの極大イデアルとする局所環である. 特に P ∈ C が非特異点のとき整閉
である.

定理 2.5 P が特異点でないとき, k[C]P は離散付値環である.

(b) P を非特異点とする. 離散付値環 k[C]P から誘導された k(C) の加法的正規付値を ordP とおく. 付

値体 k(C) の完備化を k(C)P とおく. 有理函数を含む完備化の元 f に対して ordP (f) を f の P での位数

(order) という. 位数が非負のとき f は P で正則であるという. 位数が正のとき P を f の零点といい, 位

数が負のとき P を f の極という. k[C]P が整閉なので, これらは §1.1 (c), §1.3 (c) の定義と同値になる. P

が特異点のときは少し煩雑になる. k[C]P の整閉包 k[C]′P は有限個の極大イデアルをもつ環である. 各極大

イデアルは, 特異点解消の後に新たに付け加わる非特異点に対応する. 各極大イデアルごとに k[C]′P に離散

付値が定まり, k(C) が離散付値体になる. 以下, 非特異点の場合と同様の議論ができるが, 極大イデアルの選

び方で付値など異なることを注意しておく.

(c) 完備付値体 k(C)P の素元 (位数が丁度 1 の元) を P における局所助変数 (local parameter) という.

P での局所助変数 tP で k(C)P の元を Laurent 級数展開することで, k(C)P = k((tP )) と書ける. P ∈ C が
非特異点のとき局所助変数を P で正則な有理式に表せる有理函数を取ることができる. 特異点 P では一般

に k[C]P が整閉でないので, 局所助変数を P で正則な有理式に表せる有理函数で取ることはできない.

定理 2.6 非特異点での局所助変数 (となる有理函数) は函数体の分離元である. 即ち, tP ∈ k(C) を非特異

点 P ∈ C の局所助変数とするとき, k(C) は k(tP ) 上の有限次分離拡大体である.

定理 2.7 代数曲線の函数体は 1 変数代数函数体である. 代数曲線はあるアフィン平面曲線に双有理同値で

ある.

定理 2.8 双有理同値な代数曲線において, それらの非特異完備化は互いに同型である.

問 8 (1) 代数曲線 C1 : y2 = x2(x+ 1), C2 : y2 = x3, C3 : y2 = x4(x− 1) に関して, 特異点を求めよ.

(2) 各特異点における局所環が整閉であるかどうか調べ, 整閉包における極大イデアルを求めよ.

(3) それら代数曲線の函数体が有理函数体であることを示せ.
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(d) 射影直線における局所環, 局所助変数をまとめておく. 射影直線 P1 の斉次座標系を X0 :X1 とする

と, P1 の有理函数は X0, X1 の 0 次斉次有理式の全体に等しい. 0 次斉次有理式は, 分母分子を X0 の適

当なベキで割ることで, z = X1/X0 の有理式として表せる. 函数体 k(P1) は有理函数体 k(z) になる. z は

U0 = {X0 6= 0} ' A1 の座標系なので, P1 の函数体は A1 の函数体に等しい. a = [1 : a] ∈ A1 ⊂ P1 をとる.

有理函数 f ∈ k(P1) = k(z) が a で正則であるためには, 有理式としての f の分母が z = a で零にならなけ

ればよい. 局所環は k[P1]a = {f = p/q | p, q ∈ k[z], q(a) 6= 0} となる. k[P1]a は ua = z− a を素元とする離
散付値環で, ua で割り切れる回数で付値が定まる. 函数体の完備化 K(P1)a は k((ua)) = k((z − a)) で, 有

理式を z = a の近傍で Laurent 級数展開することに対応する.

無限遠点 ∞ = [0 : 1] ∈ P1 はアフィン部分直線 U∞ = {X1 6= 0} ' A1 の点と思い, 座標 w = X0/X1 = 1/z

を使って上と同様に考えることができる. 結論を w でなく z の言葉でまとめる. ∞ での局所環 k[P1]∞ は

{f = p/q | p, q ∈ k[z], deg p ≤ deg q} に等しく, 次数の差 deg q− deg q を f = p/q の付値とする離散付値環

をなす. ∞ の局所助変数として u∞ = 1/z がとれ, 函数体の ∞ での完備化は k((1/z)) に等しい.

§2.5 Bézout の定理

(a) 斉次多項式 f , g で定義された射影平面曲線をそれぞれ C, D とおく. m = deg f , n = deg g とし, C, D

は共通の既約成分をもたないとする. C と D の両方に属する点 P を, C, D の交点という. P を原点として

含むアフィン部分平面 A2 ⊂ P2 をとる. このアフィン部分平面 A2 の座標系を x, y とし, C ∩A2, D∩A2 の定

義多項式を f(x, y), g(x, y) と書く. 形式的ベキ級数環 k[[x, y]] において, 剰余環 k[[x, y]]/(f, g) は有限次元

k 線形空間になる. その次元を P における C と D の局所交点数といい, IP (C, D) (= dimk k[[x, y]]/(f, g))

とおく. このとき,

定理 2.9 (Bézout)
∑

P∈C∩D
IP (C, D) = mn

(b) C と D の交点 P は f(P ) = 0, g(P ) = 0 を満たすので, 連立方程式 f = g = 0 の根として得られる.

局所交点数は, 少しわかり難いが, 特異点で交わる場合を除いて, 連立方程式における根の重複度と考えてよ

い. C と D が普通に交わる場合の局所交点数は 1 で, 接する場合は 2 (以上), 接する度合いが増す毎にその

値は増えていく. 多くの場合に局所交点数は 1 になるので, 大雑把には C と D の交点の個数は mn 個と

いってもいいだろう.

定理 2.10 (簡易版) 共通の既約成分をもたない 2 つの射影平面曲線は必ず交点をもつ. 更にそれら射影平

面曲線の次数を m, n とおくとき, 交点の個数は高々 mn 個で, 接するなど特別な場合を除いて丁度 mn 個

である.

§2.6 アフィン平面曲線の完備化

(a) 2 次アフィン平面曲線は, 定義方程式が可約であるなら, 2 つの直線の和となり, その交点は特異点にな

る. アフィン平面上で平行であるならアフィン平面内に交点はもたないが, 射影閉包をとると無限遠点で交わ

り, 無限遠点を特異点にもつ. 既約な 2 次アフィン平面曲線は非特異で, その射影閉包も非特異である. 既約

な 2 次射影平面曲線は非特異で, 射影直線に同型である. この同型は Bézout の定理を使って具体的に書く

ことができる.

問 9 アフィン平面内の円, 楕円, 双曲線, 放物線を定義する方程式を与え, それらが特異点をもたないこと

を確かめよ. それぞれの射影閉包もまた特異点をもたず, すべて同型であることを同型写像を具体的に書い

て確かめよ.
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(b) k の標数が 2 でないとする. 3 次多項式 f(x) ∈ k[x] に対して, アフィン平面曲線

C : y2 = f(x)

を考える. f が重根をもたないとき, C は非特異アフィン平面曲線である. このとき C を楕円曲線 (elliptic

curve) という. 楕円曲線 C の射影閉包は C : Y 2 Z = Z3 f(X/Z) で定義される 3 次射影平面曲線である.

無限遠点は [0 : 1 : 0] ∈ C の 1 点で, [0 : 1 : 0] でも非特異なので, C は非特異 3 次射影平面曲線である.

O = [0 : 1 : 0] ∈ C とおく. 2 点 P , Q ∈ C をとる. Bézout の定理より, P , Q を通る直線 (P = Q のときは

P での接線) は第 3 の点 R で C と交わる. R と O を通る直線も R′ で C と交わる. ここで P ⊕Q := R′

と定める. C は ⊕ に関して O を零元とする加法群の構造をもつ.

問 10 (1) アフィン平面曲線 C : y2 = f(x) (deg f = 3) が非特異であることと, f(x) = 0 が重根をもた

ないことが同値であることを示せ. C の射影閉包 C が無限遠点で非特異であることを示せ.

(2) ⊕ が O を零元とする加法を C の上に定めることを確かめよ.

(3) P , P ′, O が同一直線上にあるとき, P と P ′ の座標の関係を記せ.

(c) a1, a2, a3, a4, a6 ∈ k をとり, 3 次アフィン平面曲線

C : y2 + a1 x y + a3 y = x3 + a2 x
2 + a4 x+ a6

を考える. k の標数が 2 と異なるとき, 定義方程式の左辺を y に関して平方完成することで, C はアフィン

平面曲線

C1 : y2 = 4x3 + b2 x
2 + 2 b4 x+ b6

と同型である. ただし b2 = a2
1 − 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a2

3 + 4a6 とおいた. 更に c4 = b22 − 24b4,

c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6 とおく. k の標数が 3 と異なるなら, C および C1 は

C2 : y2 = x3 − 27c4 x− 54c6

に同型である. C1 および C2 を (b) で扱ったもので, C はそれらと同型なアフィン平面曲線である. C の定

義方程式を Weierstrass 方程式という. C の射影閉包を C における無限遠点は [0 : 1 : 0] の唯一つの点で,

非特異点である. C あるいは C が特異点をもたないとき, C を楕円曲線という.

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b6b6 = (c34 − c26)/1728

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4

とおく. ∆ を C の判別式という. ∆ 6= 0 のとき

j = j(C) = c34/∆ = 1728 c34/(c
3
4 − c26)

とおき, C の j-不変量という.

定理 2.11 (1) 判別式 ∆ は k の標数によらず a1, · · · , a6 の式で表される. C の射影閉包 C が特異点を

もたないことと ∆ 6= 0 であることは, k の標数によらず, 必要かつ十分である.

(2) Weierstrass 方程式で定義された楕円曲線 C, C ′ が同型であるための必要十分条件は j(C) = j(C ′)

である.

少し補足する. 本来, 楕円曲線とは 1 次元アーベル多様体, 非特異完備代数曲線で代数的に定義された群

演算をもつもののことをいう. (b) の代数曲線には, 無限遠点 O = [0 : 1 : 0] を零元とする加法が有理写像の

形で定義され, 1 次元アーベル多様体になるので楕円曲線と呼んだ. Weierstrass 方程式で定義された C に

関しても, 無限遠点 O = [0 : 1 : 0] を零元とする加法が全く同じ手続きで定義される. C も 1 次元アーベル多

様体, 即ち楕円曲線である. 1 次元アーベル多様体としての楕円曲線に同型を考えるなら, 単に曲線としての

同型ではなく, 加法も込めて同型をいうべきである. 実際には, 代数曲線の同型写像が零元を保つなら加法演

算も保たれるので, Weierstrass 方程式で定義された楕円曲線の場合には無限遠点を保つ同型写像を考えれば

よい. アフィン曲線間の同型写像 (座標変換に過ぎない) と j-不変量の関係を計算したのが, 定理の (2) であ

る. j-不変量は楕円曲線の不変量であって, 代数曲線の不変量ではないことを注意しておく.
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(d) k の標数が 2 でないとする. 4 次多項式 f(x) ∈ k[x] をとる. 4 次アフィン曲線 C : y2 = f(x) は,

f(x) = 0 が重根をもたないなら非特異である. C の射影閉包 C : Y 2 Z2 = Z4 f(X/Z) は, 無限遠点 [0 : 1 : 0]

を特異点にもつ. 3 通りの手順で, C の非特異完備化を構成する.

まずは, 標準的なブローアップを行う. C は唯一つの無限遠点 P0 = [0 : 1 : 0] を特異点にもつので, P0 の

アフィン近傍を P0 でブローアップしたアフィン代数曲線 C0 と C との貼り合わせを作れば良い. 4 次式 f

を f(x) = a0 x
4 + a1 x

3 + a2 x
2 + a3 x+ a4 と書く. P0 を含むアフィン近傍

C ′0 : z2 = a0 x
4 + a1 x

3 z + a2 x
2 z2 + a3 x z

3 + a4 z
4

をとる. 特異点 (0, 0) ∈ C ′0 を解消したアフィン代数曲線を C0 とおく. (0, 0) ∈ C ′0 は 2 つの接線をもつ 2

重点 (結節点) なので, C0 上の 2 つの点に分かれる. より具体的に C0 は

C0 : v2 = a0 + a1 u+ a2 u
2 + a3 u

3 + a4 u
4 (= u4 f(1/u))

で定義されるアフィン平面曲線で, f が重根をもたないので, 非特異である. 有理写像

ϕ0 : C 3 (x, y) 7−→ (1/x, y/x2) ∈ C0

により, C と C0 は双有理同値になる. ϕ0 は, C r {(0, ±√a4)} から C0 r {(0, ±
√
a0)} への同型写像であ

る. ϕ0 で C と C0 を貼り合わせた代数曲線を Ĉ とおく. このとき Ĉ は非特異完備代数曲線になる. 従っ

て Ĉ が C の非特異完備化にあたる. u = 1/x より, Ĉ における C の無限遠点は u-座標が 0 の C0 の点

(0 ±√a0) の 2 点である. (0,
√
a0) に対応する無限遠点を P∞ とし, (0, −√a0) に対応する無限遠点を P ′∞

とする. このとき P∞ の u-座標は 0 で v-座標は
√
a0 である. また P ′∞ の u-座標は 0 で v-座標は −√a0 で

ある. k(C) = k(Ĉ) = k(C0) = k(u, v) なので, C の有理函数の無限遠点での値は, 有理函数を u, v で展開

し, u, v-座標の値を代入すれば良い.

アフィン平面の平行移動と, ブローアップを組み合わせて非特異完備化を与える. f(x) = 0 の根 α ∈ k を
とる.

f(x) = a0 (x− α)4 + a1 (x − α)3 + a2 (x− α)2 + a3 (x− α)

となる. f(x) = 0 は重根をもたないので a3 6= 0 である. ここで

Cα : v2 = a3 u
3 + a2 u

2 + a1 u+ a0

は非特異 3 次アフィン平面曲線, つまり楕円曲線である. 有理写像

ψ : C 3 (x, y) 7−→ (1/(x− α), y/(x− α)2) ∈ Cα
は, C から Cα への双有理同値を与える. Cα の射影閉包 Cα は (b) より非特異射影平面曲線である. ψ の

Cα への延長を再び ψ と書くと,

ψ : C 3 (x, y) 7−→ [x− α : y : (x− α)2] ∈ Cα
ψ は C の Cα への埋め込みなので, Cα は C の非特異完備化である. またこのとき, 射影閉包 C における

C の無限遠点 [0 : 1 : 0] は, 2 点 (0, ±√a0) ∈ Cα に対応する.

最後のものは, 少し技巧的だが..... 4 次多項式 f(x) の平方根
√
f(x) をベキ級数体 k((1/x)) で開平する.

√
f(x) =

√
a0 x4 + a1 x3 + a2 x2 + a3 x+ a4 = b0 x

2 + b1 x+ b2 + b3/x+ · · ·
有理函数 u = y− (b0 x

2 + b1 x), v = x y− (b0 x
3 + b1 x

2 + b2 x), w = x2 y− (b0 x
4 + b1 x

3 + b2 x
2 + b3 x) は,

u2 + 2 b0w + 2 b1 v − a4 = 0 , uw − v2 − b2 w + b3 v = 0

を満たす. どちらも w の 1 次式なので w を消去して, u と v の関係式を得る.

2 b0 v
2 + 2 b1 u v − a3 v = −u3 + b2 u

2 + a4 u− a4 b2

a0 = b20 に注意して (u0, v0) = (−2 b0 u, 4 b0 v) とおくと, u0, v0 は次を満たす.

v2
0 − 2 b1 u0 v0 − 2 b0 a3 v0 = u3

0 + 2 b0 b2 u
2
0 − 4 a0 a4 u0 − 8 a0 a4 b0 b2

このままでも良いがさらに (u2, v2) = (u1, v1− b1 u0− b0 a3) = (−2 b0 u, 4 a0 v+ 2 b0 b1 u− b0 a3) とおくと,

v2
2 = u3

2 + a2 u
2
2 + (−4 a0 a4 + a1 a3)u2 + (a0 a

2
3 − 4 a0 a2 a4 + a2

1 a4)
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なる関係式を得る. すべての係数がもともとの C の定義方程式の係数で書けていることを注意しておく.

C∞ : y2 = x3 + a2 x
2 + (−4 a0 a4 + a1 a3)x+ (a0 a

2
3 − 4 a0 a2 a4 + a2

1 a4)

ϕ∞ : C 3 P 7−→ (u2(P ), v2(P )) ∈ C∞
ϕ∞ は C から C∞ への双有理写像になり, C∞ の射影閉包 C∞ は C の非特異完備化になる. 射影閉包

C における C の無限遠点 [0 : 1 : 0] に対応する点は少し見え難くなっているが, C∞ の唯一つの無限遠点と

(−2b0b2, 3b20b3) ∈ C∞ の 2 点である.

問 11 (1) C の非特異完備化 Ĉ, Cα, C∞ は互いに同型であることを確かめよ.

(2) Cα の加法を, 上の同型写像を通して Ĉ の上に描くことができる. その演算手続きを図形的に説明

せよ.

(3) C∞ の加法を, 上の同型写像を通して Ĉ の上に描くことができる. その演算手続きを図形的に説明

せよ.

(e) k の標数が 2 でないとし, (b), (d) を次数に関して一般化したものを扱う. 重根をもたない多項式

f(x) ∈ k[x] に対して, アフィン平面曲線 C : y2 = f(x) を考える. このとき C は非特異アフィン平面曲線に

なる. C (の非特異完備化) を超楕円曲線 (hyperelliptic curve) という. 正しくは後で定義する種数によって

呼び名が変わる (§3.5, §4.5). この曲線 C については f の次数 n = deg f で区別できる. n ≤ 2 のとき 2 次

曲線 (conic), n = 3, 4 のとき楕円曲線 (elliptic curve), n ≥ 5 のとき超楕円曲線という. 2 次曲線は (a) で,

n = 3 の楕円曲線は (b) で, n = 4 のものは (d) で扱った. 以下ここでは n ≥ 5 の超楕円曲線 C : y2 = f(x)

について非特異完備化を構成する.

4 次のときのブローアップと同じ手続きでをとる. n = deg f , m = [(n + 1)/2] とおく. n が奇数のとき

n = 2m− 1 で, n が偶数のとき n = 2m である. C の射影閉包 C は唯一つの無限遠点 [0 : 1 : 0] を特異点に

もつ. その特異点を解消したアフィン代数曲線として,

C0 : v2 = u2m f(1/u)

を取ることができる. C が非特異なので (従って f は重根をもたないので), C0 もまた非特異アフィン平面

曲線である. C0 も超楕円曲線で, 次数は 2m を超えない. f(x) の定数項が 0 でないなら次数は 2m で, 0 な

ら次数は 2m− 1 である. 有理写像

ϕ0 : C 3 (x, y) 7−→ (1/x, y/xm) ∈ C0

により, C と C0 は双有理同値になる. ϕ0 で C と C0 を貼り合わせた代数曲線を Ĉ とおく.

命題 2.12 Ĉ は C の非特異完備化で, 無限遠点は, 次数が奇数のとき 1 点で, 次数が偶数のとき 2 点で

ある.

次数 n = deg f が偶数の超楕円曲線 C : y2 = f(x) において, f(x) = 0 の根 α ∈ k をとる. このとき

f(x) = a0 (x− α)n + a1 (x− α)n−1 + · · ·+ an−1 (x− α) と書ける.

C ′ : v2 = an−1 u
n−1 + · · ·+ a1 u+ a0

とおくと, C ′ は非特異アフィン平面曲線で, 特に次数が奇数の超楕円曲線である. C を C ′ は双有理同値で,

貼り合わせ C ∪ C ′ もまた C の非特異完備化である. C ∪ C ′ は C ′ の非特異完備化でもあるので, C と C ′

のどちらから始めても同じ非特異完備代数曲線 C ∪C ′ を扱うことになる. 閉体上で扱う限り, 超楕円曲線と

して deg f が奇数のものをとり, 無限遠点は唯一つと考えても十分である.

超楕円曲線 C : y2 = f(x) において, 有理写像 ι : C 3 (x, y) 7−→ (x, −y) ∈ C が定義される. ι は自分自

身への同型写像で, 2 回繰り返すと恒等写像になる. ι を超楕円対合 (hyperelliptic involution) という. C の

非特異完備化は, C と双有理同値な超楕円曲線を貼り合せて作ったので, 無限遠点においても超楕円対合が

定義される. f が奇数次のとき無限遠点は唯一つで, ι で不変である. f が偶数次のときは無限遠点は 2 つあ

り, ι で互いに移りあう. 無限遠点以外の点で ι で不変なものは, y-座標が 0 となるので, x-座標が f(x) = 0
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の根になる n (= deg f) 個である. 無限遠点も含めて ι で不変な点は, f が奇数次のときは n+ 1 個で, f が

奇数次のときは n 個である. まとめて m = [(n+ 1)/2] で表すと, 超楕円曲線 C : y2 = f(x) の超楕円対合

で不変な点は丁度 2m 個である.

問 12 (1) アフィン平面曲線 C : y2 = f1(x) f2(x)2 は C ′ : v2 = f1(u) に双有理同値であることを示せ.

(2) アフィン平面曲線 C : y2 = f(x) が非特異であることと, f(x) = 0 が重根をもたないことは同値で

ある.

(f) k の標数が 2 でも 3 でもないとする. C : F (X, Y, Z) = 0 を既約な 3 次射影平面曲線とする.

問 13 C が特異点をもつとする. 特異点は丁度 1 つで, C は射影直線に双有理同値であることを示せ.

C : F (X, Y, Z) = 0 を非特異 3 次射影平面曲線とし, HF (X, Y, Z) = 0 を C の Hesse 曲線とする. F は

3 次斉次多項式なので HF も 3 次斉次多項式になる.

命題 2.13 C は丁度 9 個の変曲点をもつ.

P∞ を C の変曲点とし, P∞ での接線を ` とおく. 射影平面の斉次座標変換により (新しい斉次座標系を

再び X :Y :Z と書く), P∞ を [0 : 1 : 0] に ` を {Z = 0} に移すことができる. このとき

命題 2.14 C は Weierstrass 方程式で定義される射影平面曲線に同型である.

問 14 命題 2.12 を示せ. また, C が特異点をもつときにも, 上と同様の手続きで命題 2.12 が成り立つこと

を示せ.

(g) 簡単のため k の標数は 0 とする. 重根をもたない 4 次多項式 f(x) ∈ k[x] をとる. アフィン平面曲線

C : y3 = f(x)

は特異点をもたない. 射影平面における C の射影閉包は

C : Y 3 Z = f(X/Z)Z4

と表される. C における C の無限遠点は [0 : 1 : 0] の 1 点で, 特異点ではない. 従って C は非特異射影曲線,

つまり C の非特異完備化にあたる.

(h) 少し一般の場合を考える. ここでも簡単のため k の標数は 0 とする. アフィン平面曲線

C : y3 = f(x) (f(x) ∈ k[x])

をとる. C は, f の次数 deg f が 1 以下なら有理曲線, 2 次なら楕円曲線になり, 3 次のものは (f) で, 4 次の

ものは (g) で扱った. ここでは deg f ≥ 5 とする.

命題 2.15 (1) 多項式 f1, f2, f3 ∈ k[x] で, f = f1 f
2
2 f

3
3 を満たし f1 f2 は重根をもたないものが存在する.

(2) アフィン平面曲線 C1 : f2(x) y3 = f1(x), C2 : f1(x) y3 = f2(x) は特異点をもたない.

(3) C1, C2 は C : y3 = f(x) に双有理同値である.

n1 次と n2 次の多項式 f1, f2 ∈ k[x]は互いに素で重根をもたないとする. アフィン平面曲線 C1 : f2(x) y3 =

f1(x) の射影閉包を C1 とおく. 先に (f) や (g) で扱ったものを省くために, n1 ≥ 5 または n2 ≥ 1 とする.

命題 2.16 s = n1 − n2 − 3 とおく. C1 における C1 の無限遠点は,

(1) s > 0 のとき, [0 : 1 : 0] の 1 点で, 特異点である.

(2) s = 0 のとき, [0 : 1 : 0] と [1 :a : 0] (a は a3 = (f1 の最高次の係数)/(f2 の最高次の係数) なる k の

元) の 4 点で, [1 :a : 0] は非特異点である. [0 : 1 : 0] は deg f2 > 1 のとき特異点で, n2 = 1 のとき非特異点で

ある.

(3) s < 0 のとき, [0 : 1 : 0] と [1 : 0 : 0] の 2 点で, [1 : 0 : 0] は特異点である. [0 : 1 : 0] は n2 > 1 のとき特

異点で, n2 = 1 のとき非特異点である.
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簡単に, 特異点の様子を調べてみる. s = 0, s < 0 の場合も本質的に何も変わらないが, 並べて書くと煩雑

になるので演習問題として省略し, ここでは s > 0 の場合のみ述べる. m = n1 − 3 とおく. (f) や (g) で扱っ

たものを除くと m ≥ 2 としてよい.

命題 2.17 C1 の唯一つの特異点 [0 : 1 : 0] は重複度 m の特異点である. f2(x) =
∑

bj x
j と書くとき接錐

の定義方程式は Zs (
∑
j! (m− j)! bj Xj Zn2−j) = 0 である.

問 15 s ≤ 0 の場合に, 無限遠特異点における接錐を求めよ.

特異点を一つずつ解消していってもいいが, この曲線に対しては双有理同値な 4 つのアフィン代数曲線を

貼り合わせればよい. r = 0, ±1 を r ≡ n1 − n2 mod 3 にとる. r = −1 のとき f̃1(x) = xn1+1 f1(1/x),

f̃2(x) = xn2 f2(1/x) とおき, r = 0, 1 のとき f̃1(x) = xn1 f1(1/x), f̃2(x) = xn2+1 f2(1/x) とおく.

命題 2.18 C1 : f2(x) y3 = f1(x), C2 : f1(x) y3 = f2(x), C̃1 : f̃2(x) y3 = f̃1(x), C̃2 : f̃1(x) y3 = f̃2(x) は非

特異アフィン平面曲線で,互いに双有理同値である. 双有理写像で貼り合わせた代数曲線 Ĉ1 = C1∪C2∪C̃1∪C̃2

は非特異完備代数曲線で, C1 の非特異完備化である.

問 16 双有理写像 C1 3 (x, y) 7−→ (x, ∗) ∈ C2, C1 3 (x, y) 7−→ (1/x, ∗) ∈ C̃1, C1 3 (x, y) 7−→ (1/x, ∗) ∈
C̃2 を具体的に書き表せ. C1 の座標函数 x, y を非特異完備化 Ĉ1 = C1 ∪ C2 ∪ C̃1 ∪ C̃2 の有理函数に延ばし

たとき, 有理写像としての x, y : Ĉ → P1 が全射正則写像であることを確かめよ.

問 17 非特異完備化 Ĉ1 における C1 の無限遠点の個数を求めよ. (上の問いにも関係するが, Ĉ1 r C1

には x-座標函数の値が無限大の点だけでなく, 有限の値をとる点もある. それらすべてを ”無限遠点” と呼

ぶのは少し気が引けるが, x-座標函数の値ごとに ”無限遠点” の個数を数えてみよ. )

(i) 簡単のため k の標数は 0 とする. d > 1 とし, n1 次と n2 次の多項式 f1, f2 ∈ k[x] は互いに素で重根

をもたないとする. このとき, アフィン平面曲線

C : f2(x) yd = f1(x)

は特異点をもたない. C の射影閉包を C とおく.

命題 2.19 s = n1 − n2 − d, m = n1 − d とおく. s > 0 とする. C における C の無限遠点は [0 : 1 : 0] の唯

一つで, 重複度は m である. f2(x) =
∑

bj x
j と書くとき接錐は Zs (

∑
j! (m− j)! bj Xj Zn2−j) = 0 で定義

される.

問 18 s ≤ 0 のとき, C における C の無限遠点を求め, 特異点であるかどうか調べよ. また, 接錐を計算

せよ.

|r| ≤ d/2 を r ≡ n1 − n2 mod d となるようにとる. r = 0, ±1 のとき, C の非特異完備化は (h) の命題

2.18 と全く同様にできる. r 6= 0, ±1 のときは, 簡単ではないが標準的な手続きで特異点を解消することがで

きる. 煩雑になるのと, ここまでで十分に例を挙げたと思うので, 以下は省略する. 冗長になるかもしれないが,

r = −1 のとき f̃1(x) = xn1+1 f1(1/x), f̃2(x) = xn2 f2(1/x) とおき, r = 0, 1 のとき f̃1(x) = xn1 f1(1/x),

f̃2(x) = xn2+1 f2(1/x) とおくと, 命題 2.18 と全く同じ (y のベキ指数のみ異なる) 次の命題が成り立つ.

命題 2.20 C1 : f2(x) yd = f1(x), C2 : f1(x) yd = f2(x), C̃1 : f̃2(x) yd = f̃1(x), C̃2 : f̃1(x) yd = f̃2(x) は非

特異アフィン平面曲線で,互いに双有理同値である. 双有理写像で貼り合わせた代数曲線 Ĉ = C1∪C2∪C̃1∪C̃2

は非特異完備代数曲線で, それぞれのアフィン平面曲線の非特異完備化である.

問 19 r 6= 0, ±1 とする.

(1) C : f2(x) yd = f1(x) の非特異完備化 Ĉ を 4 つの非特異アフィン平面曲線の貼り合わせで与えよ.

(2) C の座標函数 x, y を Ĉ の有理函数に延ばしたとき, x, y : Ĉ → P1 が全射正則写像であることを

示せ.

(3) 非特異完備化 Ĉ における C の無限遠点の個数を求めよ.
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§3 分岐被覆と Riemann-Hurwitz の公式

§3.1 代数曲線の有理写像

(a) C を代数曲線とし, f を有理函数とする. [1 : f ] : C 3 P 7−→ [1 : f(P )] ∈ P1 は C から P1 への有理写

像である. 有理写像 ϕ = [f : g] : C → P1 は, f が零写像なら, ϕ = [0 : g] = [0 : 1] =∞ なので, ∞ に値をも
つ定数写像である. f が零写像でないなら, f の零点を除いたところで ϕ = [f : g] = [1 : g/f ] なので, ϕ は有

理函数 g/f に対応する. 従って, C から P1 への有理写像の全体は, k(C) ∪ {∞} に 1 対 1 に対応する.

(b) 代数曲線の非定数有理写像 ϕ : C → C ′ はほとんど全射なので, C ′ の有理函数 f ∈ k(C ′) に対して

f ◦ ϕ は C の有理函数になる. 体の準同型写像 ϕ∗ : k(C ′) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ k(C) が引き起こされる.

命題 3.1 (1) 非定数有理写像 ϕ : C → C ′ に対して, k(C) は ϕ∗k(C ′) の有限次拡大である.

(2) 体の中への k-同型 ψ : k(C ′)→ k(C) に対して, ϕ∗ = ψ なる有理写像 ϕ : C → C ′ が唯一つ存在する.

(3) k を含む k(C) 部分体 K を [k(C) :K] <∞ にとる. このとき, 代数曲線 C0 と有理写像 ϕ : C → C0

で ϕ∗k(C0) = K を満たすものが存在する.

(c) C を代数曲線とし, ϕ : C → Pn を射影空間への有理写像とする.

定理 3.2 非特異点 P ∈ C において ϕ は正則である.

系 3.3 (1) 非特異代数曲線から射影空間への有理写像は, 正則写像である.

(2) 非特異完備代数曲線の間の有理写像は, 定数写像であるか全射である.

(3) 非特異完備代数曲線の間の写像度が 1 の有理写像は同型写像である.

問 20 (1) 非特異点の局所助変数をうまく使って, 定理 3.2 を示せ.

(2) 非特異完備代数曲線は射影空間に射影曲線として埋め込まれることを使って, 系 3.3 を示せ.

(d) C, C ′ を非特異完備代数曲線とし, ϕ : C → C ′ を有理写像とする. ϕ が定数写像でないとき, 有限次拡

大 k(C)/ϕ∗k(C ′) の拡大次数を ϕ の写像度といい degϕ と書く. ϕ が非零定数写像のとき degϕ = 0 と定

義し, 零写像に対して deg 0 = −∞ とおく. k(C)/ϕ∗k(C ′) が分離的拡大体のとき ϕ を分離的 (separable)

といい, k(C)/ϕ∗k(C ′) が (純) 非分離的拡大体のとき ϕ を (純) 非分離的 ((purely) inseparable) という.

k(C)/ϕ∗k(C ′) の分離次数, 非分離次数を ϕ の分離次数, 非分離次数といい, degs ϕ, degi ϕ と書く.

(e) k の標数が p (> 0) の場合を考える. q = pr に対して, q-乗 Frobenius 写像 π を, 体 k 上では体の同

型写像 π : k 3 x 7−→ xq ∈ k として, 多項式環上では係数への作用 π : k[X ] 3 f 7−→ fπ ∈ k[X ] として, ア

フィン空間 An, 射影空間 Pn 上では各成分への作用として定義する. 代数曲線 C に対して, I(C)π によって

定まる代数曲線を Cπ とおく. 自然な有理写像 π : C 3 P → Cπ を, 代数曲線の q-乗 Frobenius 写像と

いう.

命題 3.4 拡大 k(C)/π∗k(Cπ) は q 次純非分離的である. 従って π は q 次の純非分理的有理写像である.

命題 3.5 k の標数を p > 0 とする. ϕ : C → C ′ を非特異代数曲線の非定数有理写像とする. q = degi ϕ と

おき, π を q-上 Frobenius 写像とする. このとき, 分離的有理写像 ψ : Cπ → C ′ で ϕ = ψ ◦ π となるものが
存在する.

§3.2 有理写像の分岐点
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(a) C̃, C を非特異完備代数曲線とし, ϕ : C̃ → C を非定数有理写像とする. P ∈ C̃ とする. ϕ(P ) ∈ C
は非特異点なので, 局所助変数 tϕ(P ) ∈ k(C)ϕ(P ) を Q で正則な有理式に表せる有理函数に取ることが

できる. eϕ(P ) = ordP (ϕ∗tϕ(P )) を P での ϕ の分岐指数 (ramification index) という. k(C)ϕ(P ) =

k((tϕ(P ))) なので, 完備離散付値体 k(C̃)P の中での ϕ∗k(C) の閉包は k((ϕ∗tϕ(P ))) である. 分岐指数は完

備体 k(C̃)P /k((ϕ∗tϕ(P ))) の拡大次数に等しい. 分岐指数が 2 以上のとき P を ϕ の分岐点 (branch point)

といい, ϕ は P で分岐する (ramified) という. 分岐指数が 1 のとき P を ϕ の不分岐点 (unbranch point)

といい, ϕ は P で不分岐である (unramified) という. ϕ が不分岐であるとは, C̃ のすべての点で不分岐な

ときをいう. Q ∈ C に対して, ϕ(P ) = Q なる P ∈ C̃ を Q の上にある点という. Q の上のすべての点で

ϕ : C̃ → C が不分岐であるとき ϕ は Q で不分岐であるといい, そうでないとき Q で分岐するという. 分岐

点 P での分岐指数が k の標数で割れるとき, 野性的分岐 (wild ramification) といい, k の標数で割れないと

き, 順な分岐 (tame ramification) という.

命題 3.6 (1) すべての Q ∈ C で,
∑

P∈ϕ−1(Q)

eϕ(P ) = degϕ が成り立つ.

(2) 有限個の点を除く殆どすべての Q ∈ C で, ]ϕ−1(Q) = degs ϕ が成り立つ.

(3) 非定数有理写像の合成に関して, eψ ◦ϕ(P ) = eϕ(P ) eψ(ϕ(P )) が成り立つ.

問 21 代数体の拡大における素点の分岐指数と, 非特異完備代数曲線の間の非定数有理写像における曲線

上の点の分岐指数は, 全く同等の概念であることを後者を函数体の言葉で書き直すことで説明せよ. 代数体

の拡大での惰性にあたるものが, 代数曲線の場合に現れないことを説明せよ.

(b) ϕ : C̃ → C を非特異完備代数曲線の非定数有理写像とする. 代数閉体 k 上の 1 変数代数函数体の有限

次分離拡大 k(C̃)/ϕ∗k(C) は単純拡大である. k(C̃)/ϕ∗k(C) の生成元の最小多項式 F (X) ∈ ϕ∗k(C)[X ] を

とる.

定理 3.7 F (X) を完備離散付値体 k((ϕ∗uQ)) 係数の多項式として既約元分解を F (X) = F1(X) · · ·Fr(X)

とする. このとき ϕ−1(Q) = {P1, · · · , Pr} で, 適当に並べ替えて eϕ(Pj) = degFj となるようにできる.

P ∈ C̃ , Q = ϕ(P ) ∈ C とする. tP を P での局所助変数とし, e = eϕ(P ) とおく. Q での局所助変数

uQ ∈ k(C) の k(C̃) ⊂ k((tP )) への持ち上げは, ϕ∗uQ = teP + ∗te+1
P + · · · と書ける. teP の項の係数は, tP か

uQ に織り込んで 1 になるようにした.

命題 3.8 分離的な非零有理函数 f ∈ k(C̃) に対して, ordP (ϕ∗f) = eϕ(P ) ordϕ(P )(f) が成り立つ.

定理 3.9 f を非特異完備代数曲線 C の分離的非定数有理函数とする. 有理写像 [1 : f ] : C → P1 に

関する P ∈ C の分岐指数を ef (P ) とおく. P が f の極なら ordP (f) = −ef (P ) で, 極でないなら

ordP (f − f(P )) = ef (P ) である. f のすべての極の位数の和と f のすべての零点の位数の和は一致し,∑
P

ordP (f) = 0 が成り立つ.

(c) eが k の標数で割れない (野性的分岐でない)なら, (ϕ∗uQ)1/e = (teP +∗te+1
P + · · · )1/e = tP +∗t2P + · · · ∈

k((tP )) と二項展開できる. 右辺は k(C1)P の素元なので P での局所助変数になる. それを改めて tP と置

き直せば,

定理 3.10 P での分岐が野性的でないなら, 局所助変数 tP ∈ k(C)P で, teP = ϕ∗uQ なるものが取れる.

P での分岐が野性的 (分岐指数が k の標数で割り切れる) とする. uQ の持ち上げの展開 ϕ∗uQ = teP + · · · ∈
k((tP )) に現れる tP のすべてのベキ指数が k の標数 p (> 0) で割り切れるなら, 右辺は tP のベキ級数の p

乗の形に表せるので, 拡大 k((tP ))/k((ϕuQ)) は非分離的である. 同じことだが, 拡大 k((tP ))/k((ϕ∗uQ)) が

分離的なら, ϕ∗uQ の tP での展開に p と素なベキ指数の項が現れる. §4.2 で定義する局所微分の言葉での
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言うと, 局所微分 (duQ)Q の引き戻し (ϕ∗(duQ)Q)P は, k((tP ))/k((ϕ∗)) が分離的なら非零で, 非分離的なら

零になる.

§3.3 局所助変数の具体的な形

(a) 与えられた代数曲線の特異点を無くし完備なものに取り替えることは重要である. 前節で具体的に計算

したようにその様な操作は可能であった. そこでは, 特異点や無限遠点の近傍を双有理写像で非特異なものに

貼りかえていく作業を行った. 代数曲線の場合には, 有限回の貼りかえで非特異完備なものに到達し, また非

特異完備化された代数曲線は手順によらず同型であった.

双有理写像のもとで函数体は変わらない (体として同型である). 函数体から眺めると, 非特異完備化は与

えられた函数体をもつ非特異完備代数曲線が同型を除いて唯一つ存在することを具体的な構成とともに保障

する. 特異点であろうと無限遠点であろうと, 局所助変数を与えて, 任意の有理函数の Laurent 級数展開が計

算できれば十分であろう. 話しを簡単にする (野性的分岐が現れないようにする) ため, この節で k の標数は

0 とする.

(b) C を代数曲線とし, C の非特異完備化を C̃ とおく. C の非特異点は自然に C̃ の (非特異) 点と思え,

C の有理函数もまた C̃ の有理函数と思える. P ∈ C を非特異点とし, f ∈ k(C) を分離的非定数有理函数と

する. 分離的有理写像 f : C̃ → P1 における P の分岐指数を e とおき, a = f(P ) ∈ P1 とおく. 射影直線

P1 = A1 ∪ {∞} のアフィン座標系 z をとり, a ∈ A1 のとき ua = z − a とし, a =∞ のとき u∞ = 1/z とす

ると, ua は a ∈ P1 の局所助変数である. 定理 3.10 より, P ∈ C̃ の局所助変数 t ∈ k(C̃)P として, te = f∗ua
となるものが取れる. ここで k(C) = k(C̃) だから, 局所助変数 t は P ∈ C における局所助変数と思うこと
ができる. 以上をまとめて

定理 3.11 代数曲線 C の非特異点 P ∈ C をとる. C の有理函数 f に対し, a = f(P ) とおき, 分岐被覆 f

における P の分岐指数を e とおく. このとき P の局所助変数 t ∈ k(C)P として, P が f の極でないとき

te = f − a で, P が f の極のとき te = 1/f なるものが取れる.

問 22 超楕円曲線 C : y2 = f(x) (f は重根をもたない) に関して, Pa = (a, ∗) ∈ C (a ∈ A1 ⊂ P1) にお

ける局所助変数を与えよ. また, 座標函数 x, y をその局所助変数で展開するにはどのようにすればよいか.

(c) 特異点にしろ無限遠点にしろ, 適当なアフィン近傍を取って考えればよい.

m, n を 2 以上の整数とする. k の標数は 0 であったので, m も n も標数で割り切れない. アフィン平面

曲線

C : ym = xn f0(x) (f0(x) ∈ k(x), f0(0) 6= 0, ∞)

を考える. P = (0, 0) ∈ C は特異点である. 特異点 P ∈ C の近傍の様子を知るには, P を除いた近

傍を非特異なものに貼りかえればよい. 最も簡単な場合として n が m の倍数のときには, 定義方程式を

(y/xn/m)m = f0(x) と変形できる. v = y/xn/m と置けば, C は P に対応する点で非特異なアフィン平面曲

線 C ′ : vm = f0(x) に双有理同値になる. C と C ′ で x-座標函数は共通なので, P に対応する C ′ の点は x-

座標函数の値が 0 の点になる. このとき v-座標函数の値は f0(0) の m 乗根だけ現れるので, P に対応する

C ′ の点は丁度 m 個である.

次に易しい n ≡ 1 mod m のとき, 定義方程式は (y/x∗)m = x f0(x) と書ける. C は P に対応する点で非

特異な C ′ : vm = x f0(x) に双有理同値である. この場合も C と C ′ で x-座標函数は共通なので, P に対応

する C ′ の点は x-座標函数の値が 0 の点になる. v-座標函数の値は 0 なので, P に対応する C ′ の点は唯一

つである.

これら 2 つの場合, C の特異点 P を解消した代数曲線 C ′ において, 定理 3.10 を有理函数 x に対して使

うことができる. P に対応する非特異点での局所助変数 t ∈ k(C)P として, 最初の例では t = x, 次の例では
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tm = x なるものが取れる. 座標函数 v を局所助変数 t で展開すると, 最初の例では v = m
√
f0(t) ∈ k[[t]], 次

の例では v = t m
√
f0(tm) ∈ k[[t]] と展開される. m

√
f0(t∗) は二項展開により t のベキ級数に表すことは簡単

で, m 乗根の選び方により m 通りの展開をもつ. t = 0 での v の値は, 最初の例では f0(t) の m 乗根の選び

方に従って m 個現れ, 次の例では f0(tm) の m 乗根の取り方によらず値は 0 である. P ∈ C に対応する C ′

の非特異点が, 最初の例では m 個, 次の例ではただ 1 個であったことを, 函数体の言葉で述べたものになっ

ている.

(d) 特異点 P ∈ C における函数体の解析を特異点解消を経ずに行う. 局所環 k[C]P の整閉包における極

大イデアルごとに, 函数体の完備化と一意化元としての局所助変数が定まる. 結局のところ, 函数体のベキ級

数体への稠密な埋め込みを与えればよい. 函数体 k(C) は座標函数 x, y で生成される体で, P での局所環

k[C]P は, k 上 x, y で生成される環である. am+ b n = d (d = gcd(m, n), a, b ∈ Z) とし t = xa yb ∈ k(C)

とおく.

tm = (xa yb)m = xam ybm = xam (xn f0(x))b = xam+bn f0(x)b = xd f0(x)b

tn = (xa yb)n = xan ybn = (ym/f0(x))a ybn = yam+bn f0(x)−a = yd f0(x)−a

従って t は k[C]P 上整である. f0(0) 6= 0, ∞ なので, 二項展開により d
√
f0(x) ∈ k[[x]]× となる.

tm/d = x d
√
f0(x)

b
, tn/d = y ζ d

√
f0(x)

−a
(ただし ζd = 1 とする)

と書けるので x, y ∈ k[[t]] を得る. 座標函数が t で展開されたので, 埋め込み k(C) = k(x, y) ↪→ k((t)) が定

まる. 完備離散付値体 k((t)) の素元 t は k(C) に属するので k(C) は k((t)) で稠密である. 稠密な埋め込み

k(C) ↪→ k((t)) は, y を展開する際に現れた d 乗根 ζ の選び方に依存し, 丁度 d 個現れる. このそれぞれが,

局所環の整閉包における極大イデアルに対応し, C の非特異完備化における P の上の点に対応する. 以上ま

とめて

定理 3.12 m, n を 2 以上の整数とする. am+ b n = d (d = gcd(m, n), a, b ∈ Z) とし t = xa yb ∈ k(C)

とおく. このとき t は P = (0, 0) ∈ C での局所助変数で ordP (x) = m/d, ordP (y) = n/d となる. t による

y の展開は丁度 d 通りあり, それぞれに対して函数体のベキ級数体への稠密な埋め込みが定まる. このこと

は, 非特異完備化により P が局所的に同相な丁度 d 個の非特異点に分かれることを意味する.

問 23 m, p, q ≥ 2 で gcd(m, p, q) = 1 とする. アフィン平面曲線 ym = xp (1 − x)q の特異点を求め, 各

特異点での局所助変数を与えよ. また, 各特異点での座標函数 x, y の位数を計算し, 非特異完備化したとき

に幾つの非特異点に分かれるか調べよ.

問 24 超楕円曲線 C : y2 = f(x) (f は重根をもたない) の射影閉包において, 無限遠点の局所助変数を定

理 3.12 に従って与えよ. また §2.6 (e) で与えた非特異完備化 Ĉ = C ∪C0 において, C の無限遠点の局所助

変数を与えよ.

問 25 代数曲線 C : yd = f(x) (f ∈ k[x], d ∈ N) の射影閉包を C とおく. P ∈ C の局所助変数を与えよ.

§3.4 分岐被覆

(a) 非特異完備代数曲線の非定数有理写像 ϕ : C̃ → C は全射正則写像である. ϕ : C̃ → C を分岐被覆

(branched covering) あるいは単に被覆 (covering) という. ϕ を被覆写像 (covering map) といい, C̃ を被覆

曲線 (covering curve), C を基礎曲線 (base curve) という. 写像度 degϕ を被覆次数 (covering degree) ある

いは葉数という. ϕ が分離的 (k(C̃)/ϕ∗k(C) が分離拡大) のとき, C̃ は C を重複を込めて degϕ 重に覆って

いる. ϕ が分岐点をもたないとき不分岐被覆 (unbranched covering) という. 被覆 ϕ : C̃ → C が不分岐であ

るための必要十分条件は, C のすべての点の上に丁度 degϕ 個ずつ C̃ の点があることである. このとき C̃

は C を丁度 degϕ 重に覆う.
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(b) 非特異完備代数曲線 C から自分自身への同型写像を C の自己同型写像 (automorphism) という. そ

れら全体のなす群を自己同型群といい Aut(C) で表す. 被覆 ϕ : C̃ → C に対して, C̃ の自己同型 σ で

ϕ ◦ σ = ϕ となるものを ϕ の被覆変換 (covering transformation) という. それら全体のなす Aut(C̃) の部

分群を ϕ の被覆変換群 (covering transformation gruop) といい Gϕ で表す. Gϕ は有限群で, その位数は

degϕ を超えない. ]Gϕ = degϕ となる被覆 ϕ を Galois 被覆といい, Gϕ をその Galois 群という.

命題 3.13 ϕ : C̃ → C が Galois 被覆であることと, 函数体の拡大 k(C̃)/ϕ∗k(C) が Galois 拡大であるこ

ととは同値である. 更にこのとき Gϕ は Gal(k(C̃)/ϕ∗k̄(C)) に同型である.

ϕ : C̃ → C を Galois 被覆とする. Q ∈ C の上のすべての点 P ∈ C̃ で分岐指数 eϕ(P ) は等しいので,

eϕ(Q) = eϕ(P ) を Q での分岐指数とよぶ. 分岐指数は写像度 degϕ の約数になる.

定理 3.14 C を非特異完備代数曲線とし, G を有限群とする. このとき Galois 被覆 ϕ : C̃ → C で Gϕ ' G
となるものが存在する.

問 26 代数体の Galois 拡大における Hilbert の理論を, Galois 被覆に対して考えてみよ. (分解群, 惰性群,

分岐群にあたるものを定義してみよ.)

問 27 ϕ : C̃ → C を Galois 被覆とする. 被覆曲線 C̃ の有理函数 h̃ が Galois 不変 (Gf 不変 : ∀σ ∈ Gf
に対して σ∗h̃ = h̃) なら, 基礎曲線 C の有理函数 h で ϕ∗h = h̃ となるものが存在することを示せ.

(c) C を非特異完備代数曲線とする. 定数でない有理函数の写像度 (被覆 C → P1 の葉数) の最小値

d = gon (C) を C の最小被覆葉数 (gonality) という. このとき C を d-gonal 曲線という. 最小被覆葉数は射

影直線 P1 の被覆としての最小の被覆次数なので, 1-gonal 曲線は射影直線と同型である. C が射影直線の 2

次の被覆であるとき, 超楕円的 (hyperelliptic) という. 2-gonal 曲線を超楕円曲線 (hyperelliptic curve) とい

う. 正確には (後で定義する) 種数も勘案し, 種数が 0 の非特異射影曲線を有理曲線, 種数が 1 の非特異射影.

曲線を楕円曲線 (elliptic curve) といい, 種数が 2 以上の 2-gonal 曲線を超楕円曲線という. Riemann-Roch

の定理の応用で述べるが, 有理曲線は 1-goanl になる (射影直線と同型になる) ので, 2-gonal 曲線の種数は

1 以上である. 2-gonal 曲線 C について, ϕ : C → P1 を葉数 2 の被覆 (有理函数) とする. 函数体 k(C) は有

理函数体 k(P1) の 2 次 (Galois) 拡大なので, 2 次の被覆は Galois 被覆になる. Gϕ の生成元 ι : C → C を

C の超楕円対合 (hyperelliptic involution) という.

C を位数 2 の自己同型 ι をもつ非特異射影曲線とする. ι は函数体 k(C) の位数 2 の自己同型写像を引き

起こす. その不変体 K に対応する非特異射影曲線を C ′ とすると, 2 次 Galois 被覆 C → C ′ が定まる. K

が有理函数体であったなら C ′ として P1 がとれ, C は 2-gonal 曲線となる.

§3.5 Riemann 面と Riemann-Hurwitz の公式

(a) k = C 複素数体の場合を考える. 連結な複素 1 次元複素多様体 R を Riemann 面という. コンパク

トな Riemann 面を閉 Riemann 面, コンパクトでない Riemann 面を開 Riemann 面という. 単位開円板

や複素平面 C, 複素上半平面は開 Riemann 面で, Riemann 球面 Ĉ = C ∪ {∞} や複素トーラス T = C/Λ
(Λ ⊂ C は格子) は閉 Riemann 面である. Riemann 面は向きづけ可能な実 2 次元実解析的多様体で, 距離づ

け可能で第二加算公理を満たすので, 三角形分割可能である. Riemann 面の三角形分割における単体の個数

の交代和を Euler 標数といい χ(R) と書く. 閉 Riemann 面は幾つか穴の開いた閉じた曲面に位相同相であ

る. 位相不変量である穴の個数を, 閉 Riemann 面 R の種数 (genus) といい g(R) と書く.

(b) C で定義された非特異完備代数曲線 R は, 連結かつコンパクトな複素 1 次元複素多様体, すなわち閉

Riemann 面である. 閉 Riemann 面としての種数を R の種数といい g(R) で表す. また Euler 標数を χ(R)

で表す. 複素射影直線は複素平面 C を 2 枚貼り合わせた Riemann 球面 Ĉ なので, 種数は 0 である.
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命題 3.15 (1) 閉 Riemann 面 Ĉ の種数は 0 で, Euler 標数は 2 である.

(2) 複素トーラスの種数は 1 で, Euler 標数は 0 である.

閉曲面の 1 次整係数ホモロジー群の階数 (1 次 Betti 数 b1(R)) は, 種数の 2 倍に等しい. 1 次元複素多様

体 R 上の正則微分全体なす複素線形空間の次元は, 種数に等しい. Euler 標数は Betti 数の交代和に等しく,

定理 3.16 χ(R) = 2− 2 g(R)

(c) Riemann 面の全射正則写像 π : R̃→ R を被覆という. π を被覆写像, R̃ を被覆面, R を基礎面という.

Q ∈ R に対して, π(P ) = Q なる P ∈ R̃ を Q の上にある点という. Q の局所円板 (U, ϕ) (U ⊂ R は Q の

開近傍, ϕ : U → C は埋め込み) と, P の開円板 (Ũ , ϕ̃) を適当に選んで, ϕ ◦ π ◦ ϕ̃−1(z) = zeP と表すこと

ができる. この自然数 eP を P における π の重複度 (multiplicity) あるいは分岐指数という. eP > 1 とな

るとき P を π の分岐点とよぶ. 被覆 π が分岐点をもたないとき, ϕ は不分岐であるという. 分岐点の全体

は高々加算個の孤立点からなる集合である. R̃ が閉 Riemann 面ならば R も閉 Riemann 面で, 分岐点の個

数は有限である. Q ∈ R の上にある点の個数は有界になるが, より詳しく Q ∈ R の上にある点の重複度の和
は一定である. その数 nπ を R 上の R̃ の葉数という.

定理 3.17 (Riemann-Hurwitz) χ(R̃) = nπ χ(R)− ∑
P∈R̃

(eP − 1)

系 3.18 (1) 被覆 π : R→ Ĉ の葉数が 2 なら, 分岐点の個数は 4− χ(R) 個である.

(2) 被覆 π : R̃→ R の葉数が 2 以上なら, χ(R̃) ≤ χ(R) である. χ(R) が負なら, χ(R̃) < χ(R) である.

(3) 葉数が 2 以上の Ĉ の被覆は, 少なくとも 2 点で分岐する.

問 28 すべての分岐点を頂点に含む, 基礎面の三角形分割を, 被覆面の三角形分割に持ち上げることで,

Riemann-Hurwitz の公式を示せ. 更にその系 3.18 を示せ.

問 29 m, p, q ≥ 2 で gcd(m, p, q) = 1 とする. アフィン平面曲線 C/C : ym = xp (1− x)q の非特異完備

化を Ĉ とおく. C の座標函数 x を Ĉ に延ばした有理函数を再び x : Ĉ → Ĉ と書く. 次の問いに答えよ.

(1) x∗C(P1) = C(x) を示し, 函数体の拡大次数 [C(Ĉ) :C(x)] を求めよ.

(2) 任意の a ∈ Ĉ に対して ∑
P∈x−1(a)

ex(P ) = m となることを確かめよ.

(3) 分岐被覆 x の分岐点と分岐指数を求めよ.

(4) χ(Ĉ) (あるいは Ĉ の種数) を m, p, q で表せ.

(5) χ(Ĉ) = 2 (あるいは g(Ĉ) = 0) となる m, p, q を求めよ.

(6) χ(Ĉ) = 0 (あるいは g(Ĉ) = 1) となる m, p, q を求めよ.

§4 Riemann-Roch の定理

§4.1 因子・因子類

(a) C を代数曲線とする. C のすべての点で生成された自由アーベル群を因子群 (divisor group) といい

Div(C) と書く. Div(C) の元を因子という. 因子 D は C の有限個の点の Z-係数の形式和

D = n1 P1 + · · ·+ nm Pm (P1, · · · , Pm は相異なる点)

で表される. 係数 n1, · · · , nm が 0 でないとき, 上を因子 D の被約表示という. また, すべての C の点を渡

る和

D =
∑
P∈C

nP P (nP ∈ Z で, 有限個の P を除いて nP = 0)
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で表すこともできる. nP 6= 0となる P ∈ C 全体の集合を D の台 (support) といい supp(D) と書く. 因子群

の零元はすべての係数が 0の因子で 0と書く. supp(0)は空集合である. 因子 D の係数の和 deg(D) =
∑
nP

を因子 D の次数という. deg : Div(C) → Z は準同型写像で, その核を Div0(C) とおく. P ∈ C に対して
νP : Div(C) 3 D 7−→ nP ∈ Z とおくと, νP も準同型写像である. すべての P ∈ C に対して νP (D) ≥ 0 と

なる因子 D を整因子 (positeve (or effective) divisor) といい D ≥ 0 と書く. D0 を因子 D の零因子 (zero

divisor) といい, D∞ を極因子 (polar divisor) という.

(b) C を非特異完備代数曲線とする. C の零でない有理函数 f ∈ k(C)× に対して,

div(f) =
∑
P

ordP (f)P

を f の因子という. 位数が正の項のみ集めた div(f)0 を f の零因子といい, 位数が負の項のみ集めて符号を

変えた div(f)∞ を f の極因子という. ordP は加法的付値なので,

div : k(C)× −−→ Div(C)

は準同型写像である. 函数の因子の次数は 0 なので, div の像は Div0(C) に含まれる. 因子が 0 の函数は, 零

点も極ももたないので, 非零定数函数である. div の核は k× に等しい.

有理函数の因子を主因子 (principal divisor) という. 主因子全体のなす群を主因子群といい Div`(C) と書

く. 因子 D1, D2 の差が主因子になるとき, D1 と D2 は線形同値 (linearly equivalent) といい, D1 ∼ D2 と

書く. ∼ は因子全体の上に同値関係を定める. ∼ に関する因子の同値類を因子類 (divisor class) という. 因子

D の属する因子類を [D] と書く. 因子類全体のなす群 Pic(C) = Div(C)/Div`(C) を C の因子類群 (divisor

class group) または Picard 群という. 主因子は次数が 0 なので因子類にも自然に次数を定義できる. 次数

が 0 の因子類全体のなす群を Pic0(C) と書く. 次の完全列を得る.

1 −−→ k× −−→ k(C)×
div−−→ Div0(C) −−→ Pic0(C) −−→ 0

参考までに, 代数体 K における次の完全列との比較すれば, 因子類群は函数体のイデアル類群と言える.

1 −−→ O×K −−→ K× −−→ IK −−→ CK = IK/PK −−→ 0

因子は (分数) イデアル, 整因子は整イデアル, 主因子は単項イデアルに対応する. 代数体のイデアルは有限

生成 (有限個の K× の元で生成される) であることに対応して, 整因子は有限個の有理函数の共通零点で表

すことができる. 特に 2-gonal 曲線 (楕円曲線, 超楕円曲線) は 2 次体に対応するので, 任意の整因子は 2 個

の有理函数の共通零点で表すことができる. 代数曲線の点は代数函数体における加法的離散付値を定め, 代

数体の素イデアルもまた代数体における加法的離散付値を定める. 素点という意味から, 代数曲線の点は代

数体の素イデアルに対応する. 本来, 代数多様体の (非特異) 点は座標環の極大イデアルに対応するべきもの

であるが, 代数閉体上定義された 1 次元の代数曲線の場合には座標環の自明でない素イデアルは極大イデア

ルになる. 代数体の整数環においても同様である. 以上をひと言でいえば, 非特異代数曲線の座標環も有限次

代数体の整数環も Dedekind 整域である.

問 30 主因子の全体は因子群の部分群をなすこと, 線形同値は因子群の加法を保つ同値関係を定めること

を示せ.

問 31 超楕円曲線 C : y2 = f(x) (f は重根をもたない) について, 有理函数 x, y, x − a, f ′(x) の因子を

求めよ.

(c) ϕ : C1 → C2 を非特異完備代数曲線の間の非定数有理写像とする.

C2 3 Q 7−→ ϕ∗(Q) =
∑

ϕ(P )=Q

eϕ(P )P ∈ Div(C1)

を, Div(C2) へ線形に拡張したものを ϕ∗ : Div(D2)→ Div(D1) とおく. また

C1 3 P 7−→ ϕ∗(P ) = ϕ(P ) ∈ C2

を線形に拡張したものを ϕ∗ : Div(C1)→ Div(C2) とおく.
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命題 4.1 非特異完備代数曲線 C の有理函数 f を有理写像 f : C → P1 と思うと, f の零因子は div(f)0 =

f∗(0) で極因子は div(f)∞ = f∗(∞) に等しい. よって div(f) = f∗(0−∞) である.

命題 4.2 ϕ : C1 → C2 を非特異完備代数曲線の非定数有理写像とする. Dj ∈ Div(Cj), fj ∈ k(Cj)
× に対

して,

(1) deg(ϕ∗D2) = (degϕ) (deg(D2)) (2) ϕ∗div(f2) = div(ϕ∗f2)

(3) deg(ϕ∗D1) = degD1 (4) ϕ∗div(f1) = div(ϕ∗f1)

(5) (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗ (6) ϕ∗ ◦ ϕ∗ = degϕ

定理 4.3 非特異完備代数曲線の非定数有理写像 ϕ : C1 → C2 は, 因子類群の準同型写像 ϕ∗ : Pic0(C2)→
Pic0(C1) と, ϕ∗ : Pic0(C1)→ Pic0(C2) を引き起こす. また ϕ∗ ◦ ϕ∗ : Pic0(C2)→ Pic0(C2) は deg(ϕ) 倍写

像になる.

問 32 命題 4.2 を示せ.

§4.2 局所微分

(a) C を非特異完備代数曲線とする. 函数体の P ∈ C での完備化 k(C)P は, P での局所助変数 t ∈ k(C)P

をとって k(C)P = k((t)) と展開できる. f =
∑
ai t

i ∈ k(C)P に対して, 通常のベキ級数の微分 df/dt =∑
i ai t

i−1 を f の t に関する微分という. 微分の線形性や, 積の微分の公式などが成り立つ. P ∈ C の別の
局所助変数 t′ に関する f の微分 df/dt′ も定義され, 合成関数の微分により df/dt = (df/dt′) (dt′/dt) が成

り立つ.

(b) k(C)P の元の組 (g, f), (g′, f ′)が g df/dt = g′ df ′/dtを満たすとき, (g, f)∼
P

(g′, f ′)と定義する. ∼
P
は

k(C)P
2
の同値関係をなす. (g, f) で代表される同値類を局所微分といい, (g df)P で表す. 局所微分 (g df)P

と h ∈ k(C)P の積を f (g df)P = (h g df)P で定義することができる. ここで

(g df)P = (g df/dt) (dt)P , g df/dt ∈ k(C)P

となるので, 局所微分の全体は k(C)P (dt)P に等しい.

定理 4.4 P での局所微分の全体は, (dt)P で生成される 1 次元 k(C)P 線形空間をなす.

(c) P の局所助変数 t, t′ について ordP (dt′/dt) = 0 なので, ordP (g df/dt) は局所助変数の取り方によら

ない. ordP ((g df)P ) = ordP (g df/dt) を局所微分の位数という. 位数が非負のとき, (g df)P は P で正則と

いう. 位数が正のとき P を (g df)P の零点, 位数が負のとき P を (g df)P の極という. 局所微分 (g df)P の

t での展開

(g df)P = (g df/dt) (dt)P = (
∑
ai t

i) (dt)P

を考える. t−1 の展開係数を留数 (residue) といい ResP ((g df)P ) で表す.

定理 4.5 留数の定義は, 局所助変数 t の取り方によらない.

問 33 上の定理を示せ.

(d) 分離的非零有理函数 f ∈ k(C)× をとり P での局所微分 (df)P を考える. P の分岐指数 e = ef (P ) が k

の標数で割れない (野性的分岐でない) とする. 定理 3.10 より, P での局所助変数 tP ∈ k(C)P で teP = f∗ua
(a = f(P ) ∈ P1) なるものが取れる. ua は P1 における a での局所助変数で, P1 = A1 ∪ {∞} のアフィン座
標 z をとり, a ∈ A1 のとき ua = z − a とおき, a =∞ のとき u∞ = 1/z とおいた.

f =

{
a+ te (a ∈ A1)

t−e (a =∞)
(df)P = df/dt (dt)P =

{
e te−1 (dt)P (a ∈ A1)

−e t−e−1 (dt)P (a =∞)
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定理 4.6 f を分離的非零有理函数とし, P での分岐指数 e は k の標数で割れないとする. このとき df 6= 0

で, (df)P の P での位数は, P が f の極なら −e− 1 に, 極でないなら e− 1 に等しい.

問 34 k の標数が 2 でないとする. 超楕円曲線 C : y2 = f(x) (f は重根をもたない) をとる. P ∈ C に
おいて ordP (dx), ordP (dy) を計算せよ.

§4.3 微分

(a) C の函数体 k(C) の 2 元の組 (g, f), (g′, f ′) が同値 (g, f) ∼ (g′, f ′) であるとは, すべての P ∈ C に
対して局所微分が一致する ((g df)P = (g′ df)P ) ときをいう. (g, f) で代表される同値類を g df で表し, C

の微分という. C の微分の全体を ΩC とおく. h ∈ k(C) に対し, h (g df) = hg df で微分と有理函数の積が定

義される. すべての P に対して (g df)P = 0 のとき g df を零微分といい 0 で表す.

定理 4.7 x ∈ k(C) とする. dx 6= 0 となるための必要十分条件は, x が k(C) の分離元 (k(C)/k(x) が分離

拡大) となることである. 更にこのとき, すべての P ∈ C に対して局所微分 (dx)P は零ではない.

定理 4.8 dx 6= 0 なる x ∈ k(C) をとる. このとき C のすべての微分は y dx (y ∈ k(C)) なる形に一意的

に表される. 従って, 微分の全体 ΩC は 1 次元 k(C) 線形空間をなす.

(b) ϕ : C1 → C2 を非特異完備代数曲線の非定数有理写像とする.

ϕ∗ : ΩC2 3 g df 7−→ ϕ∗(g df) = ϕ∗g d(ϕ∗f) ∈ ΩC1

は k-線形写像である. k(C1) の部分体としての k(C2) を係数とする線形空間の線形写像ということもでき

る. どちらの意味においても,

定理 4.9 ϕ : C1 → C2 が分離的ならば, 線形写像 ϕ∗ : ΩC2 → ΩC1 は単射である.

(c) y dx を C の微分とする. P ∈ C における局所微分 (y dx)P の留数 ResP ((y dx)P ) を y dx の P での

留数といい, ResP (y dx) と書く.

定理 4.10 (留数定理) 微分 y dx の留数は, 有限個の P を除いて 0 である. 更に留数の総和は 0 に等しい.
∑
P

ResP (y dx) = 0

(d) y dx を代数曲線 C の微分とする. P ∈ C における局所微分 (y dx)P の位数 ordP ((y dx)P ) を y dx の

P での位数といい, ordP (y dx) と書く. 位数が正のとき P を y dx の零点, 位数が負のとき P を y dx の極と

いう. div(y dx) =
∑
P

ordP (y dx)P は, 次の定理より C の因子となる. 微分因子あるいは標準因子 (canonical

divisor) という. 定理 4.8 より, 微分因子の全体はひとつの因子類をなす. これを微分因子類あるいは標準因

子類という. 極をもたない (C のすべての点で正則な) 微分を第一種微分あるいは正則微分という. 唯一つの

点でのみ極をもつ微分を第二種微分という. 相異なる 2 点でのみ 1 位の極をもつ微分を第三種微分という.

零微分も第一種微分である. 第一種微分 (正則微分) の全体は, k 線形空間をなす. 留数定理より, 第二種微分

は唯一つの極の位数が丁度 1 位のものは存在しない. 微分が丁度 1 位の極をもつためには, 少なくとも 2 点

以上で極をもつ必要がある. 以下の 3 つの定理は, Riemann-Roch の定理の応用として得られる (§5.2) もの

であるが, ここにまとめておく.

定理 4.11 (1) 任意の P ∈ C と m ≥ 2 に対して, P で丁度 m 位の極をもつ第二種微分 ωmP が存在する.

(2) P で高々 m 位の極をもつ第二種微分の全体は, 第一種微分と ω2P , · · · , ωmP の一次結合で表される.
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定理 4.12 (1) P , Q ∈ C で 1 位の極をもち, P , Q での留数がそれぞれ 1, −1 の第三種微分 ωPQ が存在

する.

(2) P , Q ∈ C で高々 1 位の極をもつ第三種微分の全体は, 第一種微分と ωPQ の一次結合で表される.

定理 4.13 代数曲線の零でない微分において, 零点と極の個数は高々有限個である.

(e) 野性的分岐をもたない分離元 x ∈ k(C) をとる. 定理 4.6 より C のすべての点で, 微分 dx (6= 0) の位

数が計算できる. 有理函数 (写像) が野性的分岐をもたないことを調べるのは面倒に思えるかもしれないが,

k の標数が 0 ならすべての有理函数 (写像) は野性的分岐をもたないし, 有理函数 (写像) の写像度が k の標

数より小さい場合も野性的分岐をもたないことを注意しておく. 有理函数としての x の極を Q1, · · · , Qs と
し, その位数をそれぞれ e′1 (= −ordQ1(x)), · · · , e′s とおく. 分岐被覆 x : C → P1 の, 極を除く分岐点を P1,

· · · , Pr とし, 分岐指数をそれぞれ e1, · · · , er とする. 極の位数はその点での分岐指数に等しいので, 2 位以

上の極は分岐点でもある.

命題 4.14 div(dx) =
∑
j

(ej − 1)Pj −
∑
i

(e′i + 1)Qi 従って, deg div(dx) =
∑
j

(ej − 1)−∑
i

(e′i + 1)

全く同じものであるが, 少し書き換えてみる.

命題 4.15 div(dx) =
∑

(ex(P )− 1)P − 2 (x)∞ 従って, deg div(dx) =
∑

(ex(P )− 1)− 2 deg x

§4.4 射影直線の微分

射影直線 P1 のアフィン部分直線 A1 のアフィン座標 z は函数体 k(P1) を生成する. z の極は ∞ ∈ P1 の

みで, 位数は 1 である. 1 次被覆 z : P1 → P1 は分岐点をもたない. 特に野性的分岐をもたないので, 命題

4.14 (4.15) より,

div(dz) = −2∞
となる. 標準因子の次数は −2 なので, P1 は零以外に正則な微分 (第一種微分) をもたない. また dz の極は

∞ のみなので dz は第二種微分である. 命題 4.14 より, 分離的な有理函数 f から得られる微分 df の極で

の位数は −2 以下なので, 第三種微分はこの形では得られない. z ∈ k(C) は ∞ で 1 位の極をもつ. 任意の

a ∈ A1 に対して div(z − a) = a−∞ となる. 従って

div(dz/(z − a)) = div(dz)− div(z − a) = −2∞− (a−∞) = −∞− a
となる. 微分 dz/(z − a) は a, ∞ で 1 位の極をもつ第三種微分である. ∞ の局所助変数 w = 1/z で

dz
z − a = 1

1/w − a
d(1/w)
dw

dw = w
1− aw (−w−2) dw = (−w−1 − a− a2 w − a3 w2 − · · · ) dw

より, ∞ での dz/(z − a) の留数は −1 である. a の局所助変数 t = z − a で展開して
dz
z − a = 1

t
d(t+ a)
dt dt = t−1 dt

a での dz/(z − a) の留数は 1 である. 以上まとめて,

命題 4.16 (1) 射影直線 P1 の標準因子の次数は −2 である. 特に P1 は零でない第一種微分をもたない.

(2) a ∈ P1 をとる. x ∈ k(P1) を a を ∞ に移す一次分数変換とする. このとき a でのみ極をもつ第二種

微分の全体は dx の k[x] 倍 (k[x] dx) に等しい.

(3) 2 点 a, b ∈ P1 をとる. x ∈ k(P1) を a を ∞ に b を 0 に移す一次分数変換とする. このとき a と b

でのみ 1 位の極をもつ第三種微分は dx/x の定数倍で表される. また Resa(dx/x) = −1, Resb(dx/x) = 1 で

ある.

問 35 z を射影直線 P1 = A1 ∪ {∞} のアフィン座標とする. 多項式 f ∈ k[z] ⊂ k(x) = k(P1) に関して,

df , d( 1
f

), dz
f
を第一種微分, 第二種微分, 第三種微分の和で表せ.
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§4.5 L(D) と種数

(a) 非特異完備代数曲線 C の因子 D に対して, 函数体 k(C) の部分集合

L(D) = {f ∈ k(C)× | div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}
を考える. f ∈ L(D) とすると, P ∈ C に対して ordP (f) + νP (D) ≥ 0 なので ordP (f) ≥ −νP (D) となる.

f は νP (D) > 0 となる点 P でのみ, 位数が νP (D) を超えない極をもつ. また νP (D) < 0 なら f は P で少

なくとも νP (D) 位の零をもたなくてはならない. 例えば D = P のとき, L(P ) は P でのみ高々 1 位の極を

もつ有理函数の全体で, L(2P ) は P でのみ高々 2 位の極をもつ有理函数の全体, L(P −Q) は P でのみ高々

1 位の極をもち Q で少なくとも 1 位の零点をもつ有理函数の全体で, L(P − 2Q) は P でのみ高々 1 位の極

をもち Q で少なくとも 2 位の零点をもつ有理函数の全体である. 函数の因子の次数は 0 なので, 最後のも

の (L(P − 2Q)) に含まれる有理函数は 0 に限る. L(P − 2Q) = 0 となる. また L(P −Q) に含まれる函数

の因子は Q− P に限るので, L(P −Q) に含まれる有理函数の比は定数になる. L(P −Q) の次元は 1 を超

えない. 定数函数はすべての点で正則なので L(P ) に含まれる. f ∈ L(P )r k が存在するなら, f は P の外

で正則で, P で 1 位の極をもつので, f の写像度は 1 である. 従って f は C から P1 への同型写像となる.

命題 4.17 L(P ) % k なる P ∈ C が存在するなら, C ' P1 である.

命題 4.18 (1) L(D) は k 線形空間をなす.

(2) deg(D) < 0 のとき L(D) = {0} である.

(3) L(0) = k である. 従って div(f) = div(g) (f , g ∈ k(C)) ならば g = c f (c ∈ k) となる.

(4) D1 ≤ D2 ならば L(D1) ⊂ L(D2) である.

(5) D1 −D2 = div(f) (f ∈ k(C)) ならば L(D2) 3 g 7−→ g f ∈ L(D1) は k 線形空間の同型写像である.

(6) 商空間 L(D + P )/L(D) は k 線形空間として高々 1 次元である.

定理 4.19 L(D) は有限次元 k 線形空間である.

k 線形空間 L(D) の次元を `(D) とおく. 命題 4.18 より deg(D) < 0 のとき `(D) = 0 である. `(0) = 1

で, `(D + P ) ≤ `(D) + 1 が成り立つ. また deg(D) = 0 のとき `(D) ≤ 1 であるが, D が主因子のとき

`(D) = 1 で, そうでないなら `(D) = 0 である.

定理 4.20 C を非特異完備代数曲線とする. すべての因子 D において degD − `(D) は上に有界である.

問 36 命題 4.18, 定理 4.19, 定理 4.20 を示せ.

(b) C の微分 ω をとり, C の標準因子のひとつとして KC = div(ω) とおく. 因子 D に対して, 微分の全

体 ΩC の部分集合 ΩC(D) = {ω ∈ ΩC r {0} | div(ω) ≥ D} ∪ {0} をとる.

定理 4.21 L(KC −D) 3 f 7−→ fω ∈ ΩC(D) は k 線形空間の同型写像である.

系 4.22 ΩC(D) は有限次元 k 線形空間で, その次元は `(KC −D) に等しい.

第一種微分 (正則微分) 全体のなす k 線形空間 ΩC(0) は, 標準因子 KC の取り方によらず, L(KC) と同型

である. このことからも, すべての標準因子は線形同値で, 微分の全体が 1 次元 k(C) 線形空間をなすことが

わかる. P ∈ C で m ≥ 0 位の極をもつ第二種微分の全体 ΩC(−mP ) は L(KC +mP ) と同型なので, P で

のみ極をもつ第三種微分の全体 ∪m ΩC(−mP ) は ∪m L(KC +mP ) に同型である. P , Q ∈ C で高々 1 位

の極をもつ第三種微分の全体 ΩC(−P −Q) は L(KC + P +Q) に同型である.

問 37 `(KC + P ) = `(KC) , `(KC + P +Q) ≤ `(KC) + 1 となることを示せ.



代数曲線の Riemann-Roch の定理 39

(c) 第一種微分全体のなす k 線形空間 ΩC(0) の次元 (`(KC)) を C の種数 (genus) といい g(C) と書く.

k = C とするとき, ここでの種数 (第一種微分全体の次元) は, 向きづけ可能な閉曲面の位相不変量であると

ころの穴の個数に一致する. また 命題 4.16 (1) より,

命題 4.23 射影直線の種数は 0 である.

(d) 種数は別の手続きによって定義されることがある. 定理 4.20 より deg(D) − `(D) + 1 は上に有界な

ので, その最大値 g′ を C の種数という. r(D) = g′ − (deg(D) − `(D) + 1) を因子 D の特異指数といい,

r(D) = 0 となる因子を正常因子という.

定理 4.24 自然数 m を適当に取れば, deg(D) ≥ m なる任意の因子 D は正常因子となる.

正常因子において `(D) = deg(D) − g′ + 1 となるので, L(D) の次元 `(D) が簡単な式で与えられる.

ここでの種数 g′ と, 第一種微分全体の次元としての種数 g(C) の関係を見ることは容易ではない. 次節の

Riemann-Roch の定理により, 両者が等しい (g′ = g(C)) ことが示される.

問 38 射影直線の任意の整因子 D に対して `(D) = degD + 1 であることを示せ. 従って, ここでの種数

の定義でも, 射影直線の種数は 0 である.

§4.6 Riemann-Roch の定理

定理 4.25 (Riemann-Roch) C を非特異完備代数曲線, KC を標準因子とする. 次を満たす定数 g が存

在する.

`(D)− `(KC −D) = degD − g + 1 (D は C の任意の因子)

系 4.26 (1) `(D) ≥ degD − g + 1

(2) `(KC) = g

(3) degKC = 2g − 2

(4) degD > 2g − 2 ならば, `(D) = degD − g + 1

系 (2) より定理の g は, 第一種微分全体のなす k 線形空間の次元に等しい. 系 (1) より degD− `(D) + 1

は有界で g を超えず, (4) より degD− `(D) + 1 = g なる因子 D がある. つまり g は degD− `(D) + 1 の

最大値にも等しい. Riemann-Roch の定理の定数 g は C の種数であり, §4.5 (c), (d) で定義した種数は同じ

値になることがわかった. また, 系 (4) より定理 4.24 は m = 2 g(C)− 1 に対して成り立つ.

問 39 Riemann-Roch の定理を使って, 系 4.26 を示せ.

問 40 (1) `(D) > 0 ならば degD ≥ 0 である. さらに degD = 0 ならば D は主因子である.

(2) degD = 2 g − 2 で `(D) ≥ g ならば D は標準因子である.

(3) `(D) > 0 で `(KC −D) > 0 ならば `(D)− 1 ≤ degD/2 である. (Cliford の定理)

§4.7 Riemann-Hurwitz の公式

(a) ϕ : C1 → C2 を非特異完備代数曲線の間の分離的な非定数有理写像とする. 線形写像 ϕ∗ : ΩC2 → ΩC1

は単射である. P ∈ C1 を取り, Q = ϕ(P ) ∈ C2 とおく. Q での局所助変数 uQ の微分 duQ の引き戻しを,

P での局所助変数 tP と有理函数 f で ϕ∗ duQ = f dtP と表す. mϕ(P ) = ordP (f) を P での ϕ の微分指数

(differntial exponent) という. 微分指数は局所助変数 uQ, tP に依らない. 因子
∑
P

m(P )P を ϕ の分岐因

子 (ramification divisor) という.
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定理 4.27 (1) C2 の微分 ω に対して, ordP (ϕ∗ω) ≥ eϕ(P ) ordQ(ω) +mϕ(P ) が成り立つ.

(2) P での分岐が野性的なら mϕ(P ) ≥ eϕ(P ) で, 不分岐または順な分岐のなら mϕ(P ) = eϕ(P )− 1 で

ある.

系 4.28 (1) C2 の第一種微分 ω に対して ϕ∗ω も C1 の第一種微分である. 従って g(C1) ≥ g(C2) が成

り立つ.

(2) C1 ' C2 なら g(C1) = g(C2) である.

(b) §3 で Riemann 面に関する Riemann-Hurwitz の公式に触れた. 三角形分割を被覆写像で持ち上げる

ことで, Euler 標数の関係式としての Riemann-Hurwitz の公式が得た. Euler 標数が種数で表されるので,

Riemann-Hurwitz の公式は種数の関係式に書き換えることもできる. 一般の体における代数曲線の場合, 微

分を被覆写像で持ち上げる (定理 4.27) ことで, 標準因子の次数の関係式が得られる. 標準因子の次数を種数

で表す (系 4.26 (3)) ことで, Riemann 面のときと全く同じ, 種数の関係式としての Riemann-Hurwitz の公

式が得られる.

定理 4.29 (Riemann-Hurwitz) ϕ : C1 → C2 を非特異完備代数曲線の分離的な非定数有理写像とする.

2 g(C1)− 2 = (2 g(C2)− 2) degϕ+
∑

P∈C1

mϕ(P )

系 4.30 ϕ が同型写像でないとき, g(C1) ≥ g(C2) である. 特に g(C2) ≥ 2 のとき g(C1) > g(C2) である.

問 41 Riemann-Hurwitz の公式を示せ.

問 42 C を種数が 2 以上の非特異完備代数曲線とする. 有理写像 ϕ : C → C が, 任意の第一種微分 ω に

ついて ϕ∗ω = ω となるとき, ϕ = id であることを示せ.

問 43 自然数 d が k の標数で割り切れないとする. 代数曲線 C : yd = f(x) (の非特異完備化) の種数を求

めよ.

問 44 k の標数が 2 でも 3 でもないとする. 代数曲線 C : y2 = x3 + a x+ b が特異点をもたないとする.

分岐被覆 x : C → P1 と y : C → P1 に対して Riemann-Hurwitz の公式を使って, C の種数が 1 であること

を確かめよ.

§5 Riemann-Roch の定理の応用

§5.1 因子類群と基準写像

(a) C を種数 g の非特異完備代数曲線とする. C の因子 D の属する因子類を [D] で表す. P∞ ∈ C に対
して,

ΦP∞ : C 3 P 7−→ [P − P∞] ∈ Pic0(C)

を P∞ を基点とする基準写像 (canonical map) という. d を正の整数とし, Symg(C) を C の点の d 次の対

称積 Cd/Sd とする. 次数 d の整因子は対称積 Symd(C) の元と思える. この意味で, d 次対称積 Symd(C)

は次数 d の整因子の全体に等しい. 次数 d の因子 D∞ をとる.

ΦD∞ : Symd(C) 3 D 7−→ [D −D∞] ∈ Pic0(C)

を D∞ を基点とする基準写像という. Riemann-Roch の定理を使って, 次を示す.
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定理 5.1 (1) g = 0 ならば, Div0(C) = Div`(C), Pic0(C) = 0 である.

(2) g ≥ 1 のとき, ΦP∞ : C → Pic0(C) は単射である.

(3) g ≥ 1 のとき, 次数 g の任意の因子 D∞ に対して ΦD∞ : Symg(C)→ Pic0(C) は全射である.

(b) 種数 g = 0 のとき, 次数が −1 以上の因子 D に対して `(D) = deg(D) − g + 1 = deg(D) + 1 が成り

立つ. 次数が 0 の因子 D ∈ Div0(C) に対して, `(−D) = 0 + 1 = 1 > 0 より, 零でない有理函数 f ∈ L(−D)

が取れる. div(f) + (−D) ≥ 0 より div(f) ≥ D となる. 両者の次数は 0 なので div(f) = D を得る. 従って

D は主因子である. Div0(C) = Div`(C) なので Pic0(C) = 0 である.

(c) ΦP∞(P ) = ΦP∞(Q) なる P , Q ∈ C をとる. [P −Q] = [P −P∞]− [Q−P∞] = ΦP∞(P )−ΦP∞(Q) = 0

より, div(f) = P −Q となる有理函数 f ∈ k(C)× が存在する. f の極因子は Q なので f ∈ L(Q) となる.

命題 4.17 より L(Q) = k なので, f は定数函数である. div(f) = 0 なので P = Q となる. つまり ΦP∞ は単

射である.

(d) D∞ を次数が g の因子とする. 任意の D ∈ Div0(C) に対して,

`(D∞ +D) ≥ deg(D∞ +D)− g + 1 = g − g + 1

となるので, 零でない f ∈ L(D∞ + D) が存在する. D0 = div(f) + (D∞ + D) は次数が g の整因子

なので, D0 ∈ Symg(C) である. ΦD∞(D0) = [D0 − D∞] = [div(f) + D∞ + D − D∞] = [D] より,

ΦD∞ : Symg(C)→ Pic0(C) は全射である.

§5.2 第一種, 第二種, 第三種微分

(a) C を種数 g の非特異完備代数曲線とする. C の種数は, 第一種微分全体のなすは有限次元 k 線形空間

の次元で定義した. 第二種微分, 第三種微分に関する定理 4.11, 4.12 を証明し, 定理 4.13 の成り立つことを

確かめる. k(C) の分離元 x をとり, KC = div(dx) とおく.

(b) P ∈ C で m ≥ 1位の極をもつ第二種微分の全体 Ω(−mP )は, L(KC +mP ) 3 y 7−→ y dx ∈ Ω(−mP )

より, L(KC +mP ) と同型である.

`(KC +mP ) = deg(KC +mP )− g + 1 = 2g − 2 +m− g + 1 = g +m− 1

なので, m ≥ 2 とするとき, `(KC +mP ) > `(KC + (m− 1)P )より有理函数 ym ∈ L(KC +mP )rL(KC +

(m− 1)P ) が取れる. 微分 ym dx は P で丁度 m 位の極をもつ第二種微分である.

(c) P , Q ∈ C でのみ高々 1 位の極をもつ第三種微分の全体 ΩC(−P − Q) は, L(KC + P + Q) 3 y 7−→
y dx ∈ ΩC(−P −Q) より, L(KC + P +Q) と同型である.

`(KC + P +Q) = deg(KC + P +Q)− g + 1 = 2g − g + 1 = g + 1 > g = `(KC)

なので, 有理函数 yPQ ∈ L(KC + P +Q)r L(KC) が取れる. 微分 yPQ dx は P , Q で丁度 1 位の極をもつ

第三種微分で, 適当に定数倍することで, P での留数を 1 に取れる. 留数定理より Q での留数が −1 になる

ので, yPQ dx は P , Q でそれぞれ留数が 1, −1 の第三種微分である.

(d) ω を C の任意の微分とする. ω の因子 div(ω)の極に現れる点 P ∈ C とし, その位数を m = −ordP (ω)

とする. t を P での局所助変数とする. 定理 4.12 の第二種微分 ωjP は T−j の項から始まる Laurent 級数

に展開される. b2, · · · , bm ∈ k を適当に選んで, ω− (bm ωmP + · · ·+ b2 ω2P ) の Laurent 級数展開の t−m の

項から t−2 の項までを打ち消すように取れる. このとき ω′ は P で高々 1 位の極をもつ. これを繰り返して,

ω′ = ω− (第二種微分の有限和) の極 P1, · · · , Pr がすべて 1 位の極とすることができる. Pj における ω′ の

留数を cj とおく. 留数定理より c1 + · · ·+ cr = 0 である. Pj , Pr においてそれぞれ留数 1, −1 をもつ第三
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種微分を ωj とし, ω′′ = ω′ − (c1 ω1 + · · ·+ cr−1 ωr−1) とおく. ω′′ は P1, · · · , Pr−1 での留数が 0 なので,

P1, · · · , Pr−1 で正則である. Pr での留数も c1 + · · ·+ cr = 0 なので, Pr でも正則である. ω′′ は第一種微分

である.

§5.3 種数 0 の代数曲線

(a) C を種数 0 の非特異完備代数曲線とする. すべての因子 D に対して `(D) = degD + 1 が成り立つ.

P∞ ∈ C をとる. `(P∞) = 2 > `(0) = 1 より x ∈ L(P∞) r k なる非定数有理函数 x が取れる. x の極因子

は P∞ なので, deg(x) = 1 である. x : C → P1 は同型写像になるので C ' P1 である.

(b) x2 の極因子は 2P∞ なので, L(2P∞) に属する. `(2P∞) = 3 より, L(2P∞) は 1, x, x2 を基底にもつ.

同様にして L(mP∞) は m 次以下の x の多項式の全体に等しい. 従って ∪m≥0 L(mP∞) = k[x] が成り立つ.

a ∈ A1 ⊂ P1 に対して, x(Pa) = aなる Pa ∈ C をとる. x(P∞) =∞なので, 記号 Pa は a ∈ P1 に対して定

まる. a 7→ Pa は同型写像 x : C ' P1 の逆写像にあたるので, C = {Pa | a ∈ P1} である. x(P0) = 0 より P0

は x の零点である. div(x) = P0 − P∞ なので特に 1/x ∈ L(P0) である. また (x− a)(Pa) = x(Pa)− a = 0

で x− a ∈ L(P∞) なので, div(x− a) = Pa − P∞ となる. 1/(x− a) ∈ L(Pa) を得る.

a ∈ A1 ⊂ P1 に対して ta = x− a は Pa で 1 位の零点をもつので Pa の局所助変数である. a =∞ のとき
ta = 1/x は P∞ の局所序変数である. a ∈ A1 に対して ua = ta = x− a をおき, a =∞ に対して ua = 1 と

おく. このとき a, b ∈ P1 に対して, div(ub/ua) = Pb − Pa が成り立つ.

有理函数 f ∈ k(C) をとる. div(f) = Pb1 + · · · + Pbr − Pa1 − · · · − Par と書く. 有理函数 f0 =

ub1 · · · ubr/ua1 · · · uar の因子は div(f) に等しいので f は f0 の定数倍である. k(C) = k(x) を得る.

(c) C の自己同型写像は, 函数体 k(C) = k(x) の自己同型写像を引き起こす. k(x) の自己同型写像は一次

分数変換で表せるので, 結局 Aut(C) ' Aut(k(x)/k) ' PSL2(k) が成り立つ.

簡単のため k = C とする. σ : x 7−→ 1/x, τ : x 7−→ (x− 1)/x によって生成される PSL2(C) の部分群は 3

次対称群 S3 に同型である. C(C) = C(x) における S3 の固定体を K = C(x)S3 とおく. K に対応する代数

曲線を C0 とおくと, C0 の函数体を K に対応させる写像度 6 の有理写像 C → C0 がとれる. 従って C0 の

種数も 0 でなければならない. u = x+ τ∗x+ τ∗2x ∈ k(x) をとる. u は τ の作用で不変なので u ∈ C(x)〈τ〉

となる. [C(x) :C(u)] = 3 なので C(x)〈τ〉 = C(u) となる. C(x) = C(u)(x) と思うと, x は C(u) 係数の 3 次

多項式

X3 − uX2 + (u− 3)X + 1 = 0

の根となる. この方程式は Shanks の最単純 3 次巡回方程式と呼ばれるもので, 3 次巡回拡大の生成的方程式

系である. u+σ∗u, uσ∗u は S3-不変なので K = C(x)S3 に属する. u+ σ∗u = 3 (定数) だが, w = uσ∗u は

C 上超越的で [C(x) :C(w)] = 6 となる. 従って K = C(w) をえる. C(x) = C(w)(x) とみれば, x は C(w) 上

X6 − 3X5 + (w − 3)X4 − (2w − 11)X3 + (w − 3)X2 − 3X + 1 = 0

で定義される. S3-拡大に関する生成的方程式系である. u は C(w) 上 U2 − 3U + w = 0 で定義され, C(u)

上の x の方程式から u にあたる部分を消去する (終結式を取ればよい) ことでも, 同じ 6 次方程式が得ら

れる.

問 45 σ : x 7−→ 2/x, τ : x 7−→ 2 (x− 1)/x によって生成される PSL2(C) の部分群は 4 次二面体群 D4 に

同型である. D4-拡大 C(x)/C(x)D4 の定義方程式を求めよ.

問 46 射影直線 P1 の 4 点 {0, 1, −1, ∞} を置換する一次分数変換全体のなす PSL2(C) の部分群 G を求

め, C(P1)/C(P1)G の定義方程式を求めよ. G の指数 2 の部分群 H に対して C(P1)/C(P1)H の定義方程式

を求めよ.
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§5.4 種数 1 の代数曲線

(a) C を種数 1 の非特異完備代数曲線とし, P∞ ∈ C をとる. `(0) = 1, `(nP∞) = n (n ≥ 1) となる. 従っ

て, L(0) = L(P∞) = k で L(2P∞) % k である. `(2P∞) = 2 なので, 非定数有理函数 x ∈ L(2P∞)r k が取
れ L(2P∞) は 1, x を基底にもつ. x の極因子は 2P∞ に等しい.

`(3P∞) = 3 なので, y ∈ L(3P∞)rL(2P∞) が取れ L(3P∞) は 1, x, y を基底にもつ. y の極因子は 3P∞
に等しい. x2 の極因子は 4P∞ なので, L(4P∞) に含まれる函数として 1, x, y, x2 が取れる. それぞれの極

因子は 0, 2P∞, 3P∞, 4P∞ なので k 上独立である. 1, x, y, x2 は 4 次元 k 線形空間 L(4P∞) の基底をな

す. L(5P∞) の基底として 1, x, y, x2, x y が取れ, L(6P∞) の基底として 1, x, y, x2, xy, x3 が取れる. 以

下同様にして, ∪m≥0 L(mP∞) = k[x] + k[x] y となる.

(b) y2 の極因子は 6P∞ なので y2 ∈ L(6P∞) である. 6次元 k 線形空間 L(6P∞) の基底は 1, x, x2, x3, y,

xyなので, y2 はそれら基底の線形結合で表せる. 適当に並べ替えて y2+a1 x y+a3 y = a0 x
3+a2 x

2+a4 x+a6

なる a0, a1, · · · , a6 ∈ k が存在する. 両辺に現れる項で極因子が 6P∞ となるのは y2 と x3 のみなので, x3

の係数 a0 は消えない. 有理函数 x, y は線形空間の基底として選んだものであったので, 適当に (0 でない)

定数倍して取り替えても構わない. x, y をともに a0 倍すると, 上の線形関係式は x3 の係数を 1 にすること

ができる.

(c) C の有理函数 x, y の関係式に対応する, 3 次アフィン平面曲線

E : Y 2 + a1X Y + a3 Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6

をとる. 一般に, 上の形の方程式をWeierstrass 方程式という. 係数の取り方によれば特異点をもつ場合も

あるが, 特異点をもたないとき E を Weierstrass 方程式で定義された楕円曲線という.

命題 5.2 (1) C の有理函数 x, y の関係式で定義された E は特異点をもたない. つまり楕円曲線である.

(2) 有理写像 ϕ : C 3 P 7−→ (x(P ), y(P )) ∈ E は, C から Ē (E の射影閉包) への同型を引き起こす.

従って, 定義方程式 Y 2 + a1X Y + a3 Y = X3 + a2X
2 + a4X + a6 を C の (あるいは E の) Weierstrass

標準形という.

楕円曲線 E の函数体は座標函数 X , Y で生成される. 上の命題より C の函数体は E の函数体と同型で

ϕ∗X = x, ϕ∗Y = y なので, k(C) は x, y で生成される. 以上のことをまとめると,

命題 5.3 C を種数が 1 の非特異完備代数曲線とする.

(1) 任意の P∞ ∈ C に対して, 極因子が 2P∞ の有理函数 x と, 3P∞ の有理函数 y が存在する.

(2) L(mP∞) の基底として 1, x, · · · , x[m/2], y, xy, · · · , x[(m−3)/2]y が取れる.

(3) x, y を適当に定数倍して y2 + a1 x y + a3 y = x3 + a2 x
2 + a4 x+ a6 なる a1, · · · , a6 ∈ k が取れる.

(4) C の函数体は k 上 x, y で生成される. つまり k(C) = k(x, y) である.

§5.5 種数 1 の代数曲線の加法

(a) 基準写像 Φ : C 3 P 7−→ [P−P∞] ∈ Pic0(C)は,定理 5.1 (2)より単射で, (3)より全射である. Φを通し

て, 因子類群 Pic0(C) の群構造を C の上に展開することができる. P , Q ∈ C に対して Φ(P )+Φ(Q) = Φ(R)

なる R ∈ C が取れる. P ⊕Q := R により C の上に演算 ⊕ が定義され, C は P∞ を零元とする加法群の構

造をもつ.

D = P+Q−P∞ とおく. deg(D) = 1なので `(D) = 1である. 零でない f ∈ L(D)が存在する. div(f)+D

は次数 1 の整因子なので, div(f) + D = R (R ∈ C) と書ける. R − P∞ ∼ D − P∞ ∼ P + Q − 2P∞ =

P − P∞ +Q− P∞ より, Φ(R) = Φ(P ) + Φ(Q) が成り立つ. 加法 ⊕ を計算するには L(P +Q− P∞) に属

する函数を求めればよい.



44

(b) L(P + Q − P∞) に属する函数は P , Q で高々 1 位の極をもつ函数の全体 L(P + Q) に含まれる.

`(P +Q) = 2 なので, L(P +Q) の基底となる函数をもとめ, P∞ で零点となるように係数の組を連立方程式

を解く要領で決めればよい. 適当に与えた P , Q に対して L(P +Q) を計算するのは少しコツが要る. 加法

の定義を少し見直して, P ⊕Q = R なる R を求める少し異なった手続きを与える.

x ∈ L(2P∞) r k は 2 次の Galois 被覆 x : C → P1 である. Galois 群 Gx の生成元を ι とおく.

P ∈ C に対して P ′ = ι(P ) と書くことにする. P ∈ C (P 6= P∞) とする. 有理函数 x − x(P ) は P を零

点にもつ. x(P ′) = x(P ) なので P ′ も x − x(P ) の零点である. P が x の分岐点でない (P ′ 6= P ) とき,

div(x−x(P )) = P+P ′−2P∞が成り立つ. P が xの分岐点のとき, P での分岐指数が 2なので x−x(P )は P

で 2位の零点となる. よって div(x−x(P )) = 2P−2P∞ となる. どちらにせよ div(x−x(P )) = P+P ′−2P∞
となる. [P ′ − P∞] = −[P − P∞] なので Φ(P ′) = −Φ(P ) を得る. P が x の分岐点のとき 2Φ(P ) = 0 とな

る. Φ(P ) + Φ(Q) = Φ(R) ということは, Φ(R′) = −Φ(R) なので Φ(P ) + Φ(Q) + Φ(R′) = 0 に同等である.

このとき P +Q+ R′ − 3P∞ ∼ 0 なので f ∈ L(3P∞) で div(f) = P +Q+ R′ − 3P∞ となるものが取れ

る. L(3P∞) の基底は 1, x, y なので f は x, y の 1 次式である. 同型 C ' Ē により C は射影平面に埋め

込まれる. このとき x, y はアフィン座標系 X , Y に対応するので, x, y の 1 次方程式 f = 0 は射影平面内

の直線に対応する. この意味で f = 0 は直線の方程式ということができ, f の零点 P , Q, R′ は直線 f = 0

の上の点といえる.

以上まとめる. P , Q ∈ C とする. ` を P と Q を通る直線とする. P = Q のときは ` として P での C の

接線をとる. ` は C と P , Q, R で交わる. このとき Φ(P ) + Φ(Q) = Φ(R′) となるので, P ⊕Q = R′ であ

る. ここで R′ は x(R′) = x(R) なので, 直線 x− x(R) = 0 と C との交点として計算できる.

(c) x(P ) 6= x(Q)の場合に L(P+Q−P∞)を直接与えてみる. P ′, Q′ を通る直線の方程式を a+b x+c y = 0

とおくと, div(f) > P ′ +Q′ − 3P∞ である.

div(
a+ b x+ c y

(x− x(P )) (x − x(Q))
) > P∞ − P −Q

なので, h = (a+ b x+ c y)/(x− x(P ))(x − x(Q)) ∈ L(P +Q− P∞) である. 実際 P が分岐点でないとき,

P の局所助変数として t = x− x(P ) がとれる. 有理函数 h を t で展開すると

h =
a+ b x(P ) + c y(P )

x(P ) − x(Q)
t−1 + · · ·

P が分岐点のとき, P の局所助変数として t2 = x−x(P ) がとれる. y = y(P ) + b1 t+ · · · と t で展開すると,

h = c b1
x(P ) − x(Q)

t−1 + · · ·
どちらの場合も t−1 の係数は零でないので, h が P で丁度 1 位の極をもつが局所助変数で計算できる.

問 47 x(P ) = x(Q) となる P , Q のすべての組み合わせに対して, L(P +Q− P∞) を求めよ.

問 48 基準写像の基点を取り替えることで, C の上に引き起こされる加法演算はどの様に変わるか.

(d) 基準写像の引き戻しにより定義される, 種数 1 の代数曲線上の加法演算は, 基準写像の基点の選び方に

よって演算としては異なる. 基点は加法の零元なので, 零元を指定することで種数 1 の代数曲線上に加法演

算が定義される. これまで少し曖昧に使っていたが, 楕円曲線とは 1 次元アーベル多様体のことで, 種数 1

の代数曲線のことではない. 種数が 0 か 2 以上の代数曲線の上には, 有理写像としての加法演算が定義でき

ないので, 1 次元アーベル多様体となりうる代数曲線は種数が 1 のものに限る. 種数 1 の代数曲線 E には

O ∈ E を零元とする加法演算が定義できるので, 組 (E, O) を楕円曲線という. E が Weierestrass 方程式で

定義されるときに限り, 無限遠点 O = [0 : 1 : 0] を零元とする加法演算を暗黙のうちに仮定し, 単に E を楕円

曲線と呼ぶ.

§5.6 種数 1 の代数曲線の微分
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(a) Riemann-Roch の定理, あるいは種数の定義より, 第一種微分が存在しその全体は 1 次元 k 線形空間を

なす. 命題 5.2 で得た, Weierstrass 方程式で定義された楕円曲線 (種数 1 の非特異完備代数曲線) に対して,

第一種, 第二種, 第三種微分を具体的に微分を計算してみる.

E : y2 + a1 x y + a3 y = x3 + a2 x
2 + a4 x+ a6

とする. x : E → P1 は 2次 Galois被覆で, Galois群 Gx の生成元を ιとおく. 簡単のため ι(P ) = P ′ と書く.

x ◦ ι = xなので x(P ′) = x(P )が成り立つ. y(P ), y(P ′)は yの 2次方程式 y2+a1 x(P ) y+a3 y = x(P )3+· · ·
の 2 根になるので, y(P ) + y(P ′) = −a1 x(P )− a3 となる. y(P ′) = −y(P )− a1 x(P )− a3 なので,

ι : E 3 P = (x, y) 7−→ P ′ = (x, −y − a1 x− a3) ∈ E
と表せる. P が xの分岐点 (P ′ = P )となるとき, y(P ) = y(P ′)なので yの 2次方程式 y2+a1 x(P ) y+a3 y =

x(P )3 + · · · が重根をもつときである. k の標数が 2 と異なるとき, 分岐点 P の x-座標は (a1 x + a3)2 −
4(x3 + a2 x

2 + a4 x+ a6) = 0 の根で, y-座標は y = −(a1 x(P ) + a3)/2 で表される. k の標数が 2 のときは,

分岐点の x-座標は a1 x+ a3 = 0 を満たす. 以下簡単のため k の標数が 2 と異なるとする. 定義多項式の右

辺の y の項を平方の形にまとめると, (y の式)
2

= (x の 3 次多項式) と書ける. x の分岐点は, この右辺の 3

次方程式の根を x 座標とする 3 点 (P1, P2, P3 とおく) と, P∞ = [0 : 1 : 0] である.

問 49 Riemann-Hurwitz の公式を使って, 2 次被覆 x : E → P1 の分岐点の個数が, k の標数が 2 と異な

るとき 4 個で, k の標数が 2 のとき 2 個であることを示せ.

(b) 暫く k の標数が 2 と異なる場合を考える. 有理函数 x の極は P∞ のみで, その位数は 2 である. 被覆

x : C → P1 の, 極以外の分岐点は P1, P2, P3 の 3 点で分岐指数はすべて 2 である. §4.2, §4.3 に従って, E

の微分 dx の因子を計算すると,

(dx) = P1 + P2 + P3 − 3P∞

となる. 標準因子を直接計算することで, 種数が 1 の場合の deg div(dx) = 0 = 2 g(E)− 2 が確かめられた.

さて, y0 = 2 y+ a1 x+ a3 ∈ L(3P∞) を考える. y0 は E の定義方程式を y で偏微分したものであるが, E

の定義方程式の y を含む項を平方の形にまとめたときに現れる項でもある. y0 の零点は無限遠点を除く x

の分岐点になるので, div(y0) = P1 + P2 + P3 − 3P∞ である.

ωE = dx/y0 とおく. ωE を E の不変微分あるいは Néron 微分という.

div(ωE) = div(dx) − div(y0) = 0

なので, E の微分因子類は主因子類に等しい. ωE は極をもたないので E の第一種微分である. 他の第一種

微分 ω についても div(ω) = 0 なので, ω/ωE は定数函数になる. E の第一種微分の全体は 1 次元 k 線形空

間をなす.

f ∈ k(E)× を取ると div(f ωE) = div(f) である. P∞ でのみ極をもつ第二種微分は, P∞ でのみ極をもつ

有理函数 f をとって f ωE と表せる. P∞ でのみ極をもつ有理函数の全体は ∪m≥0 L(mP∞) = k[x] + k[x] y

なので, P∞ でのみ極をもつ第二種微分の全体は (k[x] + k[x] y)ωE に等しい. 一般の P ∈ E に対しても同
様に P でのみ極をもつ有理函数の全体を求めればよい. `(0) = `(P ) = 1 < `(2P ) = 2 < `(3P ) = 3 なので,

P でのみ極をもつ有理函数 xP , yP で, それぞれの P での位数が丁度 2 と 3 のものが存在する. P∞ のとき

と同様に, P でのみ極をもつ第二種微分の全体は (k[xP ] + k[xP ] yP )ωE となる.

P , Q ∈ C (P 6= Q) で 1 位の極をもつ第三種微分は, L(P +Q) に属する有理函数に ωE をかければよい.

L(P +Q) は §5.5 (c) で作ってあるので, P , Q でのみ 1 位の極をもつ第三種微分の全体は L(P +Q)ωE で

表される. `(P +Q) = 2 なので, P , Q でのみ 1 位の極をもつ第三種微分の全体は k 線形空間として 2 次元

である.

問 50 P 6= P∞ とする. xP = 1/(x− x(P )) ∈ L(2P ), yP = (y0 − y0(P ′))/(x− x(P ))2 ∈ L(3P ) を示せ.

(c) k 標数が 3 と異なる (標数が 2 の場合も含む) とする. 写像度 3 の有理函数 y から微分 dy を考

える. x0 = 3x2 + 2a2 x + a4 − a1 y (E の定義方程式を x で偏微分したもの) とおく. 上と同様にして
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div(dy) = div(x0) が計算できる. 従って dy/x0 は第一種微分で, (標数が 2 でないとき) ωE の定数倍で

ある. 実際には E の定義方程式の全微分を計算することで dx/y0 = dy/x0 が示される. 標数が 2 のとき

ωE = dy/x0 で不変微分を定義することができる.

問 51 (1) k の標数が 2, 3 と異なるとき dx/y0 = dy/x0 であることを確かめよ.

(2) 不変微分 ωE は, E の加法に関して不変であることを示せ.

(d) 以上, E の微分についてまとめる.

命題 5.4 E を Weierstrass 方程式で定義された種数 1 の非特異完備代数曲線とする.

(1) dx/(2y + a1 x+ a3), dy/(3x2 + 2 a2 x+ a4 − a1 y) が E の微分として零でないなら, 両者は等しい.

(2) 上の微分を ωE とおく. このとき div(ωE) = 0 である.

(3) E の第一種微分の全体は k ωE に等しい. 特に第一種微分の全体は 1 次元 k 線形空間をなす.

(4) xP , yP を P ∈ E でのみ極をもつ有理函数で, それぞれの P での位数が丁度 2, 3 のものとする

(P = P∞ のとき, xP = x, yP = y と取れる). このとき P における第二種微分の全体は (k[xP ]+k[xP ] yP )ωE

に等しい.

(5) P , Q ∈ C (P 6= Q) でのみ 1 位の極をもつ第三種微分の全体は L(P +Q)ωE に等しい. 特に P , Q

でのみ高々 1 位の極をもつ第三種微分の全体は 2 次元 k 線形空間をなす.

§5.7 Weierstrass 点

(a) C を種数 g の非特異代数曲線とし, P ∈ C をとる. P の外で正則で, P で n 位の極をもつ函数の全体

は L(nP ) なので, P でのみ極をもつ函数の全体は ∪n L(nP ) で与えられる. P で丁度 n 位の極をもつ函数

は, L(nP )r L((n− 1)P ) に属するので, `(nP ) > `((n− 1)P ) のときに限り存在する. 種数 g = 0 のとき

P で任意の位数の極をもつ函数が存在する. 種数 g = 1 のとき, n ≥ 2 に対して, P で丁度 n 位の極をもつ

函数が存在する.

定理 5.5 (Weierstrass) C を種数 g が 2 以上 (g ≥ 2) の非特異完備代数曲線とし, P ∈ C とする.

(1) P でのみ極をもつ有理函数が存在する.

(2) g 個の異なる自然数 n1, · · · , ng があって, それらと異なる任意の自然数 n に対して, P の外で正則

で, P で丁度 n 位の極をもつ有理函数が存在する.

(b) `((g + 1)P ) ≥ g + 1− g + 1 = 2 となる. `((g + 1)P ) ≥ 2 なので, 定数函数でない f ∈ L((g + 1)P )

が存在する. f は極をもたねばならないが, f の極因子に台は P だけなので, f は P でのみ極をもつ.

(c) P でのみ丁度 n 位の極をもつ有理函数は, `(nP ) > `((n− 1)P ) のとき存在し, `(nP ) = `((n− 1)P )

のとき存在しない. `(nP ) = n− g+ 1 (n > 2g− 2) なので, n ≥ 2g に対して `(nP ) > `((n− 1)P ) となる.

P で丁度 n (≥ 2g) 位の極をもつ有理函数が存在する.

`((2g − 1)P ) = 2g − 1− g + 1 = g なので,

1 = `(0) ≤ `(P ) ≤ `(2P ) ≤ · · · ≤ `((2g − 2)P ) ≤ `((2g − 1)P ) = g

となる. 隣り合う項の差 `(nP )− `((n− 1)P ) は 0 か 1 なので, 2g− 1 個の隣り合う項の差のうち g− 1 個

が 1 で g 個が 0 である. `(nP ) = `((n− 1)P ) となる n を順に並べた n1, · · · , ng が, 定理 5.5 (2) の自然

数の組である.

(d) `(nP ) = `((n − 1)P ) となる自然数 n を P の空隙値 (gap value) といい, 小さい順に並べた

{n1, · · · , ng} (n1 < · · · < ng) を P の 空隙値列 (gap sequence) という. 空隙値列は P に固有の数の
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集合であるが, 殆どの場合 {1, · · · , g} になる. 空隙値列が {1, · · · , g} と異なる P ∈ C を Weierstrass 点

という. 種数 g = 0 のとき C のすべての点で空隙値列は空集合で, g = 1 のときすべての点で空隙値列は

{1} である. 種数が 0 か 1 の非特異完備代数曲線は Weierstrass 点をもたない. 以下 C の種数は 2 以上と

する.

命題 5.6 C の Weierstrass 点は高々有限個である.

この命題は, 次の Hurwitz の定理でより定量的に示される. 不正確ではあるが, 直観的に Weierstrass 点が

有限個であることを描いてみる. 全射な基準写像 ΦD∞ : Symg(C)→ Pic0(C) は, 殆どの点で 1 対 1 となる.

単射にならない所は, Symg(C) の (真に小さい) 部分多様体の有限和集合 (E とおく) で表せる. Symg(C) に

C を対角に埋め込んだものを自然に C と同一視すると, Weierstrass 点は C と E の共通部分に含まれる. ま

た Weierstrass 点でない点が存在するので C は E に含まれない. Bézout の定理の拡張により C と E の共
通部分は有限集合になるので, Weierstrass 点は高々有限個である.

(e) 以下 k の標数は 0 とする. C の第一種微分全体のなす線形空間の基底 ω1, · · · , ωg に対して, Wronski

行列 (Wronskian) W (ω1, · · · , ωg) を定義する. P ∈ C の局所助変数 t をとり, ωi = fi dz と表す. m =

g(g + 1)/2 とおき, f
(j)
i を fi の t に関する j 階微分とする. W (ω1, · · · , ωg)P = det(f

(j)
i )i,j (dt)mP は m 重

の局所微分 (局所微分の m 回テンソル積) として意味をもつ. ここで W (ω1, · · · , ωg) = (W (ω1, · · · , ωg)P )

とおくと, 微分の Wronski 行列が m 重の微分 (微分の m 回テンソル積) として定義される. Wronski 行列

W (ω1, · · · , ωg) の因子を WC とかき, Weierstrass 因子とよぶ.

命題 5.7 (1) Weierstrass 因子 WC は第一種微分の基底の取り方によらない.

(2) deg(WC) = g(g2 − 1) で, P ∈ C で νP (WC) = n1 + · · ·+ ng −m が成り立つ.

(3) WC は整因子 (WC ≥ 0)で, その台集合は Weierstrass 点の全体に等しい.

系 5.8 種数が 2以上ならWeierstrass点が存在し,その個数は高々 g(g2−1)個である. 個数が丁度 g(g2−1)

個のとき, 空隙値列はすべて {1, 2, · · · , g − 1, g + 1} である.

Weierstrass 点の個数の下限も具体的に与えることができる. 函数の積を考えることで, 自然数全体から空

隙値列を除いた集合が自然数全体の部分半群になることがわかる. 空隙値は 2 g より小さいので次の補題よ

り, 空隙値の和は g2 以下になる.

補題 5.9 N− {n1, · · · , ng} (1 ≤ n1 < · · · < ng < 2 g) が加法について半群なら, n1 + · · ·+ ng ≤ g2 が成

り立つ.

さて Weierstrass 因子の P での位数 νP (WC) は空隙値の和から m = g(g + 1)/2 を引いたものであった

ので, νP (WC) ≤ g(g − 1)/2 となる. 従って, Weierstrass 点は少なくとも 2g + 2 個存在する.

定理 5.10 (Hurwitz) Weierstrass 点の個数は 2g + 2 個以上, g(g2 − 1) 個以下である.

殆どの代数曲線で Weierstrass 点の個数は最大値の g(g2 − 1) 個となり, 最小値の 2g + 2 個になるのは超

楕円曲線に限る. 種数 g = 2 のとき 2g + 2 = 6, g(g2 − 1) = 6 なので, これらのことは種数が 2 の非特異完

備代数曲線は超楕円曲線であることを示唆する. このことは Riemann-Roch の定理を使って, すぐ後で確か

める. (§5.12)

問 52 命題 5.7, 補題 5.9 を示せ.

§5.8 代数曲線の自己同型群

(a) C を種数 g (≥ 2) の非特異完備代数曲線とし, Weierstrass 点の個数を w とおく. C の自己同型群

Aut(C) は, C から自分自身への同型写像全体のなす群である. 自己同型写像は Weierstrass 点の間の置換を

引き起こす.
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定理 5.11 k の標数が 2 と異なるとする. 超楕円曲線 C の Weierstrass 点を固定する自己同型写像は, 恒

等写像か超楕円対合に限る.

定理 5.12 (Hurwitz) 2 g + 3 個以上の点を固定する自己同型写像 ϕ : C → C は恒等写像である.

系 5.13 群の準同型写像 Aut(C) → Sw は, C が超楕円曲線でないとき単射である. C が超楕円曲線のと

き, その核は超楕円対合の生成する位数 2 の部分群である.

定理 5.14 種数が 2 以上の非特異完備代数曲線の自己同型群は有限群である.

問 53 次の様にして定理 5.12 を示せ: f を定理 5.12 の自己同型写像とする. P ∈ C に対して h ∈
L((g + 1)P )r k をとる. h0 = h− ϕ∗h の因子を計算し, h0 = 0 であることを示せ. 従って f(P ) = P とな

ることを示せ.

(b) C の自己同型写像は C の函数体 k(C) の自己同型写像を引き起こすので, Aut(C) は自然に k(C) に作

用する. G を Aut(C) の位数 d の有限部分群とする. k(C) における G-不変体 k(C)G は k(C)/k の中間体

で, [k(C) : k(C)G] = ]G <∞ となる. このとき ϕ∗(CG) = k(C)G なる非特異完備代数曲線 CG と有理写像

ϕ : C → CG が存在する. CG を G による C の商代数曲線 (quotient curve) という. ϕ : C → CG は Galois

群が G に等しい Galois 分岐被覆である. 分岐被覆 ϕ の分岐点を P1, · · · , Ps ∈ CG とする. ϕ は Galois 被

覆なので, Pj の上の点における ϕ の分岐指数 (ej とおく) はすべて等しく, ej は ϕ の写像度 d の約数であ

る. Riemann-Hurwitz の公式

2 g − 2 ≥ d (2 g(CG)− 2 + (1− 1
e1

) + · · ·+ (1− 1
es ))

を得る. k の標数が 0 ならば, 野性的分岐が現れないので上は常に等号が成り立つ. このとき, 与えられた種

数 g (≥ 2) に対して g(CG), e1, · · · , es の不定方程式と思って解くと, 自己同型群の上限が得られる.

定理 5.15 (Hurwitz) k の標数は 0 とする. g ≥ 2 のとき, 自己同型群 Aut(C) の位数は 84 (g − 1) を超

えない.

問 54 k の標数は 0 とする. 自己同型群の位数は, 84 (g− 1), 48 (g− 1), 40 (g− 1), · · · となることを示せ.

(注) すべての可能性を計算する必要はない. 上記のものを与える分岐指数の組を求め, 可能であれば, 被覆写

像を具体的に表して C の定義方程式を与えてみよ.

問 55 k の標数は 0 とする. C の種数が 2 ならば, 自己同型群の位数は 48 を超えないことを示せ. (上の

演習問題を考慮すれば, 位数が 84 にならないことを示せばよい)

§5.9 超楕円曲線

(a) 種数 g (≥ 2) の非特異完備代数曲線 C で P1 への 2 次の分離的被覆 (写像度が 2 の分離的有理函数)

をもつものを超楕円曲線という. x : C → P1 を 2 次の分離的被覆とする. x は C の有理函数であるがその

極因子を D とおく. D は 2 次の整因子なので `(D) ≤ 2 である. L(D) は一次独立な有理函数 1, x を含む

ので, `(D) = 2 で 1, x が基底となる. m ≥ g のとき `(mD) = deg(mD)− g + 1 = 2m− g + 1 なので, 特

に `(gD) = g + 1 となる. xm ∈ L(mD)r L((m− 1)D) (m ≥ 1) なので,

`(0) = 1 < `(D) = 2 < `(2D) < `(3D) < · · · < `((g − 1)D) < `(gD) = g + 1

となる. 従って 1 ≤ m ≤ g に対して `(mD) = m+ 1 となり L(mD) は m 次以下の x の多項式全体に等し

い. `((g+ 1)D) = g+ 3 = `(g D) + 2 なので, L((g+ 1)D) には g+ 1 次以下の x の多項式全体とは一次独

立な有理函数 y ∈ L((g + 1)D) がとれる. 以上より,
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命題 5.16 L(mD) =

{
k + k x+ · · ·+ k xm (1 ≤ m ≤ g)

k + k x+ · · ·+ k xm + k y + k xy + + · · ·+ k xm−g−1y (m ≥ g + 1)

さてここで y2 の極因子は 2(g + 1)D を超えないので y2 ∈ L(2(g + 1)D) となる. g + 1 次以下の多項式

a1 ∈ k[x] と 2g + 2 次以下の多項式 a2 ∈ k[x] で y2 + a1(x) y + a2(x) = 0 とかける.

定理 5.17 C は, C0 : y2 + a1(x) y + a2(x) = 0 で定義されるアフィン平面曲線の非特異完備化に同型で

ある.

問 56 簡単のため k の標数は 2 と異なるとする.

(1) アフィン平面曲線 C0 : y2 + a1(x) y + a2(x) = 0 が特異点をもたない条件を与えよ.

(2) 種数 g の超楕円曲線 C の函数 x, y から作ったアフィン平面曲線 C0 は非特異であることを示せ.

(b) a1, a2 ∈ k[x] を deg a1 ≤ g + 1, deg a2 ≤ 2g+ 2 とし, アフィン平面曲線 C : y2 + a1(x) y + a2(x) = 0

が特異点をもたないとする. C̃ : v2 + (ug+1a1(1/u)) v+ u2g+2a2(1/u) = 0 とおくと, C̃ も非特異アフィン平

面曲線である. 有理写像 ϕ : C 3 (x, y) 7−→ (1/x, y/xg+1) ∈ C̃ は双有理的で, ϕ で C と C̃ を貼り合わせた

代数曲線 Ĉ = C ∪ C̃ は C の非特異完備化である. C の無限遠点は x-座標が ∞ なので, C̃ において u-座標

が 0 の点である. a1(x) の xg+1 次の項の係数を c1, a2(x) の x2g+2 の項の係数を c2 とおく. このとき C̃ の

u-座標が 0 の点の v-座標は v2 + c1 v+ c2 = 0 の根である. k の標数によらず, C の無限遠点は c21− 4c2 = 0

のとき 1 点で, c21 − 4c2 6= 0 のとき 2 点である.

2 次 Galois 被覆 x : C 7−→ P1 の Galois 群は ι : C 3 P = (x, y) 7−→ P ′ = (x, −y− a1(x)) ∈ C で生成さ
れる. ι を超楕円対合という. u-座標が 0 の点 P∞ = (0, v0) ∈ C̃ は, ι により P ′∞ = (0, −v0 − c1) ∈ C̃ に
移る.

(c) 少し細かい計算をするために, k の標数は 2 と異なるとする. 超楕円曲線 C は, 重根をもたない多項式

f(x) ∈ k[x] で y2 = f(x) で定義することができる. このとき C の無限遠点は, f の次数が奇数のとき 1 点

で, f の次数が偶数のとき 2 点である. アフィン部分曲線上の d 個分岐点を Q1, · · · , Qd とおく. これらの点

の x-座標 x(Q1), · · · , x(Qd) は f(x) = 0 の根であり, 順に α1, · · · , αd と書く. このとき Qj の局所助変数と

して t2j = x− αj (tj ∈ k(C)P ) がとれる. Qj において座標函数 y の値は 0 である. 定義方程式の右辺 f(x)

を tj で展開すると, f(x) = b1 t
2
j + b2

4
j + · · · (b1 6= 0)と書ける. y2 = f(x) より y =

√
b1 tj + (高次の項) と

展開される. 最初の項に ± をつけ忘れているように見えるが, tj の取り方に ± の不確定さがあるので, y の

展開に ± をつける必要は無い. ともかく ordQj (x − αj) = 2, ordQj (y) = 1 である.

アファイン部分曲線 (x の正則点) 上の点 P ∈ C をとり, a = x(P ) ∈ A1 とおく. x-座標の値が a と

なる点は P と P ′ である. x-座標の値を明記するときには P , P ′ をそれぞれ Pa, P ′a と書く. x が Pa

で不分岐であるなら Pa の局所助変数として tPa = x − a がとれる. Pa において y-座標函数の値 y(Pa)

は 0 でない. 定義方程式の右辺 f(x) を tPa で展開すると, f(x) = b0 + b1 tPa + · · · (b0 6= 0) と書ける.

(y(P∞))2 = f(x(P∞) = f(a) = b0 より, y = y(Pa) + (高次の項) と展開される. 従って ordPa(x − a) = 1,

ordPa(y) = 0 である.

d が奇数のとき無限遠点 P∞ は唯一つの点で, u, v-座標で表すと (0, 0) となる. つまり x(P∞) =

(1/u)(P∞) = 1/u(P∞) より P∞ は函数 x の極で, (y/xm)(P∞) = u(P∞) = 0 より, y の P∞ での位数

ordP∞(y) は xm の P∞ での位数 m ordP∞(x) より大きい. もう少し精密に, P∞ は 2 次被覆 x の分岐点な

ので, P∞ の局所助変数として t2∞ = 1/x (t∞ ∈ k(C)P∞) がとれる. y2 = f(x) = a0 t
−2d
∞ + · · · (a0 6= 0) よ

り, y =
√
a0 t
−d
∞ + (高次の項) となる. 従って ordP∞(x) = −2, ordP∞(y) = −d である.

d が偶数のとき無限遠点は 2 つあるが, u, v-座標で表すと (0,±√a0) と書ける. (0,
√
a0) に対応する

無限遠点を P∞ とし, (0, −√a0) に対応する無限遠点を P ′∞ とする. 函数 u = y/xm は, P∞ において√
a0 を値にもち, P ′∞ において −

√
a0 を値にもつ. もう少し精密に, P∞ は 2 次被覆 x の不分岐点なので,
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P∞ の局所助変数として t∞ = 1/x (t∞ ∈ k(C)P∞) がとれる. y2 = f(x) = a0 t
−d
∞ + · · · (a0 6= 0) より,

y =
√
a0 t
−d/2
∞ + (高次の項) となる. 従って ordP∞(x) = −1, ordP∞(y) = −d/2 である.

命題 5.18 (1) d = deg f が奇数のとき, div(x) = P0 + P ′0 − 2P∞, div(y) = Q1 + · · ·+Qd − dP∞
(2) d = deg f が偶数のとき, div(x) = P0 +P ′0− (P∞+P ′∞), div(y) = Q1 + · · ·+Qd− (d/2) (P∞+P ′∞)

(d) 空隙値列の計算をする. d = deg f が奇数 (このとき d = 2g+1)のとき,無限遠点 P∞ は分岐点であった.

P∞ の外で正則な有理函数は, アフィン部分曲線上で正則な有理函数なので, 座標函数で生成された多項式函

数 k[x, y]になる. 関係式 y2 = f(x) に注意すれば, k[x]+k[x] y と書ける. y ∈ L((2g+1)P∞)なので n ≤ 2g

とすると L(nP∞) ⊂ k[x] である. x ∈ L(2P∞) なので L(0) = L(P∞) = k, L(2P∞) = L(3P∞) = k + k x,

· · · , L((2g − 2)P∞) = k + k x + · · · + k xg−1, L(g P∞) = k + k x + · · · + k xg となる. 極因子が nP∞
(n ≥ 2g + 1 = d) の函数として, n が偶数のときは xn/2 を, n が奇数のときは x(n−d)/2y をとることができ

る. 従って P∞ の空隙値列は {1, 3, 5, · · · , 2g − 1} である.

d = deg f が偶数 (このとき d = 2g+2)のとき, 無限遠点 P∞ は分岐点ではない. L(nP∞) の次元 `(nP∞)

を計算したいのだが, 先に L(n(P∞ + P ′∞)) (⊃ L(nP∞)) の次元を計算する. P∞ と P ′∞ の外で正則な有理

函数は, アフィン部分曲線の正則な有理函数なので, 座標函数 x, y で生成された多項式函数 k[x, y] である.

関係式 y=f(x) により, k[x] + k[x] y と書ける. y ∈ L((g + 1)(P∞ + P ′∞)) より, L(n (P∞ + P ′∞)) ⊂ k[x]

(n ≤ g) となる. k[x] の元は超楕円対合 ι で不変なので, k[x] の元に対する P∞ の位数と P ′∞ の位数は等し

い. 従って P ′∞ で正則な k[x] の元は P∞ でも正則である. よって L(nP∞) = k (n ≥ g) を得る. 空隙値列

は丁度 g 個の自然数の組なので, P∞ の空隙値列は {1, 2, 3, · · · , g} である. C の分岐点での空隙値列は d

が奇数の場合の P∞ の, 不分岐点での空隙値列は d が偶数の場合の P∞ の空隙値列の計算と同様にできる.

命題 5.19 2 次被覆 x の分岐点 P ∈ C の空隙値列は {1, 3, 5, · · · , 2g − 1} である. その他の点の空隙値

列は {1, 2, · · · , g} である. 従って超楕円曲線 C の Weierstrass 点は 2g + 2 個である.

定理 5.11 あるいは系 5.13 より, 超楕円曲線の自己同型写像は超楕円対合と可換である. 自己同型群を超

楕円対合で割った剰余類群 RAut(C) = Aut(C)/〈ι〉 を C の被約自己同型群 (reduced automorphism group)

という.

命題 5.20 被約自己同型群 RAut(C) は, 自然に射影直線の一次分数変換の部分群になり, また, 対称群

S2g+2 の部分群に同型である.

(e) k の標数が 2 と異なるとする. C を種数 g (≥ 2) の超楕円曲線で, x : C → P1 を射影直線の 2 次被覆

とする. (a) で L(mD) (m ≥ 1, D は x の極因子) の基底の計算から, C のアフィン平面曲線としての定義

方程式を与えた. 超楕円曲線の Weierstrass 点について調べたことを用いると, 定義方程式を次の様に与える

ことができる. x は 2 次の Galois 被覆なので, 分岐指数は 1 または 2 となる. Riemann-Hurwitz の公式よ

り, 分岐点の個数は 2g + 2 個である. a1, · · · , a2g+2 ∈ P1 を x の分岐点とする.

定理 5.21 C は C0 : y2 = (x− a1) (x− a2) · · · (x− a2g+2) に同型である. (右辺の積で aj =∞ となる項
は除く)

§5.10 超楕円曲線の微分

(a) k の標数は 2 と異なるとし, C : y2 = f(x) を種数 g (≥ 2) の超楕円曲線とする. f ∈ k[x] は重根をも

たず, 次数は d = 2g + 1, 2g + 2 である. 微分 dx の因子を計算する. 2 次 Galois 被覆 x : C → P1 のアファ

イン部分曲線上の分岐点は Q1, · · · , Qd で, d が奇数のとき無限遠点 P∞ も分岐点になる. 有理函数 x の極

は, d が奇数のときは無限遠点 P∞ 唯一つで位数は −2 である. d が偶数のときは 2 つの無限遠点 P∞, P ′∞
で位数は −1 である.
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命題 5.22
div(dx) =

{
Q1 + · · ·+Qd − 3P∞ (d は奇数)

Q1 + · · ·+Qd − 2P∞ − 2P ′∞ (d は偶数)

d が奇数 (P∞ が分岐点) のとき, Qd+1 = P∞ とおく. d が奇数のとき d+ 1 = 2g+ 2 で, d が偶数のとき

d = 2g + 2 である. 従って d の偶奇によらず Q1, · · · , Q2g+2 が x のすべての分岐点を表す. また d が奇数

のとき P ′∞ = P∞ なので, 微分 dx の因子を d の偶奇によらない形で表せる.

div(dx) = Q1 + · · ·+Q2g+2 − 2P∞ − 2P ′∞

(b) 有理函数 y の因子は div(y) = Q1 + · · ·+Q2g+2 − (g + 1) (P∞ + P ′∞) なので,

div(dxy ) = (g − 1) (P∞ + P ′∞)

である. また div(x) = P0 + P ′0 − P∞ − P ′∞ なので, 0 ≤ n ≤ g − 1 に対して

div(xn dxy ) = n(P0 + P ′0) + (g − 1− n) (P∞ + P ′∞)

命題 5.23 C の第一種微分の全体は, dxy , x dxy , · · · , xg−1 dx
y で生成される g 次元 k-線形空間である.

(c) P∞ が分岐点 (P ′∞ = P∞) のとき, P∞ でのみ極をもつ有理函数の全体は k[x] + k[x] y であった. ω を

P∞ でのみ極をもつ微分とすると, ω/dxy は P∞ でのみ極をもつ有理函数である. 従って P∞ でのみ極をも

つ第二種微分の全体は (k[x] + k[x] y) dxy である.

P∞ が不分岐点 (P ′∞ 6= P∞)のとき, P∞ でのみ極をもつ第二種微分 ω をとる. ordP∞(ω) = n (n ≥ 1)とお

くと, fω = ω/dxy は極因子が nP∞+ (g− 1) (P∞+P ′∞) である. n = 1 のとき, fω の極因子は g (P∞+P ′∞)

に含まれる. ところが L(g (P∞ +P ′∞)) ⊂ k[x] なので, fω の P∞ の位数と P ′∞ の位数は等しい. 従って P∞
での位数が丁度 1 の第二種微分は存在しない. このことは留数の計算からすでにわかっていたことだが, 有理

函数や微分の因子を具体的に計算することでもわかる. n = 2のとき, fω の極因子は (g+ 1)P∞+ (g−1)P ′∞
なので, fω は L((g+ 1) (P∞+P ′∞)) = k+ k x+ · · ·+ k xg+1 + k y に含まれる. 無限遠点 P∞ と P ′∞ の区別

は u = 1/x, v = y/xg+1 座標で (0,
√
a0) になるのが P∞ で (0, −√a0) となるが P ′∞ と定めた. 従って P ′∞

の近傍で y 6= −√a0 x
g+1 となる. P ′∞ の局所助変数 t∞ = 1/x で有理函数 y を Laurent 級数展開すると

y = −√a0 t
−g−1
∞ + b1 t

−g
∞ + b2 t

−g+1
∞ + · · ·

となる. fP = y +
√
a0 t
−g−1
∞ − b1 t−g∞ とおくと, h ∈ L(2P∞ + (g − 1) (P∞ + P∞)) なので fP

dx
y は P∞

で 2 位の極をもつ第二種微分である. n ≥ 2 に対して `(nP∞ + (g − 1) (P∞ + P ′∞)) = g + n − 1 である.

`((g − 1) (P∞ + P ′∞)) = `(P∞ + (g − 1) (P∞ + P ′∞)) = g なので, どの n (≥ 2) に対しても, P∞ で丁度 n

位の極をもつ第二種微分が存在する. P∞ で高々 n 位の極をもつ第二種微分の全体は g+ n− 1 次元 k-線形

空間をなす.

(d) 異なる 2 点 P , Q ∈ C をとる. `(P + Q + (g − 1) (P∞ + P ′∞)) = 2g − g + 1 = g + 1 である.

`((g − 1)(P∞ + P ′∞)) = g より, fPQ ∈ L(P +Q+ (g − 1) (P∞ + P ′∞))r L((g − 1) (P∞ + P ′∞)) がとれる.

このとき ωPQ = fPQ
dx
y は P , Q で高々 1 位の極をもつ第三種微分である. また P , Q で高々 1 位の極を

もつ第三種微分の全体は g + 1 次元 k-線形空間をなす.

p = x(P ), q = x(Q) とおく. P , Q は分岐点でなく, p 6= q, p 6= ∞, q 6= ∞ の場合に, ωPQ をも

う少し具体的に与える. fPQ を与えればよいのだが, hPQ = fPQ (x − p)(x − q) とおくと, div(hPQ) ≥
−P ′−Q′+ (g+ 1)(P∞ +P ′∞) である. hPQ は L((g+ 1) (P∞ +P ′∞)) = k+ k x+ · · ·+ k xg+1 + k y に属す

る有理函数で P ′, Q′ を零点にもつものである. P ′, Q′ を通る直線の方程式を hPQ = a+ b x+ c y = 0 とお

く. fPQ = hPQ/(x− p)(x− q) とおくと fPQ ∈ L(P +Q− (g − 1)(P∞ + P ′∞)) となり, ωPQ = fPQ
dx
y は

P , Q で高々 1 位の極をもつ第三種微分である.

問 57 適当に場合分けして (上に書いたものも含む), P , Q で高々 1 位の極をもつ第三種微分を求めよ. 更

に P , Q での留数を計算し, 留数定理が成り立つことを確かめよ.
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§5.11 超楕円曲線の因子類群

(a) C を種数 g の超楕円曲線とする. 話を簡単にするため, k の標数は 2 と異なるとし, C の無限遠点 P∞
は Weierstrass 点 (P ′∞ = P∞) とする. C は, 次数が 2g + 1 の重根をもたない多項式 f(x) ∈ k[x] により,

C : y2 = f(x) で定義される. g P∞ に関する基準写像 Φ = ΦgP∞ : Symg(C)→ Pic0(C) は定理 5.1 (3) より

全射である.

命題 5.24 Φ は殆ど単射である.

(b) もう少し精密に述べる. P ∈ C に対して P 6= P∞ のとき uP = x− x(P ) とおき, uP∞ = 1 とおく. 因

子 D =
∑
nP P に対して, D′ =

∑
nP P

′ とおく. また uD =
∏
unPP とおく. D の次数を d とすると,

命題 5.25 div(uD) = D +D′ − 2dP∞

D1, D2 ∈ Symg(C) とする. Φ(D1) = Φ(D2) となるための必要十分条件は `(D1 − D2) > 0 である.

L(D1 − D2) 3 h 7−→ huD1 ∈ L(2g P∞ − D′1 − D2) より, `(2g P∞ − D′1 − D2) = `(D1 − D2) である.

L(2g P∞ −D′1 −D2) ⊂ L(2g P∞) = k + k x+ · · ·+ k xg ⊂ k[x] なので,

定理 5.26 D1, D2 ∈ Symg(C) が Φ(D1) = Φ(D2) となるための必要十分条件は, 次数 2g の因子 D′1 +D2

が超楕円対合で移りあう g 個の点の対に分けることができることである. つまり D ∈ Symg(C)で D′1 +D2 =

D +D′ と書けることである.

定理 5.27 種数 g = 2 のとき, Φ = Φ2P∞ が単射とならないのは Φ−1(0) = {P + P ′ |P ∈ C} ' P1 である.

(c) 全射 Φ : Symg(C)→ Pic0(C) を通して, Pic0(C) の加法を Symg(C) の上に描く. D1, D2 ∈ Symg(C)

とする. D = 3 g P∞−D′1−D′2 とおくと, Dの次数は g である. `(D) ≥ degD−g+1 = g−g+1 = 1 > 0なの

で, 零でない h ∈ L(D)が存在する. D3 = div(h)+D とおくと, D3 は次数 g の整因子なので D3 ∈ Symg(C)

である. `(D) = 1 ならば h の選び方は定数倍を除いて一意なので D3 は一意に定まる. `(D) > 1 ならば

D3 ∈ Symg(C) は h の選び方で変わり, 一意に定まらない. どの h, どの D3 を取っても,

Φ(D′1) + Φ(D′2) + Φ(D3) = [D′1 − g P∞] + [D′2 − g P∞] + [D3 − g P∞]

= [D′1 +D′2 +D3 − 3 g P∞] = [div(h)] = 0

なので, Φ(D3) = −Φ(D′1)− Φ(D′2) = Φ(D1) + Φ(D2) となる. 定理 5.15 より, D3 に現れる P + P ′ 型の項

を 2P∞ に置き換えたものを D4 とおくと, Φ(D4) = Φ(D3) で, D4 ∈ Symg(C) は h の取り方によらない.

従って D1, D2 ∈ Symg(C) に対して D1 ⊕D2 = D4 とおいて, Symg(C) の上に加法が定まる.

(d) 加法を具体的に計算するには, L(D) (D = 3 g P∞−D′1−D′2) に属する零でない有理函数 h を具体的に

与えねばならない. L(D) ⊂ L(3 g P∞) なので, D′1 +D′2 で零となる h ∈ L(3 g P∞) を作ればよい. L(3 g P∞)

の任意の元は h1(x) + h2(x) y (h1, h2 ∈ k[x], deg h1 ≤ 3g/2, deg h2 ≤ (g − 1)/2) と書ける. D′1 +D′2 で零

になるように, h1(x) + h2(x) y の 2g+ 1 個の係数を決めればよい. 最も単純な場合として, D′1 +D′2 が x-座

標がすべて相異なる 2 g 個の点の和 (P1 + · · ·+ P2g) のときを考える. P1, · · · , P2g で h1(x) + h2(x) y = 0

となれば良いので, 2g 個の連立一次方程式を得る. その連立方程式の階数は変数の個数 (2g+ 1) より小さい

ので, 自明でない解をもつ. その解を係数として h = h1(x) + h2(x) y とおけば, 零でない h ∈ L(D) を得る.

(e) 因子類群はイデアル類群の類似で, 超楕円曲線は 2 次体なので, 種の理論にあたるものを因子類群上に

展開できる. 超楕円対合が 2 次体としての共役にあたるので, 特異類 (ambig class) には 2 等分点が関係す

る. 実際 D ∈ Symg(C) とし, Φ(D)′ = [D − g P∞]′ = [D′ − g P∞] = Φ(D′) = −Φ(D) なので, Φ(D) が特異

類 (Φ(D)′ = Φ(D)) なら 2Φ(D) = 0 となる. 特異類の全体は Pic0(C) の 2 等分点の全体に等しい.

[P ′ − P∞] = [P∞ − P ] = −[P − P∞] なので, P が Weierstrass 点なら 2 [P − P∞] = 0 となる. P∞ 以外

の Weierstrass 点を Q1, · · · , Q2g+1 とおくと, [Q1 − P∞], · · · , [Q2g+1 − P∞] は 2 等分点である. ところで



代数曲線の Riemann-Roch の定理 53

div(y) = Q1 + · · ·+Q2g+1− (2g+1)P∞ なので [Q1−P∞]+ · · ·+[Q2g+1−P∞] = 0が成り立つ. [Q1−P∞],

· · · , [Q2g+1 − P∞] の中から m 個 (1 ≤ m ≤ 2g) を選んで和を取ると, [Q∗ − P∞] + · · · + [Q∗∗ − P∞] =

[(Q∗ + · · ·+Q∗∗) −mP∞] となる. ここで L(mP∞) ⊂ L(2g P∞) = k + k x + · · · + k xg なので L(mP∞)

に属する函数の Qj での位数は偶数になる. 従って (Q∗ + · · ·+Q∗∗)−mP∞ を因子にもつ有理函数は存在

しない. 〈[Q1 − P∞], · · · , [Q2g − P∞]〉 は位数 22g の (2, · · · , 2) 型アーベル群である.

定理 5.28 種数 g (≥ 2) の超楕円曲線 C における特異類の全体は, 因子類群 Pic0(C) の 2 等分点の全体

に一致し, 位数 22g の基本アーベル 2-群である. また Q1, · · · , Q2g+2 を C の Weierstrass 点とするとき, 特

異類の全体は [Qi −Q2g+2] (1 ≤ i ≤ 2g) で生成される.

§5.12 種数 2 の代数曲線

(a) C を種数 2 の非特異完備代数曲線とし, KC をその標準整因子 (標準因子で整因子のもの) とする.

P ∈ C を任意にとる. `(0) = `(P ) = 1 で, m ≥ 3 に対して `(mP ) = m − 1 である. `(2P ) は 1 か 2 の

いずれかであるが. `(2P ) = 2 のとき空隙値列は {1, 3} になるので, P は Weierstrass 点である. このとき

L(2P ) に属する非定数有理函数 x が取れる. x の写像度は 2 なので, C は超楕円曲線になる. `(2P ) = 1 の

とき空隙値列は {1, 2} なので, P は Weierstrass 点ではない. しかしこのとき `(P +P ′) = 2 となる P ′ ∈ C
が存在する. L(P + P ′) に属する 2 次の非定数有理写像がとれるので, この場合も C は超楕円曲線になる.

定理 5.29 種数が 2 の非特異完備代数曲線は, 超楕円曲線である.

(b) 上で述べたことを第一種微分を使って正当化する. C の種数は 2 なので, 第一種微分の全体は 2 次

元 k 線形空間をなす. その基底 ω1, ω2 をとる. P が ω1 の零点でないとする. h = ω2/ω1 は非定数有理函

数で, div(ω1) を極因子, div(ω2) を零因子にもつ. とくに h ∈ L(div(ω1)) である. k = L(0) ⊂ L(div(ω1))

なので, L(div(ω1)) は k + k h を部分空間として含む. P は h の極ではないので, a = h(P ) ∈ k となる.

ωP = (h− a)ω1 とおくと, ωP は第一種微分で P を零点にもつ. L(div(ω1)− P ) $ L(div(ω1)) なので

命題 5.30 任意の P ∈ C に対して, P を零点にもつ第一種微分 ωP が定数倍を除いて唯一つ存在する.

命題 5.31 (1) ι : C 3 P 7−→ P ′ = div(ωP )− P ∈ C は C の自己同型写像である.

(2) P ∈ C が Weierstrass 点であることと, ι-不変である (P ′ = P ) は同値である.

(3) 基準写像 ΦKC : Sym2(C) → Pic0(C) は, Sym2(C) r {標準整因子} から Pic0(C) r {0} への全単射
になる.

(4) 標準整因子の全体は {P + P ′ |P ∈ C} に等しい.

(5) P +P ′ を極因子にもつ非定数有理函数 x が存在し, ι は Galois 被覆 x : C → P1 の Galois 群を生成

する.

(6) C は超楕円曲線で, ι は超楕円対合である.

(7) C の任意の自己同型写像は ι と可換である.

定理 5.32 種数 2 の非特異完備代数曲線は超楕円的で, y2 +a1(x) y+ f2(x) = 0 (a1, a2 ∈ k[x], deg a1 ≤ 3,

deg a2 ≤ 6) で定義されるアフィン平面曲線の非特異完備化に同型である.

問 58 C を種数 2 の非特異完備代数曲線とする. P ∈ C に対して, L(m (P + P ′)) (m = 1, · · · , 5) および

L(2 (P + P ′) + P ) の基底を求め, 上の定理の後半を示せ.

(c) C を種数 2 の超楕円曲線とする. 標準整因子 KC を基底とする基準写像 ΦKC : Sym2(C) → Pic0(C)

は全射かつ殆ど単射であった. P +Q ∈ Sym2(C) とする. P +Q−KC = (P −Q′)+(Q+Q′−KC) ∼ P −Q′
なので ΦKC (P +Q) = [P −Q′] と書ける. ここで因子類 [P −Q′] は標準整因子 KC の選び方によらない.
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定理 5.33 Ψ : C × C 3 (P, Q) 7−→ [P −Q] ∈ Pic0(C) は全射で, Ψ−1(0) = {(P, P ) ∈ C × C} ' C を除

いて 2 対 1 である.

問 59 種数が偶数の超楕円曲線に対して, 定理 5.33 と同様に因子類群の殆ど 2 次被覆を構成せよ.

§5.13 種数 2 の超楕円曲線の被約自己同型群

定理 5.34 C を種数 2 の超楕円曲線とする. C の被約自己同型群 RAut(C) は P1 の自己同型群 (1 次分数

変換の全体) の部分群に同型で, さらに Weierstrass 点に注目することで 6 次対称群の部分群に同型である.

簡単のため k の標数は 0 とする. 種数 2 の超楕円曲線 C の被約自己同型群を, 定理 5.29 と定理 5,15 と

その後の問いを使って決めることができる. 自己同型群の位数は 48 を超えないので, 被約自己同型群の位数

は 24 以下である. Weierstrass 点の個数は 6 個なので, 6 次対称群 S6 の部分群で位数が 24 以下のものが

その候補になる. また, 2 次の有理写像 x : C → P1 に適当な一次分数変換を合成して, C の Weierstrass 点

P1, · · · , P6 のうち最初の 3 つを x(P1) = 0, x(P2) = 1, x(P3) = ∞ にすることができる. 以下 x(P4) = a,

x(P5) = b, x(P6) = c とおく. 被約自己同型は一次分数変換で表され, {0, 1, ∞, a, b, c} の置換を引き起こ
す.

τ : z 7−→ 1
1− z

は位数 3の一次分数変換で, 0, 1,∞をこの順に置換する. b = 1
1− a , c = a− 1

a とおくと, τ(a) = b, τ(b) = c,

τ(c) = a なので, τ は {0, 1, ∞, a, 1
1− a ,

a− 1
a } の位数 3 の置換を引き起こす. 超楕円曲線

Ca : y2 = x (x− 1) (x− a) (x− 1
1− a ) (x− a− 1

a )

の被約自己同型群は 〈τ〉 ' Z/3Z を部分群にもつ. また, 位数 2 の一次分数変換

σ : z 7−→ a z − a+ 1
z − a

は {0, 1, ∞, a, 1
1− a ,

a− 1
a } の位数 2 の置換を引き起こす. σ もまた Ca の位数 2 の被約自己同型写像で

ある. στ = τ2σ なので, 被約自己同型群は 〈σ, τ〉 ' S3 を部分群にもつ. a = 2 とするとき, 位数 2 の一次

分数変換

σ2 : z 7−→ z − 2
2z − 1

は {0, 1, ∞, 2, −1, 1/2}の 2次の置換を引き起こす. σ2 と τ は可環で, (σ2τ)5σ = σ (σ2τ)なでの, 〈σ, τ, σ2〉
は位数 12 の二面体群 D12 に同型である.

C2 : y2 = x (x2 − 1) (x− 2) (x− 1/2)

の被約自己同型群は D12 に同型である. a =
√
−1 とする. 位数 4 の一次分数変換

σ4 : z 7−→ −
√
−1

z − 1−
√
−1

は {0, 1, ∞,
√
−1, (1 +

√
−1)/2, 1 +

√
−1} の置換を引き起こし, 〈σ, τ, σ4〉 は 4 次対称群 S4 に同型である.

C√−1 : y2 = x (x − 1) (x−
√
−1) (x− 1 +

√
−1

2 ) (x− 1−
√
−1)

の被約自己同型群は S4 に同型である. S4 の位数は 4! = 24 なので, 種数 2 の場合に期待される位数最大の

ものが得られた. 位数 4 の一次分数変換から始めて同様に計算することで, 被約自己同型群が D8, S4 とな

る種数 2 の超楕円曲線が得られる.

定理 5.35 {1}, Z/2Z, Z/5Z, D8, S3, D12, S4 を被約自己同型群にもつ種数 2 の超楕円曲線が存在する.

更に k の標数が 0 のとき,種数 2 の超楕円曲線の被約自己同型群はそれら 7 つに限る.

問 60 定理 5.35 に現れる群を被約自己同型群にもつ種数 2 の超楕円曲線をみつけよ.
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§5.14 種数 2 のモジュラー曲線 X0(23)

(a) 特殊線形群 SL2(Z) は一次分数変換により複素上半平面 H に作用する. その作用を H∗ = H ∪ P1(Q)

まで延ばすことができる. SL2(Z) の合同部分群 Γ0(23) = {
(a b
c d

)
∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod 23} による商

Y0(23) = Γ0(23)\H は開 Riemann 面になる. また X0(23) = Γ0(23)\H∗ は閉 Riemann 面の構造をもち,

Y0(23) のコンパクト化になる. 代数的には Y0(23) は C 上のアフィン代数曲線で, X0(23) はその非特異完備

化である. τ ∈ H∗ で代表される X0(23) の点を (τ) で表す. Γ0(23)\P1(Q) の点を X0(23) の尖点 (cusp) と

いう. X0(23) は (i∞) と (0) の 2 点を尖点にもつ. P1(Q) の点としては i∞ でなく単に ∞ と書くべきであ
ろうが, 上半平面 H から ∞ ∈ P1(Q) は虚部が無限大の方向に見えるので i∞ と書いた. X0(23) を Γ0(23)

に関するモジュラー曲線 (modular curve) という. 幾つか計算する方法があるがともかく X0(23) の種数は

2 の超楕円曲線である. また Γ0(23) に関する重さ 2 の尖点形式 (cusp form) は, X0(23) の正則微分に対応

する. 古典的だが Dedekind の η-函数 を使って尖点形式を作る. η-函数は無限積により定義される H 上の

非零正則函数で, 変換公式を満たす.

η(τ) = q1/24
∞∏
n=1

(1− qn) (q = e2πiτ )

η(τ + 1) = e2πi/24 η(τ) , η(−1/τ) =
√
−i τ η(τ)

命題 5.36 (1) f23(τ) = η(τ)2 η(23τ)2 は Γ0(23) に関する重さ 2 の尖点形式である.

(2) Hecke 作用素 T2 で移した f23|T2(τ) も尖点形式で, 2πi f23(τ) dτ , 2πi f23|T2(τ) τ は, Γ0(23) に関す

る重さ 2 の尖点形式全体のなす C 線形空間の基底である.

(b) X0(23) の正則微分 2πi f23(τ) dτ は, アフィン部分曲線 Y0(23) の上では零点をもたない. X0(23) の尖

点 (i∞) における局所助変数 q = e2πiτ で 2πi f23(τ) dτ を展開すると,

2πi f23(τ) dτ
dq

= q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 + 2q6 − 2q7 − 2q9 − 2q10 + q11 + 2q14 + 3q15 + · · ·
なので, (i∞) で 1 位の零となる. Riemann-Roch の定理より微分因子の次数は 2 なので, もう一つの尖点

(0) でも 2πi f23(τ) dτ は 1 位の零になる. X0(23) の微分因子として div(2πi f23(τ) dτ) = (i∞) + (0) を得

る. (i∞) + (0) は標準整因子だから, (i∞) と (0) は超楕円対合で移りあう. 一方, 2πi f23|T2(τ) dτ も正則微

分だが,

2πi f23|T2(τ) dτ
dq

= 1− q + q2 − 2q4 − 3q5 + q7 + 2q8 + 4q9 − 2q10 + 2q11 + 3q12 + 2q13 + · · ·
なので (i∞) を零点にもたない. 従って (0) も零点にもたない. 特に 2πi f23(τ) dτ と 2πi f23|T2(τ) dτ は一

次独立である. K = (i∞) + (0) とおく. x = 2πi f23|T2(τ) dτ/2πi f23(τ) dτ とおくと, x は L(K) に属する

非定数函数である. 実際, (i∞) の局所助変数 q で x を展開すると,

x =
2πi f23|T2(τ) dτ

2πi f23(τ) dτ
=
f23|T2(τ)
f23(τ)

= q−1 + 1 + 4q + 7q2 + 13q3 + 19q4 + 33q5 + 47q6 + 74q7 + · · ·
となるので, x は (i∞) で丁度 1 位の極をもつ. X0(23) の有理函数 y ∈ L(3K) をうまく選んで, X0(23)

を y2 = (x の 6 次多項式) で定義することができる. X0(23) の正則微分は dx
y , x dxy を基底にもつ. ここ

で div(dxy ) = K なので, y を適当に定数倍して dx
y = 2πi f23(τ) dτ とおける. x の選び方から x dxy =

2πi f23|T2(τ) dτ となる. 以上により, 有理函数 y の局所助変数 q による展開が得られる.

y = dx
2πi f23(τ) dτ

=
q

f23(τ)
dx
dq

= −q−3 − 2q−2 − q−1 + 12 + 67q + 228q2 + 667q3 + 1696q4 + · · ·
有理函数 x, y は y2 = (x の 6 次多項式) なる関係式を満たす. y2 − (x の 6 次多項式) = 0 なので左辺の q-

展開の係数が 0 になるように x の多項式の係数を順に決めていけばよい. こうして x, y は

y2 = x6 − 2x5 − 23x4 − 50x3 − 58x2 − 32x− 11

を満たすことがわかる. よく知られた形に合わせるために x を x− 1 に置き換えると,

定理 5.37 Y0(23) は y2 = x6 − 8x5 + 2x4 + 2x3 − 11x2 + 10x− 7 で定義される非特異アフィン平面曲線

で, X0(23) はその非特異完備化である. また X0(23) の函数体 (モジュラー函数体 という) A0(23) は C 上
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x, y で生成される.

問 61 x = f23|T2(τ)/f23(τ), y = dx/2πi f23(τ) dτ の q-展開を使って, x の多項式 f(x) で y2− f(x) の q-

展開が正のベキしか現れないものが取れることを示せ. このとき有理函数として y2 − f(x) = 0 が成り立つ

ことを示せ.

問 62 Hecke 作用素 T2 は, 重さ 2 の尖点形式のなす 2 次元 C 線形空間 (f23(τ), f23|T2(τ) を基底にもつ)

の上に線形に作用する. (f23|T2)|T2(τ) = f23(τ)− f23|T2(τ) となることを使って, T2 に関する固有形式を求

めよ.

問 63 [P∞ − P ′∞] ∈ Pic0(X0(23)) の 2 倍点, 3 倍点, 4 倍点, · · · を計算せよ.

§5.15 種数 2 のモジュラー曲線 X0(22)

(a) 前節と同様に, 合同部分群 Γ0(22)に関するモジュラー曲線 X0(22) = Γ0(22)\H∗ を考える. 閉 Riemann

面 X0(22) もまた種数が 2 の超楕円曲線である.

f11(τ) = η(τ)2 η(11τ)2 = q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 + 2q6 − 2q7 + · · ·
は Γ0(11) の重さ 2 の尖点形式なので, Γ0(22) の重さ 2 の尖点形式でもある.

f22(τ) = f11(2τ) = η(2τ)2 η(22τ)2 = q2 − 2q4 − q6 + 2q8 + q10 + 2q12 − 2q14 + · · ·
もまた Γ0(22) の重さ 2 の尖点形式で, f11(τ) と一次独立である.

命題 5.38 (1) X0(22) の尖点は (i∞), (0), (1/2), (1/11) の 4 点である.

(2) X0(22) の微分 2πi f11(τ) dτ と 2πi f22(τ) dτ の因子はそれぞれ (0) + (1/11)と (i∞) + (1/2) である.

前節と同様に x = f11(τ)/f22(τ), y = dx/2πi f22(τ) dτ をとおくと, x ∈ L(K), y ∈ L(3K) (K = (i∞) +

(1/2)) で, y2 = (x の 6 次式) なる代数関係式を満たす.

定理 5.39 X0(22) は y2 = x6 + 12x5 + 56x4 + 148x3 + 224x2 + 192x+ 64 で定義される種数 2 の超楕円

曲線で, モジュラー函数体 A0(22) は C 上 x, y で生成される. X0(22) の尖点 (i∞), (1/2) は 2 つの無限遠

点に対応し, 残りの尖点 (0), (1/11) はそれぞれ (0, −8), (0, 8) で表される点に対応する. 特に (i∞) の近傍

では y = −x3 − 6x2 − 10x− 14 + 22x−1 − 88x−2 + 374x−3 + · · · と 1/x の Laurent 級数に展開できる.

問 64 (1) τ を H∗ の座標とする. 尖点 (i∞), (1/11), (0), (1/2) ∈ X0(22) の局所助変数として,

q= exp(2πi τ), q11= exp(2πi (τ/(1 − 11τ)) /2), q0= exp(2πi (−1/τ) /22), q2= exp(2πi (τ/(1 − 2τ)) /11) が

取れることを示せ.

(2) 有理函数 x, y を各尖点の局所助変数で展開し, どの展開を使っても同じ代数関係式を満たすことを

確かめよ.

(b) 超楕円曲線 C = X0(22)の超楕円対合は,定義方程式 y2 = x6 +12x5+56x4+148x3+224x2+192x+64

のアフィン座標系 x, y で ι : (x, y) 7−→ (x, −y) と書ける. 定義方程式を相反型

(y/8)2 = (x/2)6 + 6(x/2)5 + 14(x/2)4 + 37/2(x/2)3 + 14(x/2)2 + 6(x/2) + 1

にまとめることができるので, C の Weierstrass 点の x-座標を置換する一次分数変換 x 7−→ 4/x がある. こ

の一次分数変換は C の自己同型写像 σ, σ′ に延びる.

σ : (x, y) 7−→ (4/x, −8y/x3) , σ′ : (x, y) 7−→ (4/x, 8y/x3)

σ2 = id, σ′ = σι = ισ なので σ は ι と可換な位数 2 の自己同型写像である. C の自己同型群 Aut(C) は

(2, 2)-型群 〈ι, σ〉 を部分群にもつ. Aut(C) の部分群 〈σ〉, 〈σι〉, 〈ι〉 に関する商代数曲線をそれぞれ Cσ , C ′σ ,



代数曲線の Riemann-Roch の定理 57

Cι とおく. 超楕円対合 ι は 2 次被覆 x : C → P1 の被覆変換群の生成元なので, Cι ' P1 である. Cσ , C ′σ に

対して自然な被覆写像 f : C → Cσ , g : C → C ′σ は 2 次 Galois 被覆で, Galois 群はそれぞれ 〈σ〉, 〈σι〉 であ
る. Cσ , C ′σ の種数はともに 2 より小さいが, もし Cσ の種数が 0 (Cσ が P1 に同型) なら, σ もまた X0(22)

の超楕円対合でなければならない. 種数が 2 以上の超楕円曲線において超楕円対合は唯一つなので, Cσ は P1

に同型ではない. Cσ の種数は 1 である. 同じく C ′σ の種数も 1 である. 被覆写像 f : C → Cσ , g : C → C ′σ
が引き起こす, 因子類群の準同型写像

f∗ : Pic0(Cσ)→ Pic0(C) f∗ : Pic0(C)→ Pic0(Cσ)

g∗ : Pic0(C ′σ)→ Pic0(C) g∗ : Pic0(C)→ Pic0(C ′σ)

をとる. f∗, g∗ は明らかに全射で,合成 f∗ ◦ f∗ は Pic0(Cσ)の, g∗ ◦ g∗ は Pic0(C ′σ)の 2-倍写像である. f , gは

種数 2の代数曲線から種数 1の代数曲線への 2次被覆なので,丁度 2点が分岐する. P1 ∈ C を f の分岐点とす

ると, Gf = 〈σ〉 なので σ(P1) = P1 となる. σ(P ′1) = σ(ι(P1)) = σι(P1) = ι σ(P1) = ι(σ(P1)) = ι(P1) = P ′1
なので, もう一つの分岐点は P ′1 である. 同様にして g の分岐点を P2, P ′2 ∈ C とおくことができる. 実際

P1, P ′1 = (−2, ±4
√
−2) で, P2, P ′2 = (2, ±44

√
2) である.

命題 5.40 (1) P ∈ C に対して f(σι(P )) = f(P ′), g(σ(P )) = g(P ′) が成り立つ.

(2) ker f∗ = 〈f∗[P2 − P ′2]〉, ker g∗ = 〈g∗[P1 − P ′1]〉 でともに位数 2 の巡回群をなす.

(3) f∗ ◦ g∗, g∗ ◦ f∗ は零写像である.

定理 5.41 ϕ = (f∗, g∗) : Pic0(C) 3 [D] 7−→ (f∗[D], g∗[D]) ∈ Pic2(Cσ)× Pic0(C ′σ)

ψ = f∗ + g∗ : Pic0(Cσ)× Pic0(C ′σ) 3 ([D1], [D2]) 7−→ f∗[D1] + g∗[D2] ∈ Pic0(C)

とおくと, ψ ◦ ϕ は Pic0(Cσ)× Pic0(C ′σ) の, ϕ ◦ ψ は Pic0(C) の 2-倍写像である.

(c) 商代数曲線 Cσ の函数体 C(Cσ)はモジュラー函数体 A0(22) = C(x, y)の 〈σ〉-不変体である. σ(x) = 4/x,

σ(y) = −8 y/x3 より, w = x + 4/x, z = y (x − 2)/x2 は σ-不変である. A0(22) ⊃ A0(22)〈σ〉 = C(Cσ) ⊃
C(w, z) で, [A0(22) :C(Cσ)] = [A0(22) :C(w, z)] = 2 なので C(Cσ) = C(w, z) を得る. 従って Cσ は

z2 = (w − 4) (w3 + 12w2 + 44w + 52)

で定義されるアフィン平面曲線と双有理同値で, その非特異完備化に一致する. §2.6 (d) の 2 つ目に従うと,

Cσ は

v2
1 = u3

1 + 188u2
1 + 11616u1 + 234256

で定義される楕円曲線になる. ただし u1 = 484/(w − 4)2 = 484x/(x − 2)2, v1 = 484 z1/(w − 4)2 =

484 y/(x− 2)3 とおいた. 楕円曲線において, 無限遠点を動かさない同型変換で, 少し雑な言い方だが, 係数が

できるだけ小さくなるようにすることができる. こうして得られる楕円曲線の定義方程式を極小Weierstrass

方程式という. 今の場合 u = 121x/(x− 2)2 + 16, v = (121 y/(x− 2)3 − 1)/2 とおくと, 有理写像

f = (u, v) : X0(22) 3 P 7−→ (u(P ), v(P )) ∈ P2

の像は Weierstrass 方程式 v2 + v = u3 − u2 − 10u− 20 で定義される楕円曲線で, Cσ に同型である. この

方程式は, モジュラー曲線 X0(11) の定義方程式と同じ物なので, Cσ は X0(11) と同型であることがわかる.

u, v を尖点 i∞ ∈ X0(22) の局所助変数 q = e2πiτ で展開すると,

u = 16 + 121 q+ 726 q2 + 3751 q3 + 18150 q4 + 83853 q5 + 375826 q6 + 1647294 q7 + · · ·
v = −61− 726 q − 5687 q2 − 37147 q3 − 216711 q4− 1175273 q5− 6050968 q6 − 29973878 q7− · · ·

となる. 従って Cσ の不変微分 ω = du/(2v + 1) は

ω = (−q + q3 + 2 q4 − q5 + 2 q7 − 4 q8 + 2 q9 − q11 − 2 q12 − 4 q13 + q15 + 4 q16 + 2 q17 + · · · ) dqq
と q で展開される. Γ0(11) に関する重さ 2 の尖点形式 f11(τ) = η(τ)2 η(11τ)2 の q-展開係数と比較すると

偶数次の項が食い違っている. もう少しよく観察すると,

ω = −2πi (f11(τ) + 2 f22(τ)) dτ
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が成り立ちそうで, 実際容易に示せる. モジュラー曲線 X0(11) と同型と言うなら, 不変微分が尖点形式 f11

に対応すべきなのだが. どうしてこの様なずれが生じたのであろうか.

Cσ と X0(11) との同型は, 単に同じ Weierstrass 方程式で定義された代数曲線だったからで, モジュラー

函数体として C(u, v) (⊂ A0(22)) と A0(11) が一致したわけではない. (Γ0(11) : Γ0(22)) = 3 なので, A0(11)

は A0(22) の 3 次部分体になり, u, v は A0(11) に含まれない. モジュラー函数 u, v の level は 22 で 11 で

はない. 一方, 尖点形式 f11 + 2 f22 は, Γ0(22) に関する重さ 2 の Hecke 固有形式である. Atkin-Lehner 対

合 W2, W11 に関しても, f11|W2 = 2 f22, f22|W2 = 1/2 f11, f11|W11 = −f11, f22|W11 = −f22 なので,

(f11 + 2 f22)|W2 = f11 + 2 f22 , (f11 + 2 f22)|W11 = −(f11 + 2 f22)

となる. Cσ には,有理写像 f : X0(22)→ Cσ ⊂ P2 を通して,モジュラー媒介変数表示 (modular parametriza-

tion) が与えられる. 楕円曲線 Cσ の不変微分はこの表示の下で, Γ0(22) に関する重さ 2 の Hecke固有尖点形

式 f11+2 f22 に対応する. level 22のモジュラー函数で媒介変数表示された Cσ の不変微分には, Atkin-Lehner

対合 W2 の固有形式ではない level 11 の f11 よりも, level 22 の f11 + 2 f22 が対応するほうが自然であろう.

問 65 W2=

(
12 1
22 2

)
, W11=

(
11 5
22 11

)
とおく. f |W2(τ) = 2

(22τ + 2)2 f(W2τ), f |W11(τ) = 11
(22τ + 11)2

f(W11τ) で Atkin-Lehner 対合を定義する. η-函数の変換公式を使って, f11|W2, f11|W11, f22|W2, f22|W11

を計算せよ.

問 66 (1) f = (u, v) : X0(22)→ Cσ において, Cσ の無限遠点の逆像を求めよ.

(2) 尖点 (i∞), (1/2), (0), (1/11) ∈ X0(22) の f による像を求めよ.

(3) 楕円曲線 Cσ の加法で f((i∞)) ∈ Cσ は 5 倍すると零元になることを示せ.

(4) Pic0(X0(22)) において, 因子類 [(i∞)− (1/2)] は何倍かすると 0 になることを示せ.

問 67 (1) w, z の q-展開を計算し, z を 1/w の Laurent 級数に展開せよ.

(2) s = (z + w2 + 4w)/2, t = z (w + 2)/2 + w3/2 + 3w3 − w − 16 とおく. s, t の q-展開を計算せよ.

(3) s, t の満たす代数関係式を求め, Cσ が X0(11) に同型であることを確かめよ.

(4) s, t による Cσ の定義方程式に関する不変微分を, 尖点形式 f11, f22 で表せ.

問 68 商代数曲線 C ′σ = X0(22)/〈σι〉 について, 上と同様の計算をしてみよ.

(1) u = x/(x+ 2)2, v = (y/(x+ 2)3 − 1)/2 ∈ C(X0(22)) は σι 不変であることを示せ.

(2) u, v を X0(22) の尖点 (i∞) の局所助変数 q に関する Laurent 級数に展開せよ.

(3) C(C ′σ) = A0(22)〈σι〉 = C(u, v) を示し, u, v の満たす代数関係式を求めよ.

(4) 上で求めた代数関係式で定義された楕円曲線としての Cσ について, 不変微分を q で展開せよ.

(5) C ′σ の不変微分を尖点形式 f11, f22 で表せ.

(d) 上の被覆 f : X0(22)→ Cσ は, 尖点 (i∞) ∈ X0(22) が Cσ の無限遠点に移るように作ってはいなかっ

た. Cσ の座標を射影平面内で取り替えて (i∞) の像を無限遠点にすることができるが, 初めから (i∞) の像

が (Weierstrass 方程式に関する) 無限遠点 (加法の零元) になるように, 被覆 X0(22) → Cσ を作ってみる.

このことにより, (i∞) ∈ X0(22) の局所助変数 q の Cσ における意味がより直接的に見えるようになるであ

ろう. 以下 L(∗) が多数出てくる. どの代数曲線上の有理函数か区別するために, 単に L(∗) と書くと X0(22)

の有理函数からなるもの, Lσ(∗) と書くことで Cσ の有理函数からなるものを表すことにする.

有理写像 f = (u, v) : X0(22) → Cσ ∈ P2 を, 尖点 (i∞) ∈ X0(22) が Cσ の零元 (Weierstrass 方程式

での無限遠点) に移るものとする. 有理函数 u, v ∈ A0(22) で (i∞) ∈ X0(22) の像が無限遠点に移るもの

を作ればよい. f は Galois 被覆なので, u, v は Galois 不変である. 従って u0, v0 ∈ C(Cσ) で f∗u0 = u,

f∗v0 = v となるものが取れる. u0, v0 を座標函数とする Cσ の定義方程式が Weierstrass 方程式になるため

には, ∞σ ∈ Cσ を適当に選んで u0 ∈ Lσ(2∞σ), v0 ∈ Lσ(3∞σ) となればよい. このとき ∞σ が無限遠点に

相当する. 尖点 (i∞) ∈ X0(22) は ∞σ に移されるので, (1/11) = σ(i∞) もまた ∞σ に移される.
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Dσ = f∗∞σ = (i∞) + (1/11) ∈ Div(X0(22)) とおく. Dσ は σ 不変なので, σ∗ は L(mDσ) (m ∈ Z) に

作用する. L(mDσ)± = {h ∈ L(mDσ) |σ∗h = ±h} とおくと, L(mDσ) = L(mDσ)+ ⊕ L(mDσ)− と直和

分解する. m を自然数とする. h0 ∈ Lσ(m∞σ) に対して,

div(f∗h0) = f∗div(h0) ≥ f∗(−m∞σ) = −mDσ

となり, f∗h0 は σ 不変なので, 線形写像 Lσ(m∞σ) 3 h0 7−→ f∗h0 ∈ L(mDσ)+ が定まる. そもそも

f∗ : C(Cσ)→ A0(22)は単射なので, Lσ(m∞σ)への制限も単射である. Cσ の種数は 1なので `σ(m∞) = m

が成り立つ. 以上より dimL(mDσ)+ = m (m ∈ N)を得る. また `(mDσ) = 2m−1なので dimL(mDσ)− =

m− 1 となる.

dimL(mDσ)+ = m より, u ∈ L(2Dσ)+rC, v ∈ L(3Dσ)+rL(2Dσ)+ が存在する. このとき, 有理写像

f = (u, v) : X0(22) 3 P 7−→ (u(P ), v(P )) ∈ Cσ ⊂ P2

が目的の 2 次被覆である. 基礎曲線は Weierstrass 方程式で定義される非特異射影平面曲線 Cσ で, 尖点

(i∞) ∈ X0(22) は零元 (無限遠点 ∞σ) にうつる. (i∞) において f は不分岐なので, ∞σ ∈ Cσ の局所助変
数 q0 で f∗q0 = q となるものが存在する. つまり, f は完備離散付値体の同型 A0(22)(i∞) ' C(Cσ)∞σ を引

き起こす. この同型により局所体を同一視すれば, q は ∞σ ∈ Cσ の局所助変数となる.

(e) 上の手続きを具体的に実行してみる. K∞ = (i∞) + (1/2), K0 = (0) + (1/11), Dσ = (i∞) + (1/11) ∈
Div(X0(22)) とおく. (a) で, x = f11(τ)/f22(τ), y = dx/2πi f22(τ) dτ ∈ A0(22) と取ると, x ∈ L(K),

y ∈ L(3K), A0(22) = C(x, y) を満たす. X0(22) は y2 = x6 +12x5 +56x4 +148x3 +224x2 +192x+64で

定義される種数 2の超楕円曲線で,尖点 (i∞), (1/2)はその無限遠点にあたる. 尖点 (i∞)の局所助変数 q で展

開することで, yの 1/xに関する Laurent級数展開 (y = −x3−6x2−10x−14+22x−1−88x−2+374x−3+· · · )
を得た. η-函数の変換公式などを使って, (1/2) ∈ X0(22) の近傍でも y を 1/x で展開することができるが,

(i∞) と (1/2) が超楕円対合で移りあう無限遠点であることと, 1/x が無限遠点の局所助変数であることに注

意すれば, 直ちに

y = x3 + 6x2 + 10x+ 14− 22x−1 + 88x−2 − 374x−3 − · · ·
が言える. v1 = y − (x3 + 6x2 + 10x) とおく. v1 ∈ K(3K) だが ord(1/2)(v0) ≥ 0 なので, v1 ∈ L(3 (i∞))

である. `(3 (i∞)) = 3 − 2 + 1 = 2 より, L(3 (i∞)) = C + C v1 となる. σ∗(i∞) = (1/11) なので,

σ∗v1 ∈ L(3 (1/11)), L(3 (1/11)) = C+Cσ∗v1 となる. ここで v = −(v1 +σ∗v1)/2とおくと, v ∈ L(3Dσ)+r
L(2Dσ)+ となる.

有理函数 xσ∗v1 を (1/2) の近傍で展開すると

xσ∗v1 = −8x− 88− 176x−1 − 176x−2 + 176x−3 + 704x−4 − 2992x−5 + · · ·
となる. u1 = xσ∗v1 +8xとおくと, L((i∞)+2 (1/11)) = C+Cu1 が従う. さらに L(2 (i∞)+(1/11)) = C+

Cσ∗u1 なので L(2Dσ) = C+Cu1+Cσ∗u1 を得る. ここで u = −(u1+σ∗u1)/8とおくと, u ∈ L(2Dσ)+rC
を満たす.

以上で具体的に作った u ∈ L(2Dσ)+ rC, v ∈ L(3Dσ)+ r L(2Dσ)+ を使って, 有理写像

f = (u, v) : X0(22) 3 P 7−→ (u(P ), v(P )) ∈ Cσ ⊂ P2

を定義する. f は尖点 (i∞) ∈ X0(22) を Cσ の無限遠点にうつす 2 次被覆で, f の像としての Cσ ⊂ P2 は

Cσ : v2 + 17 v = u3 − 19u2 + 110u− 284

で定義される. (i∞) ∈ X0(22) の局所助変数 q により, 座標函数 u, v と不変微分 ω = du/(2v + 17) は

u = 1/q2 + 7 + q + 2 q2 + q3 + 3 q4 − 3 q5 − 6 q7 + 2 q8 + 6 q9 + · · ·
v = 1/q3 + 1/q − 7− 2 q + 2 q2 − 4 q3 + 6 q5 + 10 q6 − 7 q7 + 8 q8 + 2 q9 · · ·

ω = (−q + q3 + 2 q4 − q5 + 2 q7 − 4 q8 + 2 q9 − q11 − 2 q12 − 4 q13 + q15 + 4 q16 + 2 q17 + · · · ) dqq
と展開される. この場合もやはり ω = −2πi (f11(τ) + 2 f22(τ)) dτ となる. Cσ のモジュラー媒介変数表示 u,

v の与え方は少し面倒であったが, q-展開係数がちょっと驚くほど小さくなっていることを注意しておく.
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問 69 上で得た Cσ ⊂ P2 の定義方程式から, Cσ は X0(11) : y2 + y = x3 − x2− 10x− 20 に楕円曲線とし

て同型であることを示せ. また Cσ の座標関数 u, v を, 尖点 (1/11) ∈ X0(22) の局所助変数 q11 で展開せよ.

問 70 (1) 尖点 (0) ∈ X0(22) を Cσ の無限遠点にうつす 2 次被覆 f0 = (u0, v0) : X0(22) → Cσ を与

えよ.

(2) 座標函数 u0, v0 を (0) ∈ X0(22) の局所助変数 q0 で展開せよ.

(3) 尖点 (i∞) ∈ X0(22) を C ′σ の無限遠点にうつす 2 次被覆 g = (u, v) : X0(22)→ C ′σ を与えよ.

(4) 座標函数 u, v, 不変微分 ω を (i∞) ∈ X0(22) の局所助変数 q = exp(2πi τ) で展開せよ.

(5) 尖点 (0) ∈ X0(22) に対して, (3), (2) と同じことを試みよ.
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Abel-Jacobi の定理 I

軍司圭一 ∗

1 Introduction

この稿ではRiemann面の理論において最も基本的な定理と言うべきAbel-Jacobiの定

理について概説する．X を種数 g のコンパクト Riemann面とし，X 上の正則微分形

式のなすベクトル空間の基底を ω1, . . ., ωg とおく．Λ = {(
∫
γ
ω1, . . . ,

∫
γ
ωg) ∈ Cg | γ ∈

H1(X,Z)} とおくと Λ は Cg の latticeであり，Jac(X) = Cg/Λ はコンパクト複素 Lie

群となる．この状況の下で，Abel-Jacobiの定理 (Theorem 2.2, 4.2)は Jac(X) が後に述

べる Picard 多様体の性質を満たすこと，すなわち 0 次の因子類群 Pic0(X) と群同型で

あることを主張する．

この定理は古典的であり非常によく知られているが，その証明はそれほど易しくはな

い．本稿では証明や議論の流れは完全に，D. Mumfordの教科書 ([Mum, Chapter II])に

依った．その他にも文献は非常に数多くあり，とても全部は網羅することはできない．

代表的なものとしては [Shi, 第六章]や [Lan]などが挙げられるであろう．また本報告集

でも紹介されるように，別な切り口からの証明として [Iwa]もあげておく．Mumfordの

議論の特徴的な点としては，theta関数を前面に押し出していることがあげられる．と

くにその (Riemann面に引き戻した関数の)零因子に関する情報を与える Riemannの定

理 (定理 6.2) が，議論の一番のキーとなる．

ここではまず，Jacobi 多様体の幾何的な意味を完全に理解してもらうため，蛇足とは

思ったが §2で直線束と因子類群との関係から話を始め，その上で直線束のモジュライ
としての Jacobi多様体への意味づけを与える．§3，§4 で Jacobi 多様体及び次数 0 の因

子類群からの周期写像の構成を具体的に与え，その上で Abel-Jacobi の定理の主張を述

べる．定理の証明のために曲線の対称積 (§5) や theta 関数 (§6) を準備した後，いよい

よ §7 が証明である．
なお代数幾何の知識を持っているものには，Abel-Jacobi の定理は非常に易しく思え

るかもしれない．層の完全列 0→ Z→ OX → O×X → 0 から誘導される長完全列

· · · → H1(X,Z)→ H1(X,OX)→ H1(X,O×X)
ϕ−→ H2(X,Z)→ · · ·

及び Poincaré 双対性 H1(X,Z) ' H1(X,Z) と Serre の双対定理 H1(X,OX) '
H0(X,ΩX)∗ より，Jac(X) = H0(X,ΩX)∗/H1(X,Z) ' Kerϕ = Pic0(X) は容易に導
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かれるからである．しかし Serre の双対定理の証明は決して易しくはない．別の言い方

をすれば，Abel-Jacobi の定理の証明の難しさは，Serre 双対性の定理の証明にあると

いってもよい．

最後に一言述べておきたい．Jacobi 多様体は複素多様体としてではなく，代数多様体

とみなすことによって初めてその重要性が認識されると思われる．代数幾何的な Jacobi

多様体の重要な性質は，それが元の代数曲線と同じ体上定義されているという点である．

すなわち Jacobi 多様体は与えられた体 k 上のアーベル多様体の実例として重要なもの

であり，逆に言うと，例えば有理数体上定義された Jacobi 多様体以外のアーベル多様

体の例を与えることはかなり難しい．その意味では，複素数体上に話を限った本稿は，

整数論的な応用という立場から見ればかなり物足りないといえるかもしれない．しかし

ながら実際には，Jac(X) の代数的な構成は簡単ではない．構成の基となるのは曲線 X

の g 次の対称積 X(g) であるが，X(g) の群構造は Zariski 開集合上でしか定義されない．

ここからアーベル多様体を構成する手順はかなり複雑である．代数幾何的な構成の原論

文は [Weil] であり，現代的なスキーム論の立場での解説としては [Mil]，[BLR] などが

あげられよう．また [Ser] では，特異点を持つようなより一般化された代数曲線に対し

ても Jacobi 多様体を構成している．興味のある方は是非一度目を通してみてください

(筆者も読んでいませんので，是非教えてください)．

2 Jacobi 多様体，Picard 多様体

2.1 直線束

X を種数 g のコンパクトなリーマン面 (あるいは C 上の代数曲線) とする．X 上の

点の形式的な有限和
∑
nPP を X 上の因子と呼ぶのであった．与えられた因子 D に対

して，Riemann-Roch の定理は L(D) = {X上の有理型関数 f | (f) + D ≥ 0}，すなわ
ち各点 P で高々 nP 位の極を持つような関数の成す空間の次元についての情報を与え

るものであった (例えば degD > 2g− 2 ならば次元そのものを与える)．この空間 L(D)

は，直線束の大域切断とみなすのが自然である．これを以下説明しよう．

X の直線束とは，“局所的に X × C となっているような多様体”のことである．今

X =
⋃
Uα なる開被覆及び Uα ∩ Uβ 6= ∅ なる α, β に対して Uα ∩ Uβ 上の零点を持たな

い正則関数 gαβ が与えられていて，次の性質を満たすとする:

(1) gαα = 1.

(2) gβα = g−1
αβ .

(3) gαβgβγ = gαγ (Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 上).

このとき
⋃

(Uα ×C) 上に同値関係を次のように入れる: Uα ×C 3 (xα, uα) ∼ (xβ, uβ) ∈
Uβ ×C であるとは xα = xβ かつ uα = gαβ(xα)uβ. このとき L =

⋃
(Uα×C)/ ∼ は複素

多様体 (あるいは代数多様体) となり，π : L → X, (xα, uα) 7→ xα は well-defined な射影

となる．
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このようにして作られる L を X の直線束と呼ぶ．作り方より，直線束は張り合わせ

関数 {gαβ} で決まる．2 つの直線束 L と L′ が同型であるための条件は，その張り合わ
せ関数を {gαβ} 及び {g′αβ} としたとき (必要なら被覆を細分して共通のものをとってお

く)，各 Uα 上に零点を持たない正則関数 hα が存在して gαβ = h−1
α g′αβhβ が成り立つこ

とである．

直線束の同型類全体を X の Picard 群と呼び，Pic(X) で表すことにする．名前のと

おりこれには自然に群構造が入る．すなわち L の張り合わせ関数を gαβ，M の張り合

わせ関数を hαβ とするときに，張り合わせ関数が gαβhαβ で与えられるような直線束を

L⊗Mで表すことにする．この群構造の単位元はすべての gij が定数関数 1であるよう

な直線束であり，これは X ×C に他ならない．これを自明な直線束といい OX で表す．
Γ(X,L) = {s : X

hol−→ L | π ◦ s = idX} を L の大域切断と呼ぶ．自明な直線束に対し
ては Γ(X,OX) は X 上定義された正則関数であり，定数関数全体 C と等しい．しかし
一般の直線束 L に対しては Γ(X,L) はより複雑であり，0 のみになることもありえる．

定義から Γ(X,L) = {fα : Uα
hol−→ C | fα/fβ = gαβ} が分かる．

2.2 因子類群との関係

今 D =
∑r

i=1 niPi を X 上の因子とする．X の開被覆 X =
⋃
k Uk を，各 Pi を含む開

集合 Uiが Pj (j 6= i) を含まないように選んでおく．各 k に対して，Uk 上の関数 fk を

以下のように与える: Pi ∈ Ui のとき fi は Piにのみ ni 位の零点 (または |ni|位の極) を

持つ有理型関数とし，Pi /∈ Uk (1 ≤ i ≤ r) のときは fk = 1 と定める．このとき Ui ∩ Uj
上 gij = fi/fj とおくとこれは張り合わせ関数の性質を満たし，これにより作られる直

線束を OX(D) と書くことにする．OX(D) の同型類は fiのとり方によらない．実際 fi
を fiui で取り替えると ui は Ui 上極も零点も持たない関数であり，gij は uigiju

−1
j で置

き換えられる．

これにより X の因子全体のなす群 Div(X) から Pic(X) への写像 ϕ が与えられるが，

作り方から ϕ は群準同型になる．X 上の関数 f により与えられる因子 (f) 全体のなす

群を Div`(X) と書くとき，実は kerϕ = Div`(X) が成り立つ．以下それを説明しよう．

D =
∑
niPi = (f) と仮定する．このとき Ui 上 Pi にのみ極または零点を持つような

関数として f |Ui を選ぶことができる．よって張り合わせ関数は gij = f/f = 1 となり，

ϕ(D) = OX である．逆に ϕ(D) = OX なる D =
∑
niPi をとる．Ui 上 Pi で ni 位の

極または零点をとる関数を fi としたとき，仮定から Ui 上零点を持たない正則関数 hi
が存在して，fi/fj = h−1

i 1hj が成り立つ．すなわち fihi たちは Ui ∩ Uj 上等しいので，
互いに張り合って X 上の有理型関数 f を定める．このとき (f) =

∑
niPi が成り立ち，

kerϕ = Div`(X) が分かる．

以上の考察から，ϕ は単射 Div(X)/Div`(X) ↪→ Pic(X) を誘導する．実はこれは全射

になることが知られており，これによって Div(X)/Div`(X) ' Pic(X) が導かれる．す

なわち X の因子類群 (因子全体の線形同値類) は，X 上の直線束の同値類のなす群と

同型である．

注意 上で述べたことは，層の完全列 0→ O×X → K×X → K×X/O×X → 0 より誘導される
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完全列

H0(X,K×X)→ H0(X,K×X/O×X)→ H1(X,O×X)→ H1(X,K×X) = 0

の帰結である．ここに K×X で X 上の 0 でない有理型関数のなす層を表す．

D =
∑
niPi ∈ Div(X) に対して，Pi の近傍 Ui で定義された関数 fi で，Pi にのみ

ni 位の零点 (または |ni| 位の極) を取るものを選んでおく．このときすでに述べたよう

に Γ(X,OX(D)) = {hα : Uα
hol−→ C | hα/hβ = fα/fβ} である．よって hαf

−1
α たちは貼り

合わさって X 上の有理型関数 ψ を定める．このとき (ψ) +D ≥ 0 が成り立ち，これに

よって

Γ(X,OX(D))
∼−→ L(D), (hi)i 7−→ ψ = (hif

−1
i )i

が分かる．すなわち L(D) は D から定まる直線束の大域切断のなす空間と同型である．

以上をまとめると次が成り立つ．

定理 2.1 (1) アーベル群の同型，Div(X)/Div`(X) ' Pic(X), D 7→ OX(D) が成り

立つ．

(2) 各 D ∈ Div(X) に対して，Γ(X,L) ' L(D) が成り立つ．特に Γ(X,L) は有限次

C-ベクトル空間になる．

2.3 Picard 多様体としての Jacobi 多様体

コンパクトリーマン面 X 上に直線束はどのくらいあるのか，言い換えれば Pic(X)の

構造がどうなっているのかを調べることは興味ある問題である．重要なのは Pic(X) に

は代数多様体 (あるいは射影的な複素多様体) の構造が入るという事実である．直線束

たちの群演算により Pic(X) にも群構造が入り，すなわち Pic(X) は代数群になる．

Pic(X) 自体はやや “大きすぎる”代数群であるため，もう少し細かく分けて調べるほ

うがよい．Pic(X) の元はすべて L = OX(D) の形をしており，因子 D は線形同値をの

ぞいて一意的に定まる．因子の次数は線形同値で不変であるから，これによって直線束

の次数 degL が定まる．Picn(X) で次数が n であるような Pic(X) の元からなる部分集

合を表すことにする．

このとき Pic0(X) は部分群であり，Pic(X) =
∐

n Picn(X) と分解される．また X 上

の点 P をとったときPic0(X)→ Picn(X), L 7→ L ⊗O(nP ) は全単射であるから，我々

の目的は Pic0(X) ' Div0(X)/Div`(X) を調べることに帰着される．ただし Div0(X) で

次数 0 の因子からなる群を表す．

さてこの稿の一番の目的は，以下の定理について解説することである．

定理 2.2 Xを種数 gのコンパクトリーマン面とする．このときCgの中にある格子Λが

存在して，Pic0(X)は g-次元複素トーラスCg/Λと群同型となる．

言い換えれば Pic0(X) のパラメーター空間として，複素トーラス Cg/Λ が取れると
いうことである．これを言い換えると “X 上の次数 0 の直線束のモジュライ空間は複素

トーラス Cg/Λ である” ということになる．
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注意 こうして作られる Cg/Λ は，単に複素トーラスというだけでなく，射影的な複素
多様体である．これにより Cg/Λ には代数多様体の構造も入る．射影的な複素トーラス
を (C 上の) アーベル多様体と呼ぶ．

例 2.1 g = 0 の場合，Pic0(X) = {1点 } が定理の主張である．すなわち P1 の因子類は

次数のみで決まってしまうということであるが，これは以下のようにして分かる．

D =
∑r

i=1(Pi−Qi) を P1 上の次数 0 の因子であるとする．例えば Pl = Pl+1 = · · · =
Pir =∞ であり，Pi(1 ≤ i < l), Qi(1 ≤ i ≤ r) ∈ C であるならば，

ϕ(x) =

∏l−1
i=1(x− Pk)∏r
i=1(x−Qi)

は C 上において，零点集合が {P1, . . . Pl−1}，極の集合が {Q1, . . . , Qr} となる．また無
限遠点では分母と分子の次数を比較して r − l 位の零点を持つことが分かる．ゆえに

(ϕ) = D である．

この例は極めて簡単であるが，本稿での Abel の定理の証明の雛形ともいえるもので

ある．なお，下記の g = 1 の場合同様，Riemann-Roch の定理からも容易に導ける．

例 2.2 g = 1の場合，次数が 1の因子 D に対して，ただ一つの点 P が存在して D ∼ P

となる．実際次数の関係から L(KX −D) = 0 が成り立つことに注意すると，Riemann-

Rochの定理から dimL(D) = degD − 1 + g = 1 であり，D と線形同値な有効因子 P

が唯一つ存在することが分かる．よって X 上の一点 P0 を固定すれば，X → Pic0(X),

P 7→ P − P0 は同型射になる．すなわち Pic0(X) ' X = C/Λ がなりたつ．

X がコンパクトリーマン面である場合，こうしてつくられた複素トーラス Cg/Λ を
Jacobi多様体と呼び，Jac(X) で表す．

Pic0(X) がモジュライ空間であるということについて補足しておく．モジュライ空間

とは単にパラメーター空間であるというだけではなく，より強い条件を満たすものであ

る．C 上のスキームのなす圏 Sch/C から集合の圏 Set への反変関手 Pic0
X を

T 7−→ {X × T 上の次数 0の直線束の同値類 }
{pr∗T (L) | Lは T 上の直線束 }

で定める．ただし prT は X × T から T への射影であるとし，X × T 上の直線束が次
数 0 とは，T の各点で引き戻したときに次数が 0 であると定義する．

このとき関手 Pic0
X は表現可能 (representable)である．すなわち C 上の群スキーム

Pic0(X) が存在して

Pic0
X(T ) = HomC-Sch(T,Pic0(X))

が成り立つ (群の同型)．このようなスキーム Pic0(X) を精モジュライ (fine moduli) と

いう．実は定理 2.2 より強い主張: 関手 Pic0
X は表現可能で，精モジュライ Pic0(X) と

して Cg/Λ が取れる，が成り立っている．
特に T = SpecC とすれば，X 上の直線束の同値類 Pic0

X(C) が Cg/Λ の各点と対応
しているいう主張になる．これが定理 2.2 のいうところである．
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注意 “次数 0” の条件をはずして関手 PicX を考えても表現可能である．この場合

Pic0(X) はモジュライ群スキームの単位連結成分に相当する．

注意 X として一般の射影スキームを考えても (次数 0 の条件を適切に置き換えて) 同

様の結果が成り立つ．特に X がアーベル多様体のとき，モジュライスキーム Pic0(X)

は双対アーベル多様体 X̂ になる．この場合，表現可能の定義で T = X̂ とおくと，

Pic0
X(X̂) = Hom(X̂, X̂) であるから，X × X̂ 上に id bX に対応する直線束が存在する．

これが Poincaré 束に他ならない (cf [Ko])．

注意 Jacobi多様体には，Albanese多様体としての側面もある．一般にX を射影的な

代数多様体とするとき，X に対してアーベル多様体 Alb(X)と写像 ι : X → Alb(X)が

存在して以下の普遍性を満たす: 任意のアーベル多様体AとXからAへの写像 f に対

して，写像 g : Alb(X)→ Aが唯一つ存在して f = g ◦ ιが成り立つ．
このような性質を満たすAlb(X)をXのAlbanese多様体と呼ぶ．Xがコンパクトリー

マン面である場合にはAlb(X) = Jac(X)が成り立つ．すなわち，XのPicard多様体と

Albanese多様体は一致している (実際，コンパクトKähler多様体Xに対しては，Pic0(X)

とAlb(X)は互いに双対である)．

3 複素トーラスとしての Jacobi 多様体の構成

X をコンパクトなリーマン面で種数を g とする．このとき X 上の 2g 個の path α1,

. . ., αg, β1, . . ., βg を以下の図のように定める．

α1 α2 α3 αg

β1
β2 β3

βg

H1(X,Z) は階数が 2g の自由アーベル群となる．H1(X,Z) の交差積 〈 , 〉 を，X 上
の 1-cycle γ と γ′ に対して，γ が γ′ を左から右に通過するように1一回交わっていると

き 〈γ, γ′〉 = 1, 〈γ′, γ〉 = −1 として定める．すなわち上の図では

〈αi, αj〉 = 〈βi, βj〉 = 0, 〈αi, βj〉 = −〈βi, αj〉 = δij

となる．

注意 交差積は次のようにして定義できる: Poincaré 双対性から

H1(X,Z) ' H1(X,Z)

1[Mum, P.137]では逆向きになっているが，この稿と αi, βi の役割が逆になっているため，辻褄は合っ
ている．
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であるが，一方普遍係数定理より自然な非退化双線形形式

H1(X,Z)×H1(X,Z) −→ Z

が存在する．これらの合成が交差積 〈 , 〉 である．

次に紹介する de Rhamの定理は，C-係数 de RhamコホモロジーHdR(X,C)と，sin-

gularコホモロジーH1
sing(X,C)との間の自然な同型を与える．

定理 3.1 (de Rhamの定理) 自然な写像

H i
dR(X,C)→ H i

sing(X,C) = Hi(X,C)∗, [ω] 7→
(
γ 7→

∫

γ

ω

)

は同型射となる．ただし ∗ は dual を表わし，最後の積分は，i-formを i-cycle 上積分

することを意味する．

H0(X,ΩX) の元 ω は closed 1-form，すなわち dω = 0 である．実際 d = δ + δ と d

を正則微分と反正則微分に分けると，ω が正則であることより δω = 0，また δω は正

則 2-form になるが，X が複素 1 次元であることより δω = 0 も成り立つ．

以上の考察より，H1(X,C) は 2g 次元のベクトル空間であるが，その de Rham コホ

モロジーとしての基底として，ω1, . . ., ωg, ω1, . . ., ωg (の与える類) が選べることがわ

かる．以上より次が示された:

系 3.2 自然な写像

H1(X,Z) −→ H0(X,ΩX)∗, γ 7→
(
ω 7→

∫

γ

ω

)

は埋め込みを与える．

よって H1(X,Z) は g-次元 C-ベクトル空間 H0(X,ΩX)∗ の中の階数 2g の離散部分群

を与える．

H0(X,ΩX)∗ の基底を固定して Cg と同一視し，そのもとで H1(X,Z) の像を Λ とか

くことにすると Λ は階数が 2g の自由アーベル群になる．まずはこの Λ について詳し

く調べよう．

定理 3.3 (Riemannの関係式および不等式)

(1) ω, η を X 上の正則 1-form とするとき

g∑

i=1

(∫

αi

ω

∫

βi

η

)
−

g∑

i=1

(∫

αi

η

∫

βi

ω

)
= 0.

(2) ω 6= 0を正則 1-formとするならば

Im

(
g∑

i=1

∫

αi

ω

∫

βi

ω

)
> 0.
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証明 X を αi および βi によって切り開くと 4g 角形ができる．1-cycle αi, βi の左側お

よび右側をそれぞれ α+
i , β+

i および α−i , β−i で表すことにすると以下の図のようになる．

α+
i

β+
i

α−i

β−i

4g 角形の周囲 ∂X0 は ∂X0 =
∑g

i=1(α+
i − α−i ) +

∑g
i=1(β+

i − β−i ) で与えられる2．

このとき X0 は単連結であるから，ある X0 上の正則関数 f が存在して，1-form η は

η = df の形で書くことができる．fω は正則 1-形式より d(fω) = 0．よって Green の定

理から

0 =

∫

X0

d(fω)

=

∫

∂X0

fω

=

g∑

i=1

(∫

α+
i

fω −
∫

α−i

fω +

∫

β+
i

fω −
∫

β−i

fω

)

=
∑

i

∫

αi

(f |α+
i
− f |α−i )ω +

∑

i

∫

βi

(f |β+
i
− f |β−i )ω.

ここで，df = ηはX 上定義されているから，当然 η|α+
i

= η|α−i であり，よって f |α+
i
−f |α−i

は定数でなければならない．βi は α+
i から α−i を結ぶ道であるから

3，この値は−
∫
βi
η

となる．

同様に f |β+
i
− f |β−i =

∫
α
η となり，結局

0 = −
∑

i

∫

βi

η

∫

αi

ω +
∑

i

∫

αi

η

∫

βi

ω

が成り立ち，(1)を得る．

(2)については f = dω なる f をとれば上と同様の計算により，

∫

X0

d(fω) = −
∑

i

∫

βi

ω

∫

αi

ω +
∑

i

∫

αi

ω

∫

βi

ω = 2i Im

(∑

i

∫

βi

ω

∫

αi

ω

)

2[Mum]とは逆の向きになっている.
3β が αを右から左に通過しているから
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が成り立つことが分かる．一方

d(fω) = d f ∧ df =

∣∣∣∣
df

dz

∣∣∣∣
2

dz ∧ dz

であり，z = x+ iy とかくと， dz ∧ dz = 2i dx ∧ dy が成り立つ．ゆえに ω 6= 0 ならば

(1/2i)
∫
fω > 0 であることから主張を得る． 2

この定理から次の重要な結果を得る．

定理 3.4 ω1, . . . , ωn を H0(X,ΩX) の基底とする．Aij =
∫
αi
ωj，Bij =

∫
βi
ωj とすると，

det(Aij)i,j 6= 0 であり，τ = A−1B ∈ Hg が成り立つ．ここに

Hg = {Z ∈Mg(C) | tZ = Z, Im(Z) > 0 (正定値)}

と定める．

証明 ω ∈ H0(X,ΩX) がすべての αi に対して
∫
αi
ω = 0 を満たせば，定理 3.3 (2) から

ω = 0である．よって det(Aij) 6= 0が分かる．後半は，H0(X,ΩX) の基底を
∫
αi
ωj = δij

となるように正規化しておく．定理 3.3 (1)で ω = ωi, η = ωj とすれば τij = τji となる．

最後に (2)で ω =
∑
aiωi とおけば，a = t(a1, . . . , ag) に対して

ta Im(τ)a > 0 (a 6= 0)

が成り立つことより主張を得る． 2

これにより H0(X,ΩX) の基底 ω1, . . . , ωg を
∫
αi
ωj = δij となるように選ぶことがで

きる．この基底を使い H0(X,Ω)∗ ' Cg と同一視すれば，

H0(X,ΩX)∗/H1(X,Z) = Cg/Λτ , Λτ = Zg + τZg

が成り立つ．以下この基底を固定して議論を進めることとする．

補題 3.5 Λτ はCgの格子 (lattice)を与える．

証明 実際

det

(
1g τ

1g τ

)
6= 0

であることから Λτ ⊗ R = Cg であることが導かれる． 2

定義 3.1 Jac(X) = Cg/Λτ とかいて，これをコンパクトリーマン面 X の Jacobi多様

体と呼ぶ．

4 周期写像と Abel-Jacobi の定理

コンパクトリーマン面 X 上の基点 P0 を固定しておく．X 上の path γ に対して，簡

単のため ∫

γ

ω :=

(∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg

)
∈ Cg
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と記述することにする．このとき

Λτ = {
∫

γ

ω ∈ Cg | γ ∈ H1(X,Z)}

となる．

定義 4.1 D =
∑

i(Pi − Qi) ∈ Div0(X) を次数 0 の因子とする (Pi および Qi には重複

があってもよい)．このとき写像 I : Div0(X)→ Jac(X) を

I(D) =
∑

i

∫ Pi

Qi

ω mod Λ

で定める．

∫ Pi
Qi
ω mod Λτ は Qi から Pi への path のとり方によらない．実際 path の取替えは

1-cycle αi, βi 上での積分の整係数線形結合分のずれに相当するため，同じ Λτ -同値類に

属する．よって特に写像 I は D =
∑

i(Pi −Qi) の書き方にもよらず well-defined であ

ることが確かめられる．

補題 4.1 D ∈ Div`(X) ならば I(D) = 0．すなわち I は Pic0(X) = Div0(X)/Div`(X)

から Jac(X) への群準同型を導く．この写像も同じ I で表し，これを周期写像と呼ぶ．

証明 X 上の有理型関数 f をとる．f を X から P1 への写像と考え，t ∈ P1 に対して

f−1(t) = D(t) を X の有効因子とみなすことにする．degD(t) はすべての t に対して

一定であるからこれを n とおく．今 X 上の基点 P0 を固定しておき，

φ : P1 −→ Jac(X), t 7−→
∫ D(t)

nP0

ω mod Λτ

を考えるとこれは正則写像である．

ところが P1は単連結ゆえ，φは φ̃ : P1 → Cg に持ち上がる．P1上定義された正則関

数は定数のみであるから φ̃，よって φは定数写像になる．特に ϕ(0) = ϕ(∞)であるが，

I(D) = φ(0)− φ(∞)であるから主張を得る． 2

定理 4.2 (Abel-Jacobiの定理) 周期写像 I : Pic0(X)→ Jac(X)は同型射である．

この定理に関しては，周期写像の単射性を Abel が，全射性を Jacobi が示したとされ

ている．以下これを証明するのがこの稿の目的であるが，その前に曲線の対称積との関

連を述べておこう．

5 曲線の対称積

まず次の補題を示す．
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補題 5.1 X を種数 g のコンパクトリーマン面とする．P0 ∈ X を基点として固定して
おくと，任意の D ∈ Div0(X)に対してあるP1, . . . , Pg ∈ X が存在して，D は P1 + · · ·+
Pg − gP0 と線形同値になる．

証明 D + gP0は次数が gの因子であるから，Riemann-Rochの定理より

l(D + gP0) = l(Kx −D − gP0) + deg(D + gP0)− g + 1 ≥ g − g + 1 = 1

が成り立つ．よって D + gP0 と線形同値な有効因子 P1 + · · ·+ Pg が存在する． 2

この補題から Pic0(X) の代表系として
∑g

i=1 Pi− gP0 の形のものが取れることがわか

る．そこで

J : Xg := X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
g 個

→ Jac(X), (P1, . . . , Pg) 7→
∑

i

∫ Pi

P0

ω mod Λτ

なる写像を考えると，Im J = Im I が成り立つ．さらに J は Pi たちの並べ替えで不変

であることに注意すると，X(g) = Xg/Sg (Sg は g 次対称群) に対して J は X(g) から

Jac(X) への写像を誘導する．

補題 5.2 X(g) は g-次元の複素多様体になる．すなわち特異点を持たない．こうして定

まる X(g) を X の対称積と呼ぶ．

証明 X(g)で特異点の出てくる可能性のあるのは，i 6= jに対して i番目と j番目の成分

が等しくなるような点の近傍のみである．ところが PiのXでの局所座標を tiと書いた

とき，例えばP1 = · · · = Pg = P なる点の近傍に対しては，tiたちの基本対称式 σi(t)が

(P, . . . , P )の局所座標を与えることが示される．よって g個の独立な局所変数が取れる

ため，X(g)は (P, . . . , P )で特異点を持たない． 2

Im I = Im J であったから，例えば周期写像 I の全射性を言うためには J が全射で

あることを示せばよい．J は複素多様体の間の正則写像であるから写像の幾何的な性質

を使うことができる．これが対称積を考える利点の一つである．

実は J は “ほぼ同型”である (双有理写像)．すなわち X(g) と Jac(X) は “近い” 複素

多様体であることが以下示される．

例 5.1 (種数 2のリーマン面) C を種数 2の代数曲線とする．このとき C は超楕円曲線

であり，定義方程式は y2 = x5 + · · · で表わされる．今 (x, y) 7→ (x,−y) で与えられる対

合 (hyperelliptic involution) を ι で表わすことにしよう．(x, y) 7→ x で与えられる写像

f : C → P1 を考えると，各 x ∈ P1 に対してある P ∈ C が存在して，f−1(x) = {P, ι(P )}
が成り立つ．すなわち C/〈ι〉 ' P1 である．

対合 ιは以下のような特徴付けも出来る．すなわちKC を C の標準因子としたとき，

各点 P ∈ Cに対してRiemann-Rochの定理より

l(P )− l(KC − P ) = deg P − g + 1 = 0
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であるが，留数定理より l(P ) = 1，よって l(KC−P ) = 1が成り立つ．ゆえにKC ∼ P+Q

が成り立つようなQ ∈ Cが唯一つ定まる．このQが ι(P )に他ならない．さて，以上の

準備の下でC(2)とPic0(C)の関係について調べてみよう．

Cの基点 P0として，無限遠点∞をとり，

Ψ: C(2) → Pic0(C), (P1, P2) 7→ P1 + P2 − 2∞

を考える．補題 5.1からΨは全射になる．Riemann-Rochの定理から

l(P1 + P2) = l(KC − P1 − P2) + deg(P1 + P2) + 1− g = 1 + l(KC − P1 − P2)

が成り立つ．P2 6= ι(P1)であれば l(KC − P1 − P2) = 0であり (次数が 0であって主因子

ではない)，ゆえに l(P1 + P2) = 1，すなわち P1 + P2と線形同値な有効因子は他に存在

しない．これを言い換えると，

D = {(P, ι(P )) ∈ C(2)}

と置いたときに，C(2)rD上ではΨは単射になる．一方任意のP ∈ Cに対してP+ι(P ) ∼
2∞ ∼ KC であるから，Ψ(D) = {0}が成り立つ．
D ' C/〈ι〉 ' P1であり，実は自己交点数 (D2) = −1が計算できる．ゆえにCastelnuovo

の定理 ([Har, Theorem 5.7, Chapter V])からDは例外因子となることが分かる．すな
わちある曲面 Z と π : C(2) → Z が存在して，ある z0 ∈ Z に対して π−1(z0) = Dかつ
π : C(2) r D → Z r {z0}は同型写像になる (z0を中心とした blow-up)．Ψから誘導さ

れる Ψ̃ : Z → Pic0(C)は全単射である．よってこのようにして作られる曲面 Z こそが，

我々の求めている Jacobi多様体 Jac(C)に他ならない．

注意 自己交点数 (D2) = −1は以下のようにして計算できる．自然な写像 pr : C×C →
C(2) と対角埋め込み∆: C → C × C, x 7→ (x, x) に対して

ϕ : C × C 1×ι−−→ C × C pr−→ C(2)

を考えると D = ϕ(∆(C))であり，degϕ = 2であることから C×C において (∆(C)2) =

−2 を証明すればよい．C × C上での層の完全列

0→ I → OC×C → ∆∗OC → 0

を考える．ここに I は閉埋め込み ∆に対応するイデアル層であり，I ' OC×C(−∆(C))

([Har, Proposition 6.18, Chapter II])． よって交点数の定義から (∆(C)2) = deg

∆∗OC×C(∆(C)) = − deg ∆∗I が成り立つ．一方上の完全系列に局所自由層 I をテンソ
ルすることにより

0→ I2 → I → ∆∗OC ⊗ I → 0

を得る．すなわち I/I2 ' ∆∗OC ⊗ I が成り立ち，よって Ω1
C = ∆∗(I/I2) ' ∆∗I であ

る (∆ は閉埋め込みゆえ，C 上の任意の OC 加群層 F に対して ∆∗∆∗F = F が成り立
つことに注意)．以上より (∆(C)2) = − deg Ω1

C = 2− 2g = −2 が示された． 2
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6 Riemann の theta 関数

この節ではいわゆる Riemann の theta 関数について解説する．保型形式の分野では

実際の関数の構成に使うなど欠かせない道具であるが，ここで扱う Riemann の theta

関数は，Cg-変数 z と Hg-変数 τ に関する正則関数であり，一言で言うと “z の関数と

してみれば Cg/Λτ 上のある直線束の大域切断であり，(z = 0 として) τ の関数として

みると保型形式になるもの”である．

我々の目的との関連は，以下のようにして説明される．写像 I の単射性を調べるため

には Div`(X) について，すなわち X 上の有理型関数について調べることが必要である．

しかし，与えられたリーマン面上の有理型関数を実際に構成するのは簡単ではない．よ

くある手法は X 上の直線束の大域切断の商として構成する方法である．そのためにま

ず Jac(X) = Cg/Λτ 上の直線束を構成し，それを写像

X −→ Jac(X), P 7−→
∫ P

P0

ω mod Λτ

によって引き戻して X 上の直線束の切断をえることを考える．このように構成すると，

零点や極の位置が分かりやすい有理型関数が得られるのである4．

定義 6.1 z ∈ Cg と τ ∈ Hg に対して

ϑ(z, τ) =
∑

l∈Zg
exp(πitlτ l + 2πitlz)

と定める．

容易に分かるように右辺の無限級数はCg×Hg上広義一様絶対収束していて，特にCg

上の正則関数を与える．

補題 6.1 ϑ(z, τ)は次の性質を満たす:

(1) ϑ(z +m, τ) = ϑ(z, τ), m ∈ Zg;

(2) ϑ(z + τm, τ) = exp(−πitmτm− 2πitmz)ϑ(z, τ).

さらに上記 (1), (2)の性質を満たすCg上の正則関数は ϑ(z, τ)の定数倍に限る．

証明 前半は容易．後半はそのような関数 f をとるとまず (1)の性質から

f(z) =
∑

l∈Zg
cle

2πitlz

と Fourier 展開されるが，さらに (2) の性質からFourier係数 cn の間に関係式が得られ

る．すなわち Cg の標準基底 u1, . . ., ug に対して

cl+uk = exp(2πitlτuk + πitukτuk) cl

が成り立つ．ゆえに (1), (2)を満たす関数のなす空間の次元は 1 であり，それは ϑ(z, τ)

の定数倍でなければならない．
4Riemann 自身がどのような目的意識で theta関数を考えたのかは筆者は知らない．
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注意 上記補題は，このようにして作られる Jac(X) 上の直線束 OX(Θ) に対して

Γ(X,OX(Θ)) が 1 次元であることを主張している．実は OX(Θ) は ample な直線束

であり，これによって Jac(X)は主偏極をもつアーベル多様体であることが示される (cf.

[Ko])．

次のRiemann自身による定理がこの稿で最大の役割を果たす．

定理 6.2 X 上の基点 P0 を固定しておく．z ∈ Cgに対して X 上の (多価) 関数 fz を

fz(P ) = ϑ(z +

∫ P

P0

ω, τ)

で定める．このときRiemann定数と呼ばれるある ∆ ∈ Cg が存在して以下の条件を満
たす: fz 6≡ 0であるような fzの零点は重複をこめて g個であり，それをQ1, . . . , Qgとか

くと
g∑

i=1

∫ Qi

P0

ω ≡ −z + ∆ mod Λτ

が成り立つ．

注意 fz(P )の値は P0からP への pathのとり方によるが，pathの取替えは ϑ(z, τ)の 0

でないスカラー倍の差しか引き起こさないため，fz(P )の零点の位置は定まる．

証明 定理 3.3の証明と同じ記号を使う．fz の零点Qiに対して (有限個)，その周りを

回る小円盤をDiで表わす．dfz/fzはX0 r
⋃
Di上の正則 1-formであり，よって closed

formだから

0 =

∫

X0r
S
Di

d

(
dfz
fz

)

=

∫

∂(X0r
S
Di)

(
dfz
fz

)

= −
∑

i

∫

Di

dfz
fz

+

g∑

k=1

∫

α+
k −α

−
k

dfz
fz

+

g∑

k=1

∫

β+
k −β

−
k

dfz
fz
.

さて，fzは αkたちに沿った pathの取替えでは不変であるから，αkが β−k から β+
k をつ

なぐ pathであったことに注意すると fz|β+
k

= fz|β−k が成り立つ．すなわち第 3項は 0で

ある．一方 path βkの取替えに関しては fzは

exp(−πitukτuk − 2πi

∫ P

P0

ωk + tukz)

倍ずれる (ukはCgの単位ベクトル)．ゆえに, βkが α+
k から α−k をつなぐ pathであるこ

とに注意すれば，第 2項は

g∑

k=1

{∫

α−k

d(log fz)−
∫

α+
k

d(log fz)

}
=

g∑

k=1

∫

αk

2πiωk = 2πig.
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まとめると

0 = −
∑

i

∫

Di

dfz
fz

+ 2πig

を得る．よって fzの零点の数が gであることが分かった．

次にX0上ωk = dgkとおく．gk(P0) = 0と仮定してよい．1-form gk dfz/fzに対して上

記の議論を適用すると

0 = −
g∑

i=1

∫

Di

gk
dfz
fz

+

g∑

l=1

∫

α+
l −α

−
l

gk
dfz
fz

+

g∑

l=1

∫

β+
l −β

−
l

gk
dfz
fz

を得る．まず第 1項に関しては留数定理より

∫

Di

gk
dfz
fz

= 2πigk(Qi) = 2πi

∫ Qk

P0

ωk

となる．第 3項に関しては gk|β+
l
− gk|β−l =

∫
αl
ωk = δklであることに注意すれば

∫

β+
l −β

−
l

gk
dfz
fz

= δkl

∫

βl

dfz
fz

= δkl

∫

βl

d(log fz)

= δkl(−πitulτul − 2πi

∫ P1

P0

ωl − 2πitulz + 2πiml)

が成り立つ．ここに P1は path αi, βiたちの基点であり，mlはある整数である．

最後に第 2項は，gk|α+
l
と gk|α−l の差が−

∫
βl
ωk = −τklであることに注意すると

∫

α+
l −α

−
l

gk
dfz
fz

=

∫

α−l

[
(gk − τkl)

(
dfz
fz
− 2πiωl

)
− gk

dfz
fz

]

= 2πiτklnl + 2πi

∫

α+
l

gkωl − 2πiτkl

となる．以上をまとめると

g∑

i=1

∫ Qi

P0

ωk = −zk +

[
τkk
2
−
∫ P1

P0

ωk +
∑

l

τkl −
∑

l

∫

α+
k

gkωl

]
+mk +

∑

l

τklnl

が成り立ち，定理の主張を得る． 2

7 Abel-Jacobiの定理の証明

この節では，上記のRiemannの定理を用いてAbel-Jacobiの定理を証明する．まず全

射性は容易に従う．実際 f∆−zを考えると，Riemannの定理は “f∆−z 6≡ 0でなければそ

の零点はQ1, . . . , Qgの重複をこめた g個であり，D =
∑
Qiに対して

J(D) =

g∑

i=1

∫ Qi

P0

ω mod Λτ = z
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が成り立つ”ことを主張している．そこで

E =

{
z ∈ Jac(X)

∣∣∣∣ f∆−z(P ) = ϑ

(
∆− z +

∫ P

P0

ω

)
= 0, ∀P ∈ X

}

とおくと E は Jac(X)の真の解析的な閉部分集合であり，U = Jac(X) r E は空でない
開集合である．上の議論から Im J はU を含むがX(g)はコンパクトゆえ Im Jは閉集合．

ゆえに J は全射となる．

さらに幾何的な議論から，より詳しく次の結果が得られる．

定理 7.1 (Jacobiの逆定理) (1) J : X (g) → Jac(X) = Cg/Λτ は全射かつ双有理写像

であり，J : J−1(U)→ U は同型射である．

(2) 任意の P1, . . . , Pg ∈ X と z ∈ Cgに対して，∑g
i=1

∫ Pi
P0
ω ≡ z mod Λτ ならば，各 i

に対して f∆−z(Pi) = ϑ(∆− z+
∫ Pi
P0
ω) = 0である．逆に z ∈ U に対しては f∆−zの

零因子
∑

i Piは
g∑

i=1

∫ Pi

P0

ω ≡ z mod Λτ

なる条件で一意的に定まる．

証明 X(g) × Jac(X)の解析的部分集合W を

W =

{
(
(P1, . . . , Pg), z

)
∈ X(g) × Jac(X)

∣∣∣∣
∑∫ Pi

P0
ω ≡ z mod Λτ ,

f∆−z(Pi) = 0 (1 ≤ i ≤ g)

}

と定める．W からの 2つの射影

W
pr1

}}zzzzzzzz
pr2

##HHHHHHHHH

X(g) Jac(X)

に関して，定理 6.2より pr2 : pr−1
2 (U)→ U は同型射である．実際 z ∈ U に対して f∆−z

の零点集合 {P1, . . . , Pg}を取れば，z 7→
(
(P1, . . . , Pg), z)

)
は pr2の逆写像を与える．ゆ

えに Im pr2は U を含む閉集合であり (W がコンパクトに注意)，よって pr2は全射であ

る．これより dimW ≥ gが得られる．

一方W の定義より pr1は単射であり，次元の比較から全単射であることが従う．すな

わちW は J のグラフ {(x, J(x)) | x ∈ X (g)}に他ならない．ゆえに (2)の前半が成り立

つ．(2)の後半及び (1)は今までの議論の帰結である． 2

最後に周期写像の単射性を主張する Abelの定理の証明について述べる．示すべきこ

とを改めて定理の形で述べておこう．

定理 7.2 (Abelの定理) P1, . . . , Pr, Q1, . . . , QrをX上の任意の点とする．I(
∑r

i=1(Pi−
Qi)) = 0であれば，重複をこめて {P1, . . . , Pr}が零点，{Q1, . . . , Qr}が極となるような
X上の有理型関数が存在する．
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fz(P ) = ϑ(z +
∫ P
P0
ω, τ)の零点についての情報は与えられているから，これを使って

関数を構成することを考えよう．ϑ(z0, τ) = 0となるような z0 ∈ Cgを一つとって固定す
る．このような z0に対してX上の (多価)関数を ϕP (x)を

ϕP (x) = ϑ(z0 +

∫ x

P

ω, τ)

と定めれば，当然これは x = P で零点を持つ．これから

f(x) =
r∏

i=1

ϕPi(x)

ϕQi(x)

を考えるというのが基本的な戦略である．

そのためにはまず ϕP 6≡ 0でなければならない．また ϕP の他の零点についても調べ

る必要がある．そのために補題を 2つ用意しておく．

補題 7.3 各 P ∈ Xに対して

DP =

{
z ∈ Jac(X)

∣∣∣∣ ϑ(z +

∫ y

P

ω) = 0, ∀y ∈ X
}

は余次元 2以上の解析的部分集合である．特に与えられた有限個の点Ri (1 ≤ i ≤ r)に

対して ϕRiが自明にならないような ϑの零点 z0が存在する．

証明 DをDP の既約成分とし，XP = {
∫ y
P
ω | y ∈ X}とおく．このときXP + Dは

Jac(X)の既約閉集合であり，ϑの零点集合に含まれるから dim(XP +D) ≤ g−1となる．

もしdimD = g−1ならばD = D+XPゆえ，D = D+XP = D+XP +XP + · · ·+Xp︸ ︷︷ ︸
g 個

=

Jac(X)となり (Iの全射性)矛盾である．ゆえに dimD ≤ g − 2. 2

補題 7.4 z0 ∈ Cgを ϑ(z0) = 0かつ，X ×X上の関数 Φz0(P,Q) = ϑ(z0 +
∫ Q
P
ω) 6≡ 0と

なるようにとっておく．このとき 2g− 2個の点R1, . . . , Rg−1, S1, . . . , Sg−1が存在して次

を満たす:

{(P,Q) ∈ X ×X | Φz0(P,Q) = 0}

={(P, P ) ∈ X ×X} ∪
g−1⋃

i=1

({Ri} ×X) ∪
g−1⋃

i=1

(X × {Si}).

証明 yの関数として Φz0(R, y) 6≡ 0となるようなRをとる．定理 6.2から Φz0(R, y)の

零点は y1, . . . , ygの g個であり，さらに定理 7.1から (y1, . . . , yg)は条件

g∑

i=1

∫ yi

P0

ω ≡ ∆− z0 −
∫ P0

R

ω mod Λτ
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の条件で唯一つ決まる X(g) の点であることが分かる．ところが Φz0(R,R) = ϑ(z0 +∫ R
R
ω) = 0であるから，y1 = Rとしてよい．よって (y2, . . . , yg)は条件

g∑

i=2

∫ yi

P0

≡ ∆− z0 mod Λτ

で唯一つ決まるX(g−1) の点であり，この条件は Rに依らない．よって Si = yi+1と置

くと，Φz0(∗, Si) ≡ 0, (1 ≤ i ≤ g − 1)が成り立つ．言い換えると，「y の関数として

Φz0(R, y) 6≡ 0ならば，零点集合は {R, S1, . . . , Sg}」が示された．
逆に yの関数としてΦz0(R, y) ≡ 0となるようなRは有限個であるが，それが g− 1個

あることを示せばよい．S1, . . . , Sgと異なるような点 S0をとる．このときΦ(∗, S0) 6≡ 0

であり，Φz0(x, S0) = 0となるようなxは，「x = S0，または yの関数として Φz0(x, y) ≡ 0

が成り立つような x」でなければならない．ところがΦz0(x, S0) = Φ−z0(S0, x)は xの関

数として g個の零点を持つ．それを S0, R1, . . . , Rg−1とおくと，Φz0(Ri, ∗) ≡ 0である．

2

定理 7.2の証明 補題 7.3より与えられた Pi, Qiに対してϕPi 6≡ 0，ϕQi 6≡ 0となるよう

な z0が存在するので，そのような z0を 1つとって固定しておく．X上の (多価)関数

f(x) =

r∏

i=1

ϕPi(x)

ϕQi(x)

を考える．f(x)が一価正則関数となるように，X上の各点 xに対して Pi及びQiから x

への pathの取り方を指定しなければならない．仮定より I(
∑

(Pi−Qi)) = 0，すなわち

(∗)
r∑

i=0

∫ Pi

P0

ω ≡
r∑

i=0

∫ Qi

P0

ω mod Λτ

が成り立っている．このとき P0から Pi及びQiへの path γi, δiをうまくとって，(∗)の
両辺が (modΛτ のみならず)真に等しいと仮定してよい．このようにとった γi, δiに対し

て，f(x)の定義式の pathは以下のようにとるものとする: P0から xへの pathを一つ選

んでおき，それと−γiや−δiをつなげたものとして Pi, Qiから xへの pathをとる．す

るとP0から xへの pathの取替えは
∫
αi
ω，
∫
βi
wの整数係数線型結合，すなわちΛτ の元

による平行移動での theta関数の変換を引き起こし，その寄与は分子と分母でキャンセ

ルされる．ゆえに f(x)はX上の一価有理関数としてwell-definedとなる．

このとき ϕPi (ϕQi)の零点は補題 7.4から Pi, S1, . . . , Sg−1 (Qi, S1, . . . , Sg−1)の g個で

ある．ゆえに f(X)の零点はP1, . . . , Pr，極はQ1, . . . , Qrとなって (f) = Dが成り立つ．

2
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0 知識の確認

まず，吉冨氏・小川氏・軍司氏の各講でも説明されている知識について，以下

を読むのに必要な分だけを [1] の書式に合わせて簡単にまとめ，記号を定義し

ておく．

0.1 1次元ホモロジー群

コンパクト Riemann 面 R 上の closed path γ で生成される自由アーベル群を Z1(R,Z)

で表し，1次元サイクル群と呼ぶ．また，path のホモロジー同値を ∼ で表すとき，その
部分群 B1(R,Z) = 〈γ | γ ∼ 0〉Z を 1次元バウンダリ群と呼び，Z1(R,Z) を B1(R,Z) で

割った商群 H1(R,Z) を 1次元ホモロジー群と呼ぶ．R の種数を g とするとき，

H1(R,Z) ∼= Z⊕2g

が成り立つ．

α1 α2 α3 αg

β1
β2 β3

βg

特に，具体的に αi, βj (i, j = 1, . . . , g) を図のようにとれば，

H1(R,Z) ∼= 〈α1, . . . , αg, β1, . . . , βg〉Z

が成り立つ．この αi, βj (i, j = 1, . . . , g) に沿ってR を切り開くと次の図で表されるよう

な 4g 角形が得られる：
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α1
β1

α1

β1

α2

β2

α2

β2

βg
αg

βg

αg

このように R 上の path を固定した場合、R の基本群 π1(R,Z) についても

π1(R,Z) = 〈α1, . . . , αg, β1, . . . , βg | [α1, β1][α2, β2] · · · [αg, βg] = 1〉

となることがわかる．但し，交換子 [αi, βi] は [αi, βi] = αiβiα
−1
i β−1

i とする．π1(R,Z)ab ∼=
H1(R,Z) であることにも注意しておく．

定義 0.1. 上で決めた R 上の path {αi, βi}i=1,...,g に対して，

(αi, αj) = 0, (βi, βj) = 0, (αi, βj) = δij, (αi, βj) = −(βj, αi)

で定まる交切数（【英】intersection number）を定義する．さらに，任意の γ1, γ2 ∈
H1(R,Z) （または，γ1, γ2 ∈ H1(R,R) = H1(R,Z)⊗R）に対しても，

γ1 =

g∑

i=1

(ciαi + diβi), γ2 =

g∑

i=1

(eiαi + fiβi) (ci, di, ei, fi ∈ Z)

（または，ci, di, ei, fi ∈ R）と書くことができるから，(γ1, γ2) を

(γ1, γ2) :=

g∑

i=1

(cifi − diei)

として

(·, ·) : H1(R,Z)×H1(R,Z) −→ Z

（または，(·, ·) : H1(R,R)×H1(R,R) −→ R）に延長する．
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0.2 微分

以下で用いる微分の分類について定義しておく1．

定義 0.2. K を函数体とするとき，

Ω1
R := {ω : 微分 | (ω 6= 0 かつ ω ≥ 0) または ω = 0}

の元 ω を第 1種微分と呼ぶ2．

定義 0.3. K の微分 ω が唯 1つの点でだけ極をもつとき，第 2種微分という．ω が相異な

る 2点においてだけそれぞれ 1位の極をもつとき，K の第 3種微分という．

注意 1. K の任意の微分は，第 1種・第 2種・第 3種微分の和で書ける．またK の微分全

体の集合を Ω1
R,mel で表す．

1第 1種・第 2種・第 3種という分類は本によって異なるので，注意が必要である．
2[1] では L0 と記されている．
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1 Abel 積分

コンパクト Riemann面上の微分に対する Abel積分とその積分路を closed path

γ としてとった周期を定義し，特別な性質をもつ第 1種微分と第 3種微分の定

義をする．この第 1種微分は実周期（周期の実部）に関する条件から決まるωγ
であり，第 3種微分は Riemann 面上の 2 点 P,Q に対して決まる ωP,Q という

ものである．この特殊な形の 2つ微分の間に成り立つ関係式が，Abel-Jacobiの

定理を示す上で非常に重要になる．

1.1 Abel 積分と周期

K/C を代数函数体，R を C(R) = K となるコンパクト Riemann 面とする．R の微分

ω に対し，R の path γ 上で正則であるとき，
∫

γ

ω

が定義できる．この積分をAbel積分と呼び，ω が第 1種微分であるとき第 1種Abel積

分という．以下では，R の path γ というときは，

考えている微分の極は γ 上には存在しない

ことを常に仮定しておく3．

また，γ が closed path であるとき，

∫

γ

ω の値を γ に関する ω の周期という．

注意 2. ω ∈ Ω1
R,mel がHasse 微分 wdz として表現されたとき，

[0, 1] −→ γ, s 7→ P (s)

とすると， ∫

γ

ω =

∫ 1

0

w
dz

ds
ds (z = z(P (s)), w = w(P (s)))

であって，また，γ を t 平面上の曲線と見做せるとき，dz = z′(t)dt とすると，
∫

γ

ω =

∫

γ

w
dz

dt
dt

(
dz

dt
= z′(t)

)

という線積分である．

定理 1.1. ω を第 1種及び第 2種微分の和で表される微分として，γ1, γ2 を R 上の closed

path とする．このとき，γ1 ∼ γ2 ならば，

(1)

∫

γ1

ω =

∫

γ2

ω

が成り立つ．

3この仮定を明確にした言葉として [1]では解析曲線という用語が用いられている．
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R の種数を g ≥ 1 として，ω が第 1種微分であるとする．

H1(R,Z) = 〈γ1, γ2, . . . , γ2g〉

とすれば，R の任意の path γ は

γ ∼
2g∑

i=1

ciγi (ci ∈ Z)

と書けるから，ζi =

∫

γi

ω とおけば，

(2)

∫

γ

ω =

2g∑

i=1

ciζi

が成り立つ．このことから，(ζ1, . . . , ζ2g) を基本周期系と呼ぶ．

1.2 Riemann の関係式と不等式

この基本周期系に対して，以下の重要な事実が成り立つ．

定理 1.2. K を種数 g ≥ 1 の代数函数体として，R を対応するコンパクト Riemann 面，

αi, βi をH1(R,Z) の生成元，即ち，

H1(R,Z) = 〈α1, . . . , αg, βg+1, . . . , β2g〉Z

として定める．このとき，K の 2 つの第 1種微分 ω, ω′ の αi, βi に関する基本周期系を

ζi =

∫

αi

ω, ζg+i =

∫

βg+i

ω,

ζ ′i =

∫

αi

ω′, ζ ′g+i =

∫

βg+i

ω′,

とすると，

(3)

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i) = 0

が成り立つ．さらに，ζi を実部と虚部に分けて

ζi = ξi + ηi
√
−1 (i = 1, . . . , 2g)

とおけば，ω 6= 0 であれば，

(4)

g∑

i=1

(ξiηg+i − ξg+iηi) > 0

が成り立つ．
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注意 3. (3) をRiemannの関係式，(4) をRiemannの不等式という．

Proof. αi, βi は 82ページの図の通りとして，path

Γ = [α1, β1][α2, β2] · · · [αg, βg]
を考える．Γ で囲まれた領域を U として，U の内部の点 P0 を固定する．このとき，関数

ω0, ω
′
0 を

ω0 = ω0(P ) =

∫ P

P0

ω,

ω′0 = ω′0(P ) =

∫ P

P0

ω′

で定めると，U 内で 1価正則な関数である．ゆえに，∫

Γ

ω0dω
′
0 = 0

となる．

ここで，左辺の積分を計算してみる．そのために，Γ 上の 4辺からなる path αiβiα
−1
i β−1

i

をとり，path αi 上に

[0, 1] −→ αi, s 7→ a(s)

で対応する点 a(s) を取り，a(s) に対応する α−1
i 上の点を b(s) とする．

αi

βiα−1
i

β−1
i

b(s)

a(s)

ω0(b(s))− ω0(a(s))

=(ω0(b(s))− ω0(P
(3)
0 )) + (ω0(P

(3)
0 )− ω0(P

(2)
0 )) + (ω0(P

(2)
0 )− ω0(a(s)))

=

∫ b(s)

P
(3)
0

ω +

∫

βi

ω +

∫ P
(2)
0

a(s)

ω =

∫

βi

ω

=ζg+i

だから，
∫

αi

ω0(P )dω′0 =

∫ 1

0

ω0(a(s))
dω′0
ds

ds

=

∫ 1

0

ω0(b(s))
dω′0
ds

ds− ζg+i
∫ 1

0

dω′0
ds

ds

= −
∫

α−1
i

ω0dω
′
0 − ζg+i

∫

αi

ω′

= −
∫

α−1
i

ω0dω
′
0 − ζg+iζ ′i
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となるから， ∫

αi

ω0dω
′
0 +

∫

α−1
i

ω0dω
′
0 = −ζg+iζ ′i

が成り立つ．同じ操作を βi 上で考えれば，

∫

βi

ω0dω
′
0 +

∫

β−1
i

ω0dω
′
0 = ζiζ

′
g+i

が成り立つ．したがって，

∫

Γ

ω0dω
′
0 =

g∑

i=1

(∫

αi

ω0dω
′
0 +

∫

βi

ω0dω
′
0 +

∫

α−1
i

ω0dω
′
0 +

∫

β−1
i

ω0dω
′
0

)

=

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i)

が成り立つから，Riemann の関係式が示せた．

次に，ξ(P ), η(P ) を

ω0(P ) = ξ(P ) +
√
−1η(P )

で定める．さきの計算と同様に，

ξ(b(s)) = ξ(a(s)) + ξi

であって， ∫

αi

dη = Im

(∫

αi

ω

)
= Im(ζi) = ηi

であるから，

(5)

∫

Γ

ξdη =

g∑

i=1

(ξiηg+i − ξg+iηi)

が成り立つ．Green の定理から

∫

Γ

ξdη =

∫∫

U

(
∂η

∂y

∂ξ

∂x
− ∂η

∂x

∂ξ

∂y

)
dxdy

が成り立つから，ω0(P )が正則関数なので
∂ξ

∂x
=
∂η

∂y
,
∂ξ

∂y
= −∂η

∂x
であることに注意すれば，

∫

Γ

ξdη =

∫∫

U

((
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂η

∂x

)2
)
dxdy

>0

となって，(5) と合わせれば，Riemann の不等式が成り立つことがいえる．
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1.3 ベクトル空間 Ω1
R

第 1種微分に対してその周期を取るという写像が同型写像を与えることが Riemann の

不等式からすぐにわかる．

Claim 1. ω を K の第 1種微分として，(ζ1, . . . , ζg) をその αi (i = 1, . . . , g) に関する周期

とする．このとき，

(6) ω 7→ (ζ1, . . . , ζg)

によって，同型写像

(7) Ω1
R
∼−→ Cg

が得られる．

Proof. ωをすべての i = 1, . . . , gについて ζi = 0を満たす第1種微分とすると，i = 1, . . . , g

について ξi = ηi = 0 だから，Riemann の不等式 (4) の左辺について

g∑

i=1

(ξiηg+i − ξg+iηi) = 0

となり ω = 0 となるから，上の写像は単射である．したがって，dimCΩ
1
R = g だから，上

の写像は同型である．

したがって，逆に，任意の (z1, . . . , zg) ∈ Cg に対し，

∫

αi

ω = zi (i = 1, . . . , g)

を満たす第 1種微分 ω が存在することがわかる．

同じことを R 上でも考えることができて，次の主張が成り立つ．

Claim 2. ω を K の第 1種微分として，

ξi = Re

(∫

αi

ω

)
, ξg+i = Re

(∫

βi

ω

)

で (ξ1, . . . , ξ2g) ∈ R2g を定める．このとき，

(8) ω 7→ (ξ1, . . . , ξ2g)

によって，同型写像

(9) Ω1
R
∼−→ R2g

が得られる．
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Proof. i = 1, . . . , 2g に対して ξi = 0 とすると，Riemann の不等式 (4) の左辺について

g∑

i=1

(ξiηg+i − ξg+iηi) = 0

となり ω = 0 となるから，上の写像は単射である．したがって，dimRΩ
1
R = 2g だから，

上の写像は同型である．

上と同様に，逆に，任意の (x1, . . . , x2g) ∈ R2g に対し，

Re

(∫

αi

ω

)
= xi, Re

(∫

βi

ω

)
= xg+i (i = 1, . . . , g)

を満たす第 1種微分 ω が存在することがわかる．

1.4 第 3 種微分 ωP,Q と ωP,Q

Abel-Jacobi の定理には特殊な第 3種微分が必要になる．それは 2 点 P,Q を決めると定

まるものである．

Claim 3. P,Q を固定したとき，任意の i = 1, . . . , g について
∫

αi

ωP,Q = 0

を満たし，かつ，

Res
P
ωP,Q = 1, Res

Q
ωP,Q = −1

を満たす第 3種微分 ωP,Q が唯 1つ存在する．

Proof. Riemann-Roch の定理から l(W + P +Q) = g + 1, l(W ) = g だから，P と Q で 1

位の極をもつ微分 ω が存在する．ここで，その P における留数を α とすれば，留数定理

によって Q における留数は −α となる．よって， 1
α
ω を考えれば，P , Q における留数は

それぞれ 1, −1 となる．さらに，条件を満たす ωP,Q が存在したとすると，ωP,Q − 1
α
ω は

第 1種微分であるから，Claim 1 よりこのような第 1種微分が存在することがわかる．し

たがって，ωP,Q が存在することがいえた．

Claim 1 の代わりに Claim 2 を使えば同様の主張が言える．

Claim 4. P,Q を固定したとき，任意の i = 1, . . . , g について

Re

(∫

αi

ωP,Q

)
= 0, Re

(∫

βi

ωP,Q

)
= 0

を満たし，かつ，

Res
P
ωP,Q = 1, Res

Q
ωP,Q = −1

を満たす第 3種微分 ωP,Q が唯 1つ存在する．



Abel-Jacobi の定理 II 91

1.5 第1種微分 ωγ と双対性

上述と同様に {γi}i=1,...,2g を

H1(R,Z) = 〈γ1, . . . , γ2g〉

を満たすようにとれば，任意の γ ∈ Z1(R,R) = Z1(R,Z)⊗R に対し，

(10) γ ∼
2g∑

i=1

λiγi (λi ∈ R)

と書けるから，第 1種微分 ω の γ に関する周期を

∫

γ

ω =

2g∑

i=1

λi

∫

γi

ω

で定義する．

定理 1.3. R を種数 g ≥ 1 のコンパクト Riemann 面として，γ ∈ Z1(R,R) とする．この

とき，

(1) 任意の γ′ ∈ Z1(R,R) に対し，

(11) Re

(∫

γ′
ωγ

)
= (γ, γ′)

を満たす K の第 1種微分 ωγ が唯 1つ存在する．但し，(γ, γ′) は交切数である．

(2) また，γ1, γ2 ∈ Z1(R,R) に対し，

γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ ωγ1 = ωγ2

が成り立つ．

(3) さらに，

(12) ωγ 7→ γ mod B1(R,R)

によって，同型写像

(13) Ω1
R
∼−→ H1(R,R) = H1(R,Z)⊗R

が得られる．

Proof. (1) γ′ ∈ Z1(R,R) について

γ′ ∼
g∑

i=1

µiαi +

g∑

i=1

µg+iβi (µi ∈ R)
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と書くと，

Re

(∫

γ′
ω

)
=

g∑

i=1

µiRe

(∫

αi

ω

)
+

g∑

i=1

µg+iRe

(∫

βi

ω

)
,

(γ, γ′) =

g∑

i=1

µi(γ, αi) +

g∑

i=1

µg+i(γ, βi)

である．よって，任意の γ′ について (11)が成立することは，任意の i = 1, . . . , g に対して

(γ, αi) = Re

(∫

αi

ω

)
, (γ, βi) = Re

(∫

βi

ω

)

が成り立つことと同値である．ここで，Claim 2 からこのような ω が唯 1つ存在すること

がわかるから，主張が示せる．

(2) ωγ1 = ωγ2 とすれば，任意の γ′ に対して

(γ1 − γ2, γ
′) = (γ1, γ

′)− (γ2, γ
′) = 0

となる．したがって，γ1− γ2 ∼ 0 だから，γ1 ∼ γ2 がいえた．逆に，γ1 ∼ γ2 ならば，任意

の γ′ に対して (γ1, γ
′) = (γ2, γ

′) だから，(1) の主張の一意性から，ωγ1 = ωγ2 が成り立つ．

(3) 任意の λ, µ ∈ R に対して

Re

(∫

γ′
(λωγ1 + µωγ2)

)
=λRe

(∫

γ′
ωγ1

)
+ µRe

(∫

γ′
ωγ2

)

=λ(γ1, γ
′) + µ(γ2, γ

′) = (λγ1 + µγ2, γ
′)

=Re

(∫

γ′
ωλγ1+µγ2

)
,

λωγ1 + µωγ2 =ωλγ1+µγ2

が成り立つから，(12) という対応で R 同型写像が得られる．

定理 1.4. pairing

Ω1
R ×H1(R,R) −→ C1 := {z ∈ C | |z| = 1}

を

(14) (ω, γ) = exp

(
2π
√
−1Re

(∫

γ

ω

))

で定義するとき，

Ω1
R
∼= ̂H1(R,R)

が成り立つ，即ち，Ω1
R, H1(R,R) は Pontrjagin dual となる．

Proof. pairing

〈 , 〉 : Ω1
R ×H1(R,R) −→ R, 〈ω, γ〉 = Re

(∫

γ

ω

)
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を考えると，任意の ω, ω′ ∈ Ω1
R, γ, γ′ ∈ H1(R,R) について

〈ω + ω′, γ〉 = 〈ω, γ〉+ 〈ω′, γ〉, 〈ω, γ + γ′〉 = 〈ω, γ〉+ 〈ω, γ′〉

が成り立つから，pairing は双線形である．αi, βi を H1(R,Z) の生成元とすれば，(13) か

ら，Ω1
R の基底として {ωα1 , . . . , ωαg , ωβ1, . . . , ωβg} が取れるから，任意の ω, γ に対して，

ω =

g∑

i=1

λiωαi +

g∑

i=1

λg+iωβi

γ ∼
g∑

i=1

µiαi +

g∑

i=1

µg+iβi

とおけば，

〈γ, ω〉 =

g∑

i,j=1

{
λiµjRe

(∫

αj

ωαi

)
+ λiµg+jRe

(∫

βj

ωαi

)

+ λg+iµjRe

(∫

αj

ωβi

)
+ λg+iµg+jRe

(∫

βj

ωβi

)}

=

g∑

i,j=1

{λiµj(αi, αj) + λiµg+j(αi, βj) + λg+iµj(βi, αj) + λg+iµg+j(βi, βj)}

=

g∑

i,j=1

(λiµg+i − λg+iµi)

が成り立つ．ゆえに，paring 〈 , 〉 は非退化である．よって，

(ω, γ) = e2π
√−1〈ω,γ〉 = exp

(
2π
√
−1

g∑

i=1

(λiµg+i − λg+iµi)
)

によって Ω1
R と H1(R,R) が Pontrjagin dual となることがわかる．

1.6 Riemann の関係式の拡張

特に第 3種微分が Abel-Jabobi の定理を証明する上で重要な役割を果たすことになるの

で，第 1種でない微分に対して Riemannの関係式を考察してみると，次の定理が成り立つ．

定理 1.5. R を g ≥ 1 のコンパクト Riemann面として，R 上の点 P0 を 1 つ固定する．

αi, βg+i (i = 1, . . . , g) を P0 を通る H1(R,Z) の生成元とする．P1, . . . , Pl, Q1, . . . , Qm をど

の αi, βg+i 上にもない R の相異なる点とする．ω ∈ ΩR,mero を高々 P1, . . . , Pl で極をもつ

微分として，ω′ ∈ ΩR,mero を高々 Q1, . . . , Qm で極をもつ微分とする．ζi, ζg+i と ζ ′i, ζ
′
g+i を

それぞれ ω と ω′ の αi, βg+i に関する期として，Pi における局所変数 ti に関する展開を

ω =
∑

s

a(i)
s t

s
i , ω′ =

∑

s

a′(i)s tsi
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とする．さらに，Qj における局所変数 tj に関する展開を

ω =
∑

s

b(j)
s tsj, ω′ =

∑

s

b′(j)s tsj

とすると，

(15)
1

2π
√
−1

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i) +

l∑

i=1

(
a

(i)
−1

∫ Pi

P0

ω′ +
∞∑

s=0

a
(i)
−s−2a

′(i)
s

s+ 1

)

−
m∑

j=1

(
b

(j)
−1

∫ Qj

P0

ω +
∞∑

s=0

b
(j)
s b
′(j)
−s−2

s + 1

)
= 0

が成り立つ．但し，P0 から Pi, Qi への積分路は適当に取るものとする（P0, Pi, Qi にのみ

依存して ω, ω′ には依らずに定まる）．

注意 4. ω, ω′ がそれぞれ正則微分である場合には，(15) 式は (3) 式と同値である．

Proof. 定理 1.2の証明のときに使った 4g 角形だけでなく，さらに l+m 個の極を取り除い

た pathで考える．即ち，αi, βi (i = 1, . . . , g)に加えて，極の周りをまわる path δ1, . . . , δl+m
をあわせて考える．

α1 α2 α3 αg

β1
β2 β3 βg

δ1 δl+m

P0

但し，δ1, . . . , δl はそれぞれ P1, . . . , Pl を δl+1, . . . , δl+m はそれぞれ Q1, . . . , Qm をまわる

path とする．このとき，この path に沿って切り開くと，
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α1
β1

α1

β1

α2

β2

α2

β2

βg

αg

βg

αg

δ1

δl+m

という (4g + l +m) 角形ができる．ここで，極を考えない場合と同様に，

Γ ′ := Γδ1 · · · δl+m = [α1, β1][α2, β2] · · · [αg, βg]δ1 · · · δl+m ∼ 0

であることに注意する．Γ ′ で囲まれた領域内の点 Q0 を固定して，関数 ω0, ω
′
0 を

ω0 = ω0(P ) =

∫ P

Q0

ω,

ω′0 = ω′0(P ) =

∫ P

Q0

ω′

とする．この path Γ ′ に沿って積分すれば
∫

Γ ′
ω0dω

′
0 = 0

が成り立つ．Riemann の関係式（定理 1.2）の証明のときのように左辺の積分を考えると，

∫

Γ

ω0dω
′
0 =

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i)

となることはまったく同様だから，極の周りに沿った積分

∫

δi

ω0dω
′
0 (i = 1, . . . , l +m) を

計算する．

まず，i = 1, . . . , l について Pi をまわる積分について考える．このとき，δi を取り換えて

∫

δi

ω0dω
′
0 = lim

ε→0

(∫ Pi−ε

P0

ω0dω
′
0 +

∫

CPi (ε)

ω0dω
′
0 +

∫ P0

Pi−ε
ω0dω

′
0

)
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として考えればよい．但し，CPi(ε) は Pi の周りを半径 ε の円周上で負の向きにまわる

積分路とする．このとき，ω0 は P0 で極をもつからその値は P0 → Pi と Pi → P0 で

−2π
√
−1a

(i)
−1 だけずれる．ゆえに，

∫ Pi−ε

P0

ω0dω
′
0 +

∫ P0

Pi−ε
ω0dω

′
0 =

∫ Pi−ε

P0

ω0(P )dω′0 +

∫ P0

Pi−ε
(ω0(P )− 2π

√
−1a

(i)
−1)dω′0

= 2π
√
−1a

(i)
−1

∫ Pi−ε

P0

ω′

が成り立つ．次に，CPi(ε) についての積分を Pi での局所変数 ti を用いて

∫

CPi (ε)

ω0dω
′
0 =

∫

CPi(ε)

ω0
dω′0
dti

dti =

∫

CPi (ε)

d(ω0ω
′
0)

dti
dti −

∫

CPi (ε)

ω′0
d(ω0)

dti
dti

と置き換える．ω′0 が Pi で極を持たないことに注意すれば，まったく同じ理由で，1項目は

∫

CPi (ε)

d(ω0ω
′
0)

dti
dti = −2π

√
−1a

(i)
−1ω

′
0(Pi)

であって，2項目は

∫

CPi (ε)

ω′0
d(ω0)

dti
dti = −2π

√
−1ω′0

dω0

dti
Res
ti=0

(
ω′0
d(ω0)

dti

)

と書ける．この留数を計算してみると，ω′ は Pi で正則だから Pi の近傍では，

ω′0(P ) = ω′0(Pi) +

∫ P

Pi

ω′
dz

dti
dti = ω′0(Pi) +

∞∑

s=0

a
′(i)
s

s+ 1
ts+1
i

であって，
dω0

dti
= w

dz

dti
=
∑

s

a(i)
s t

s
i

だから，

Res
ti=0

(
ω′0
d(ω0)

dti

)
= a

(i)
−1ω

′
0(Pi) +

∞∑

s=0

a
(i)
−s−2a

′(i)
s

s+ 1

となる．したがって， ∫

CPi(ε)

ω0dω
′
0 = 2π

√
−1

∞∑

s=0

a
(i)
−s−2a

′(i)
s

s+ 1

が成り立つ．したがって，

lim
ε→0

(∫ Pi−ε

P0

ω0dω
′
0 +

∫

CPi (ε)

ω0dω
′
0 +

∫ P0

Pi−ε
ω0dω

′
0

)

=2π
√
−1a

(i)
−1

∫ Pi

P0

ω′ + 2π
√
−1

∞∑

s=0

a
(i)
−s−2a

′(i)
s

s+ 1
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次に，i = 1, . . . , m について Qi をまわる積分

∫

δl+i

ω0dω
′
0 =

∫ Qi−ε

P0

ω0dω
′
0 +

∫

CQi (ε)

ω0dω
′
0 +

∫ P0

Qi−ε
ω0dω

′
0

を考える．ω は Qi では極を持たないから

∫ Qi−ε

P0

ω0dω
′
0 +

∫ P0

Qi−ε
ω0dω

′
0 = 0

であって，

lim
ε→0

∫

Qi(ε)

ω0dω
′
0 = −2π

√
−1

(
b
′(i)
−1

∫ Qi

Q0

ω +

∞∑

s=0

b
(i)
−s−2b

′(i)
s

s+ 1

)

が成り立つ．

したがって，すべてを足して 2π
√
−1 で割れば，

1

2π
√
−1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i)(16)

+
l∑

i=1

(
a

(i)
−1

∫ Pi

P0

ω′ +
∞∑

s=0

a
(i)
−s−2a

′(i)
s

s+ 1

)

−
m∑

j=1

(
b

(j)
−1

∫ Qj

Q0

ω +
∞∑

s=0

b
(j)
s b
′(j)
−s−2

s+ 1

)
= 0

がわかる．最後に，Q0 は Γ ′ で囲まれた領域内の点だったから，Q0 を P0 に近付ければ，

定理が示せる．

1.7 変数と係数の交換法則

次に，等式 (15) を具体的な微分に適用することによって得られる 2つの関係式を証明す

る．1つ目は，第 3種微分 ωP,Q 同士の関係式である．

系 1.5.1 (変数と係数の交換法則). 相異なる 4点 P, P ′, Q,Q′ を固定し，ωP,P ′ と ωQ,Q′ を

Claim 3で定まる第 3種微分とすれば，

(17)

∫ Q

Q′
ωP,P ′ =

∫ P

P ′
ωQ,Q′

が成り立つ．

Proof. ω = ωP,P ′, ω
′ = ωQ,Q′ とおく．第 3種微分の定義から極は 1位だから，(15) は

1

2π
√
−1

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i) +

2∑

i=1

(
a

(i)
−1

∫ Pi

P0

ω′
)
−

2∑

j=1

(
b

(j)
−1

∫ Qj

P0

ω

)
= 0
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と書き換えられる．微分の取り方から，任意の i = 1, . . . , g について

ζi = ζ ′i = 0

であって，P , Q での留数は 1 で P ′, Q′ での留数は −1 だったから，

∫ P

P0

ωQ,Q′ −
∫ P ′

P0

ωQ,Q′ −
(∫ Q

P0

ωP,P ′ −
∫ Q′

P0

ωP,P ′

)
= 0

が成り立つ．したがって， ∫ P

P ′
ωQ,Q′ =

∫ Q

Q′
ωP,P ′

がいえる．

2つ目は，第 3種微分 ωP,Q と第 1種微分の間の関係式であって，これがが Abel-Jacobi

の定理を証明する上で鍵になる重要な結果となる．

系 1.5.2. 任意の γ ∈ Z1(R,R) に対して，

(18)

∫

γ

ωP,Q = 2π
√
−1Re

(
−
∫ P

Q

ωγ

)

が成り立つ．

Proof. ω = ωαi, ω
′ = ωP,Q に対して (15) を適用すると，2位以上の極は無いから

1

2π
√
−1

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i) =

(
bP−1

∫ P

P0

ωαi

)
+

(
bQ−1

∫ Q

P0

ωαi

)

=

(∫ P

P0

ωαi

)
−
(∫ Q

P0

ωαi

)

=

∫ P

Q

ωαi

が成り立つ．ここで，左辺に注目すると，任意の j = 1, . . . , g について

ζj =

∫

αj

ωαi = (αi, αj) = 0,

ζg+j =

∫

βj

ωαi = (αi, βj) = δij

だから，

∫ P

Q

ωαi =
1

2π
√
−1

g∑

i=1

(ζiζ
′
g+i − ζg+iζ ′i) = − 1

2π
√
−1

ζ ′i = − 1

2π
√
−1

∫

αi

ωP,Q

両辺の実数部分を考えれば，wP,Qdz の周期が純虚数であることに注意すると

Re

(∫ P

Q

ωαi

)
= − 1

2π
√
−1

∫

αi

ωP,Q,
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よって， ∫

αi

ωP,Q = 2π
√
−1Re

(
−
∫ P

Q

ωαi

)

が成り立つ．同様に，ωαi の代わりに ωβi で考えれば

∫

βi

ωP,Q = 2π
√
−1Re

(
−
∫ P

Q

ωβi

)

が成り立つので，主張が言えた．
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2 Abel-Jacobiの定理の証明

この節ではこれまでの準備の下で, Abel-Jacobiの定理に軍司氏の稿と異なる方

法で証明を与える．その特徴はコンパクト Riemann面R上の必ずしも正則で

はない有理型 1-形式を用いるところにある．大体の方針を述べれば, “狭義の

乗法函数”と呼ばれるRの普遍被覆Riemann面上の函数を通じて, H1(R,Z)と

Pic0(R)のPontrjagin双対性を導き, それに基づいてAbel-Jacobi写像が同型で

あることを示す．その際に鍵になるのは, 乗法函数がR上の第 3種微分のAbel

積分を用いて表せるという事実と, 先の節で解説された第 3種微分の諸性質で

ある．

以下で述べるH1(R,Z)とPic0(R)のPontrjagin双対性を導くアイディアは「代

数函数論」p. 278の脚注にもあるように井草 [2]に基づくものである．

2.1 コンパクトRiemann面の普遍被覆

以下引き続きRを種数 g = g(R)のコンパクトRiemann面とする．位相空間としてのR

の普遍被覆

R̃
π−→ R

に対し, πが Riemann面間の正則写像となるような 1次元複素構造が R̃に一意的に入る．

この複素構造で R̃をRiemann面と見做す．単連結Riemann面の分類により, R̃は次のい

ずれかのRiemann面と同型になる：

(i) P1(C) （g(R) = 0のとき）

(ii) C （g(R) = 1のとき）

(iii) {z ∈ C | |z| < 1} （g(R) ≥ 2のとき）

Aut(R̃/R)を被覆 R̃
π−→ Rの被覆変換群とする（Aut(R̃/R)の元は自動的に R̃のRiemann

面としての自己同型になることに注意）．このとき, 基点 x0 ∈ Rと x0の R̃への持ち上げ

x̃0 (即ち π(x̃0) = x0を満たす点)を固定するとき, 群同型

π1(R, x0)
∼−→ Aut(R̃/R), γ 7→ φγ

が導かれる．ここで π1(R, x0)は x0を基点とするRの基本群で, φγは以下のように定義さ

れる：

t ∈ R̃に対し, δ̃1を R̃内の tを始点とし x̃0を終点とする path, δ1 := π ◦ δ̃1, γ̃を R̃内の

x̃0を始点とする path で π ◦ γ̃ = γ となるもの, δ̃2を γ̃の終点を始点とする R̃ 内の pathで

π ◦ δ̃2 = δ−1
1 となるものとするとき, φγ(t)は δ̃2 ◦ γ̃ ◦ δ̃1の終点である．

上の同型は, 基点 x0の持ち上げ x̃0の取り方に依存することに注意しよう（x̃0の取り方を

替えると, 同型写像が π1(R, x0)の内部自己同型分ずれる. この点を講演後にご指摘下さっ

た角皆氏に感謝いたします）. しかし, 上の写像のAbel化から誘導される同型

H1(R,Z) ' π1(R, x0)ab ' Aut(R̃/R)ab
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は基点 x0や, その持ち上げ x̃0に依存しない標準的同型であるので, 以下の議論に於いて x0

や x̃0の取り方は何ら影響を与えないことを予め注意しておく.

さらにK := C(R), K̃ := C(R̃)をそれぞれのRiemann面の函数体とすれば, 標準的単射

群準同型

Ψ : Aut(R̃/R) −→ Aut(K̃/K)

が次で定義される：

φ ∈ Aut(R̃/R), f(t) ∈ K̃に対して (Ψ(φ)f)(t) := f(φ−1(t)).

以上より, G := Ψ(Aut(R̃/R))とおくと, 同型

π1(R, x0) ' Aut(R̃/R) ' G, γ 7→ φγ 7→ σγ := Ψ(φγ)

が得られ, この同型は標準的同型

(19) H1(R,Z) ' Aut(R̃/R)ab ' Gab

を誘導する. ここで K̃G = Kに注意しよう．

以下, g(R) ≥ 1を仮定する．

2.2 乗法函数の定義

定義 2.1. 次の条件を満たす f ∈ K̃×を乗法函数という:

任意の σ ∈ Gに対して, ある cσ ∈ C×が存在して σf = cσf が成立する．

乗法函数全体の集合をMで表す．これは K̃×の部分群をなす．

f ∈Mに対し,

χf : G −→ C×, χf (σ) = (σf)/f

は群準同型 (Gの 1次元指標)である. 従って, χf は準同型

χf : Gab := G/[G,G] −→ C×

を誘導する．(19)に注意すれば, χf は f から標準的に定まるH1(R,Z)の 1次元指標と見做

せる．

特に f ∈ K×は乗法函数で χf = 1である．逆に f ∈M, χf = 1ならば前節末の注意よ

り f ∈ K×である．また, f, g ∈Mについて χfg = χfχg, χ1/f = χ−1
f である．従って群準

同型

(20) M/K× −→ Hom(Gab,C×), f mod K× 7→ χf

が得られる．
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2.3 乗法函数の因子

今後の我々の目標はH1(R,Z) ' Gabと Pic0(R)の双対性を群準同型 (20)を土台として

構成することにある．そのために乗法函数とRの因子類群の関係を見出さねばならないの

で, “乗法函数の因子”という概念を導入する．

f ∈ Mとする．任意の t0 ∈ R̃, φ ∈ Aut(R̃/R)に対し, 乗法函数の定義から ordt0(f) =

ordφ(t0)(f)が成立する．従って, 形式和

∑

P∈R
ordP̃ (f)P (P̃ ∈ R̃は π(P̃ ) = P を満たす任意の点)

は有限和でDiv(R)の元を与える．これを f の因子と呼び (f)で表す．

2.4 乗法函数とAbel積分

乗法函数がRのある種の微分形式のAbel積分を用いて表せることを説明する．

f ∈Mに対し R̃上の有理型 1-形式 df/f ∈ Ω1
R̃, mel

を考える. tを R̃ ⊆ C上の変数とすれば,

df/f = 1
f(t)

df(t)
dt
dtである．任意の φ ∈ Aut(R̃/R)に対し, σ = Ψ(φ) ∈ Gとすれば,

φ∗(df/f) =
1

(σf)(t)

d(σf)(t)

dt
dt

=
1

χf(σ)f(t)
· χf(σ)

df(t)

dt
dt = df/f

なので, df/fは実はR上の有理型 1-形式であることが分かる．a ∈ R̃ ⊆ Cに対し, ordaf =

m ∈ Z, t = a近傍での展開を

f(t) = (t− a)m
∞∑

i=0

bi(t− a)i, b0 6= 0

とすれば, t = aの近傍で

df

f
=

1

f

df

dt
dt =

(
m

t− a +
∞∑

i=0

ci(t− a)i

)
dt

と展開される．従って

(21) orda(df/f) ≥ −1, Res
a

(df/f) = orda(f)

となり, df/f はR上の第 3種微分でその留数はすべて有理整数である．また, コンパクト

Riemann面Rにおける留数定理を用いれば

∑

P∈R
ordP̃ (f) =

∑

P∈R
Res
P

(
df

f

)
= 0
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も得られる．従って, 乗法函数の因子は次数が 0であることが分かった:

(22) f ∈M =⇒ (f) ∈ Div0(R)

さて, f ∈Mには自然にR上の微分 df/f が対応し,

D1 := {ω ∈ Ω1
R,mel| ωの極は高々1位で, その留数はすべて有理整数 }

（D1はΩ1
R,melのZ-部分加群）とすれば, df/f ∈ D1であった．この対応の逆を考える．

ω ∈ D1とする．ωを R̃上の微分として定点 a ∈ R̃から t ∈ R̃まで積分する：
∫ t

a

ω

ωは正則とは限らないので, この積分はもちろん aから tに至る積分路の取り方に依存する

が, ωの留数はすべて整数なので積分路を取り替えてもその値の差は 2π
√
−1の整数倍の違

いしかない（函数論のCauchyの積分定理）．従って,

f(t) := exp

(∫ t

a

ω

)

は積分路の取り方によらず, tのみで完全に定まるので, f ∈ K̃である．また, 任意の σ ∈ G
について, σ = Ψ(φγ) (γ ∈ π1(R, x0))とすれば

σf(t) = f(φ−1
γ (t)) = exp

(∫ φ−1
γ (t)

a

ω

)

= exp

(∫ φ−1
γ (t)

t

ω

)
exp

(∫ t

a

ω

)
= exp

(∫

−γ
ω

)
f(t)

（最後の積分はR上で考えている）となり, f は乗法函数で

χf (σ) = exp

(
−
∫

γ

ω

)

が分かる．さらに, f ∈Mに対して, df/f ∈ D1で

f(t) = f(a) exp

(∫ t

a

df

f

)

も容易に分かる．従って次を得た：

定理 2.2. Z-加群として

D1 'M/C×, ω 7→ exp

(∫ t

a

ω

)
mod C×

逆写像は, M/C× 3 f mod C× 7→ df/f ∈ D1 で与えられる．また, f ∈Mについて

χf(σγ) = exp

(
−
∫

γ

df

f

)
(γ ∈ π1(R, x0))

が成立する．
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2.5 狭義の乗法函数と Div0(R)

ここでは, 狭義の乗法函数という概念を導入し, それとDiv0(R)の関係を明らかにする．

まず, § 1で導入された第 3種微分 ωP,Q （Claim 4参照）について復習しておこう：

ωP,Q ∈ Ω1
R,melは P, Q ∈ Rのみで極を持ち, その極は全て 1位で

(23) Res
P

ωP,Q = 1, Res
Q

ωP,Q = −1, Re

∫

γ

ωP,Q = 0 (∀γ ∈ H1(R,R))

を満たす．このような性質をもつ有理型 1-形式は P,Qから一意的に定まる．

注意 2.1 一般に第 3種微分 ωの留数は 0とは限らないので closed path γ に関する積分∫

γ

ωは γの homotopy類のみでは定まらない．しかし, ωの留数がすべて実数であれば, γ

と homotopeな closed path γ′に対して,
∫

γ

ω −
∫

γ′
ω ∈
√
−1R

が成立するので, Re

∫

γ

ωは γの homotopy類のみで定まる．従って, 留数が全て実数であ

るような有理型 1-形式 ωと γ ∈ H1(R,R) に対しては, Re

∫

γ

ωはwell-definedである.

この ωP,Qを用いれば,

(24) D1 =


 ∑

(P,Q)∈R2, P 6=Q
ZωP,Q


⊕Ω1

R

となることはD1の定義と留数定理から明らかであろう（上の右辺の和が直和であること

は § 1のClaim 2から従う（下の議論参照））．

定義 2.3. |χf (σ)| = 1 (∀σ ∈ G) を満たす乗法函数 f ∈ M を狭義の乗法函数と言う．M0

で狭義の乗法函数全体のなす乗法群を表す．

定理 2.2より, f(t) ∈Mはある ω ∈ D1を用いて

f(t) = exp

(∫ t

a

ω

)

と書ける．このとき同定理より,

|χf(Ψ(φγ))| = exp

(
−Re

∫

γ

ω

)
(γ ∈ π1(R, x0))

なので, f ∈M0となるための必要十分条件は

Re

∫

γ

ω = 0 (∀γ ∈ H1(R,Z))
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である．(24)と § 1Claim 2で示された

ν ∈ Ω1
R, Re

∫

γ

ν = 0 (∀γ ∈ H1(R,Z)) =⇒ ν = 0

という事実より, これは結局

ω ∈
∑

(P,Q)∈R2, P 6=Q
ZωP,Q

と同値である．従って,

D2 :=
∑

(P,Q)∈R2, P 6=Q
ZωP,Q

とおけば, 次を得た：

定理 2.4. Z-加群として

D2 'M0/C×, ω 7→ exp

(∫ t

a

ω

)
mod C×

逆写像は, M0/C× 3 f mod C× 7→ df/f ∈ D2 で与えられる．

この定理から次の重要な結果が得られる：

定理 2.5.

M0/C× ' Div0(R), f mod C× 7→ (f)

M0/K
× ' Pic0(R), f mod K× 7→ [(f)]

Proof. まず (22)より,

f ∈M0 =⇒ (f) ∈ Div0(R)

に注意しよう．任意の
∑r

i=1(Pi − Qi) ∈ Div0(R)に対し, ω :=
∑r

i=1 ωPi,Qi ∈ D2とおくと,

定理 2.4より, f(t) := exp

(∫ t

a

ω

)
∈M0 で, (21)と (23)より

(f) =

r∑

i=1

(Pi −Qi)

となる．よって,

(25) M0/C× −→ Div0(R), f mod C× 7→ (f)

は全射．f ∈ M0, (f) = 0とする．このとき, (21)より df/f ∈ Ω1
Rとなるが, 一方では定

理 2.4より df/f ∈ D2なので, Ω1
R ∩D2 = 0より, f ∈ C×. 従って (25)は同型写像．2番目

の同型は 1番目の同型をK×/C×に制限すれば

K×/C× ∼−→ Divl(R)

となることから得られる．
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2.6 Pic0(R) と H1(R, Z) のPontrjagin双対性

定理 2.5は, 代数体の整数論の単項化定理「有限次代数体Kの任意の因子（イデアル）

は, K の最大不分岐 Abel拡大 K̃abに於いては主因子（単項イデアル）になる」の類似と

見做せることに注意しよう（歴史的には寧ろ単項化定理が定理 2.5の類似？）．実際, 乗

法函数はその定義よりG ' Aut(R̃/R)の交換子群の元では不変なのでRの最大Abel被覆

Riemann面 R̃abの函数体の元である．

単項化定理の証明は, Artin相互法則, すなわちKの因子類群とGal(K̃ab/K)の標準的な

同型の存在に基づく．函数体の場合, ここでは逆に定理 2.5に基づいて Pic0(R)とGab '
H1(R,Z)の間に標準的な双対性が存在することを導く．

まず, 局所コンパクトAbel群のPontrjagin双対定理について復習しておこう．局所コン

パクト Abel群 Aに対し, Â := Homcont(A,C1) (C1 := {z ∈ C| |z| = 1}), 即ち Aから C1

への連続準同型全体の成すAbel群をAの指標群という．Aのコンパクト部分集合KとC1

の単位元の開近傍W に対し,

U(K,W ) := {χ ∈ Â | χ(K) ⊆ W} ⊆ Â

とおく．そして各 ψ ∈ Âに対し,

{ψ + U(K,W ) | K ⊆ A :コンパクト, 1 ∈ W ⊆ C1 :開集合 }

を ψの基本近傍系とする位相を入れることで Âは局所コンパクトAbel群になる．今後 Â

は常にこの位相で位相群と考える．

定理 2.6. (i) (Pontrjagin双対定理) 任意の局所コンパクトAbel群Aについて,

A ' ̂̂
A , A 3 a 7→ (Â 3 χ 7→ χ(a) ∈ C1)

となる．

(ii) Aの閉部分群Bに対し, Bの零化部分群B⊥を

B⊥ := {χ ∈ Â| χ(B) = 1}

で定義するとき,

Â/B ' B⊥, B̂ ' Â/B⊥, (B⊥)⊥ = B ((i)の同型でAと
̂̂
A を同一視)

が成立する．

定理 2.5と群準同型写像 (20)の定義域をM0/K
×に制限したものより群準同型

(26) ϕ : Pic0(R) −→ Ĝab, [D] 7→ χfD

が定義される．ここで, fD ∈ M0 は (fD) = D を満たす元である．fD は定理 2.5より

D ∈ Div0(R)に対してmodulo C×で一意に存在し, χfD はDの因子類 [D] ∈ Pic0(R)にの

み依存する．また, Gabは離散Abel群と見做す．
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以下, (26)の ϕが同型であることを示そう．まず, χfD の定義と定理 2.5より

χfD = 1⇐⇒ fD ∈ K× ⇐⇒ D ∈ Divl(R)

なので, 準同型 ϕは単射である．

D =
∑r

i=1(Pi −Qi) ∈ Div0(R)に対し, 定理 2.5の証明より

fD(t) = exp

(
r∑

i=1

∫ t

a

ωPi,Qi

)
(∃a ∈ R̃)

となる．このとき, σγ = Ψ(φγ) ∈ G, γ ∈ π1(R, x0) に対し, 定理 2.2より

χfD(σγ) = exp

(
−

r∑

i=1

∫

γ

ωPi,Qi

)

となる．ここで § 1で示された事実（系 1.5.2）

(27)

∫

γ

ωP,Q = −2π
√
−1 Re

∫ P

Q

ωγ

を用いると,

(28) ϕ([D])(σγ) = χfD(σγ) = exp

(
2π
√
−1

r∑

i=1

Re

∫ Pi

Qi

ωγ

)
, D =

r∑

i=1

(Pi −Qi)

が得られる．

注意 2.2 (27)は, 右辺の積分の積分路を “然るべく”取るとき, その積分路に関しては任

意の γ ∈ H1(R,Z)について等式が成立するという意味であった．しかし (28)の右辺の積

分については積分路を取り替えてもその値の実部の差は有理整数であるから, (28)の等式

の右辺の値は積分路の取り方には依らない．

ここで g = g(R)個の点Q1, Q2, . . . , Qg ∈ Rを固定するとき, 任意の Pic0(R)の因子類は

必ず
∑g

1=1(Pi −Qi)の形の元を含むので（Riemann-Rochの定理の応用）, 写像

Rg −→ imϕ ⊆ Ĝab,

(P1, P2, . . . , Pg) 7→
(
σγ 7→ exp

(
2π
√
−1

g∑

i=1

Re

∫ Pi

Qi

ωγ

))

は (28)より全射であり, Rgに直積位相を入れるならば, この写像は指標群 Ĝabの位相の定

義より連続写像であることも分かる．よってRgがコンパクトであることから, imϕ は Ĝab

の閉部分群であることが分かった．そこでA := Ĝab, B := imϕ ⊆ A とおいて, 定理 2.6

を適用してみる．このとき

B⊥ = {σ ∈ Gab| ∀χ ∈ B : χ(σ) = 1}
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である．よって σ := σγ mod [G,G] ∈ B⊥とすると, (28)より

(29) exp

(
2π
√
−1Re

∫ P

Q

ωγ

)
= 1

が任意の P,Q ∈ Rについて成り立つ．もしもGabに於いて σ 6= 1であるならばH1(R,Z)

において γ 6= 0なので, ωγ ∈ Ω1
Rの定義と交切数ペアリングの非退化性より, Re

∫

δ

ωγ 6= 0

をみたす closed path δ が存在する．従って Qを δ の始点とすれば, δ 上のある点 P で,

Re

∫ P

Q

ωγ 6∈ Zを満たすものが存在する（積分路は δに沿う）．これは (29)に矛盾する. よっ

てB⊥ = 0が示されたので, 定理 2.6 (ii) よりB = (B⊥)⊥ = A, 即ち, Ĝab = imϕが分かっ

た．以上で ϕが同型であることが証明された.

以下同型 ϕによって Pic0(R)にコンパクト Abel群 Ĝabからの位相を入れてコンパクト

Abel群と見做す．Gab ' H1(R,Z)なので, 結局ϕの同型性は離散Abel群H1(R,Z)とコン

パクトAbel群 Pic0(R)の間のPontrjagin双対性を与える:

定理 2.7.

Pic0(R)
∼−→ H1(R,Z) ,̂ [D] 7→ χD

ここで, D =
∑r

i=1(Pi −Qi) ∈ Div0(R)と γ ∈ H1(R,Z)に対し,

χD(γ) = exp

(
2π
√
−1

r∑

i=1

Re

∫ Pi

Qi

ωγ

)

H1(R,Z) ' Z2gであるから, 位相群として

Pic0(R) ' (R/Z)2g

が分かる．Pic0(R)には位相群としての構造のみでなく, 標準的な複素 Lie群の構造が入る

ことを次節で説明する．

2.7 Abel-Jacobiの定理

これまでに次の２つの重要な双対性が示された：

(30)

Ω1
R ' H1(R,R) ,̂

ω 7→
(
γ 7→ exp

(
2π
√
−1Re

∫

γ

ω

))

(31)

Pic0(R) ' H1(R,Z) ,̂
[

r∑

i=1

(Pi −Qi)

]
7→
(
γ 7→ exp

(
2π
√
−1

r∑

i=1

Re

∫ Pi

Qi

ωγ

))
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ここで, H1(R,Z)はH1(R,R)の閉部分群なので,

Λ :=

{
ω ∈ Ω1

R

∣∣∣∣ ∀γ ∈ H1(R,Z) : Re

∫

γ

ω ∈ Z
}

とすれば, 定理 2.6と上の２つの双対性 (30), (31)より,

Pic0(R) ' H1(R,Z)̂' H1(R,R) /̂H1(R,Z)⊥ ' Ω1
R/Λ

を得る. この標準的な同型を ρで表すことにする：

ρ : Pic0(R) ' Ω1
R/Λ

ここで, D =
∑r

i=1(Pi −Qi) ∈ Div0(R)に対し, ω mod Λ := ρ([D])は,

(32) Re

∫

γ

ω ≡ Re
r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωγ (mod Z) (∀γ ∈ H1(R,Z))

で特徴付けられる．同型 ρを用いて, Abel-Jacobiの定理を証明しよう．

定理 2.8 (Abel-Jacobiの定理). ω1, . . . , ωgをΩ1
RのC-基底とする．

L :=

{(∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg

)
∈ Cg

∣∣∣∣ γ ∈ H1(R,Z)

}

とおけば, Abel-Jacobi写像 (周期写像)

Pic0(R) −→ Cg/L,
[

r∑

i=1

(Pi −Qi)

]
7→
(

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ω1, . . . ,

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωg

)
mod L

は群同型．ここで,

∫ Pi

Qi

の積分路は各成分共通に採る．

Proof. H1(R,Z) =
⊕2g

i=1 Zγi とすると, 写像

(33)

Ω1
R/Λ −→ R2g/Z2g,

ω mod Λ 7→
(

Re

∫

γ1

ω,Re

∫

γ2

ω, . . . ,Re

∫

γ2g

ω

)
mod Z2g

は同型である．なぜなら, 単射性はΛの定義より明らかで, 全射性は, § 1で示されたR-ベ

クトル空間のペアリング

Ω1
R ×H1(R,R)→ R, (ω, γ) 7→ Re

∫

γ

ω

の非退化性とH1(R,R) = H1(R,Z)⊗Z Rから従うからである．
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標準的同型 ρ : Pic0(R) −→ Ω1
R/Λと同型 (33) を合成することで, (32)に注意すれば同型

(34)

Pic0(R)
∼−→ R2g/Z2g,

[
r∑

i=1

(Pi −Qi)

]
7→
(

Re

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωγ1 , . . . ,Re

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωγ2g

)
mod Z2g

を得る．さて,

ω1, −
√
−1ω1, ω2, −

√
−1ω2, . . . , ωg, −

√
−1ωg

と

ωγ1 , ωγ2 . . . , ωγ2g

は各々Ω1
RのR-基底をなすので

(ω1, −
√
−1ω1, . . . , ωg, −

√
−1ωg) = (ωγ1 , . . . , ωγ2g)T

を満たす T ∈ GL2g(R)が存在する．そこで同型 (34)に引き続きさらに同型

R2g/Z2g ' R2g/Z2gT ' Cg/h(Z2gT )

を合成する．ここで最初の同型は右から行列 T を掛けることで得られるもので, 第 2の同

型は

h : R2g −→ Cg,
(x1, x2, . . . , x2g−1, x2g) 7→ (x1 +

√
−1x2, . . . , x2g−1 +

√
−1x2g)

から誘導されるものである．

γ ∈ H1(R,Z)について

(∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg

)
= h

((
Re

∫

γ

ωγ1 , . . . ,Re

∫

γ

ωγ2g

)
T

)

であり,

(
Re

∫

γj

ωγi

)

i,j

= ((γi, γj))i,j ∈ GL2g(Z)なので（H1(R,Z)のZ-基底としてαi, βi (1 ≤

i ≤ g) を採ったときの交切数ペアリングのGram行列式は±1だから）

h(Z2gT ) = L

が分かる．さらに,

h

((
Re

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωγ1 , . . . ,Re

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωγ2g

)
T

)

=

(
r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ω1, . . . ,

r∑

i=1

∫ Pi

Qi

ωg

)

が成り立つので, 定理の主張が証明された．
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上の定理の L は Cg の格子になる．なぜならば, H1(R,Z) =
⊕2g

i=1 Zγi とすれば, LはZ
上

(35)

(∫

γi

ω1, . . . ,

∫

γi

ωg

)
(1 ≤ i ≤ 2g)

で生成されるが,
2g∑

i=1

ci

(∫

γi

ω1, . . . ,

∫

γi

ωg

)
= 0 (ci ∈ R)

ならば, δ =
∑2g

i=1 ciγi ∈ H1(R,R)と任意の ω ∈ Ω1
Rに対して,

∫

δ

ω = 0 となる．従って,

(30)より δ = 0, つまり, ci = 0 (1 ≤ i ≤ 2g) を得る．よって (35)はR上線型独立であるか
ら, LはCgの格子である．従って, Abel-Jacobi写像はPic0(R)と g次元複素トーラスCg/L
の間の群同型を与える．このCg/Lの複素 Lie群としての構造は, Ω1

R のC-基底 ω1, . . . , ωg
の採り方に依らずにRのみから一意的に定まる（C-基底を取り替えると, 格子LがGLg(C)

の作用で変化するから）．このCg/LをRの Jacobi多様体と呼び, Jac(R)で表す:

Jac(R) = Cg/L

従って, Abel-Jacobi写像によってPic0(R)に標準的な複素 Lie群の構造が入る．
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第 15 回 整数論サマースクール 報告集, pp.113-129

種数 1 における理論

山内 卓也∗

0. 序文

これまでの話を種数 1の代数曲線に対して具体的に展開していくことが本稿の目的であ

る. 特に, 次の点に留意して話を進めていく.

(1) σ関数を中心に楕円関数論をまとめること

(2) 種数 1の (複素)代数曲線の場合に Riemann-Roch Theorem, Abel-Jacobi Theorem を

具体的に理解すること

(3) 後半の内容 (特に, [5])の導入部分となること

尚,楕円関数論に関する歴史に興味がある方は [6]の 7章および [4]等を参照して頂きたい.

1. 種数1の (複素)代数曲線

吉冨氏の講演 [8]によると, 種数 1の複素代数曲線と種数 1のコンパクトリーマン面とは

同等の概念であった. また, 種数 1の (複素)代数曲線は楕円曲線 (1次元複素アーベル多様

体)と呼ばれ代数的な群演算を備えている.

1次元複素アーベル多様体X とは 1次元複素トーラスである. 従って, Cの格子 Λが存

在して,

X = C/Λ

となる.

種数 1のコンパクトリーマン面と 1次元の複素トーラスとの間の解析的な対応は種数 1

の場合のAbel-Jacobi の定理の自然な帰結ではある. しかし, 本稿は楕円関数論を中心に展

開されているため, 出発点は 1次元の複素トーラスである. 以下ではこの 2つの対象を同一

視して考える.

2. 擬周期関数

この節では擬周期関数の構成を問題にする. 雛型は, 周期関数 sinz の満たす等式

sinz = z

∞∏

n=1

(
1− z2

(nπ)2

)

である.
∗広島大学大学院理学研究科, E-mail : yamauchi@math.sci.hiroshima-u.ac.jp
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重複もこめて同じ零点をもつ二つの整関数 (C上の正則関数のこと) f1(z), f2(z)の間には

f1(z) = f2(z)exp(g(z))

なる関係がある (cf. [1], p.210, 定理 7). ここで, g(z)は適当なC上の正則関数である. い

ま, 整関数 f(z)の零点の成す集合 Γが加法群となるときを考える. 上の考察から,

f(z + ω) = f(z)exp(gω(z)), ω ∈ Γ

が成り立つ. ここで, gω(z)は ωに依存する整関数である.

以上が擬周期関数構成のアイデアである. 本節では, 先ず, Weierstrass の因数分解定理

を復習した後で, σ関数, Weierstrass zeta 関数, ℘関数を定義し, 諸性質をまとめ, σ関数の

擬周期性について述べる.

2-1. Weierstrass の因数分解定理

kを非負整数とする. z = 0で k位の零をもち, 重複も込めてC\{0}の点 a1, . . . , anで零

を持つ整関数は,

exp(g(z))zk
n∏

j=1

(
1− z

aj

)

と表せる. しかし, 指定された無限個の点で零を持つ整関数を無限積を用いて同様に与え

ようとすると, 無限積の収束問題を考えなければならない.

命題 2.1 {an}∞n=1をC\{0}の元からなる点列とし, 各 anに対して正の整数 knが与えられ

ているものとする. このとき, 任意の正の数 rに対して,

∞∑

n=1

1

kn + 1

∣∣∣ r
an

∣∣∣
kn+1

が収束するならば,

∞∏

n=1

(
1− z

an

)
exp
( z
an

+
1

2

( z
an

)2

+ · · ·+ 1

kn

( z
an

)kn)

はCにおいて広義一様絶対収束する.

この命題より次の命題が従う.

命題 2.2 (Weierstrass の因数分解定理 (cf. [1], p.210, 定理 7)) kを非負整数とする. 各 n

に対して定めた点 an ∈ C\{0}(ただし, |an| −→ ∞(n −→ ∞)とする) を零点として持ち,

z = 0で k位の零を持つ任意の整関数 f(z)は

zkexp(g(z))

∞∏

n=1

(
1− z

an

)
exp
( z
an

+
1

2

( z
an

)2

+ · · ·+ 1

kn

( z
an

)kn)
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という形にかける. ここで, kn, 及び, g(z)はそれぞれ f(z)から定まる正の整数と整関数で

ある.

Weierstrass の因数分解定理は与えられたデータを零に持つ整関数の存在問題とその具体

的構成の問題に対する解答を同時に与える強力な定理である.

ここで, Weierstrass の因数分解定理の存在問題のみを層のコホモロジーで解釈してみる.

命題 2.2 で見たように, 与えられたデータ {an}∞n=1 ⊂ C を零に持つ整関数の存在問題は
クザンの乗法的問題と呼ばれている問題の 1次元版である.

M = Cを一次元複素多様体として考える. M 上の局所的に零および極のどちらも持た

ない正則関数の成す層をO∗M , M 上の有理型関数の成す層をKM と表すことにすると層の
完全列

1 −→ O∗M −→ K∗M −→ K∗M/O∗M −→ 1

を得る.

これより, 長完全系列

0 −→ H0(M,O∗M) −→ H0(M,K∗M)
ϕ−→ H0(M,K∗M/O∗M)

δ−→ H1(M,O∗M ) −→ · · ·

を得る. 今, H1(M,O∗M) ' Pic0(M) = 0 (cf. [3]) なので, ϕは全射. H0(M,K∗M/O∗M)の元

はM の開被覆 {Ui}i∈I と Ui上の 0でない有理型関数 fiの組, {(Ui, fi)}i∈I で張り合わせの
条件

fi,j :=
fi
fj
∈ O∗M(Ui ∩ Uj)

を満たすものである. 実際, そのようなデータが与えられると, (K∗M/O∗M)(Ui ∩ Uj)におい
ては

fi = fj

なので層の公理から大域切断 F ∈ K∗M(M)が存在して, F |Ui = gifi ≡ fi mod O∗M(Ui) が

成り立つ. ここで, gi は零も極も持たない Ui 上の正則関数. いま, 集積点を持たないCの
点列 {an}nと正整数 knを与える. {an}nに対して, Cの開被覆 {Un}nを a` ∈ U` かつ an,

am 6∈ Un ∩ Um となるようにとる. 今,

fn =

{
(1− z

an
)kn (an 6= 0 )

zkn (an = 0)

とすると, データ {(Un, fn)}n はH0(M,K∗M/O∗M) の元を定める. よって, 前の考察から, 大

域切断 F (C上の有理型関数) が存在して,

F |Un = gn · fn, gn ∈ O∗M(Un)

が成り立つ. F は各開集合上で正則な関数なので整関数である. このように, 層の立場から

みると, 与えられた零点に関するデータをもつ整関数の “存在”の難しさはH1(M,O∗C)の消

滅に集約されていることがわかる.

Weierstrass の因数分解定理の存在問題 (クザンの第 1問題)はH1(M,O∗C)の消滅と同等

であり, 互いの価値を高めている.



116

2-2. σ関数

本節では σ関数の定義を与える. その精神は命題 2.1 にある.

Cの格子ΛはR上一次独立なCの 2元 ω1, ω2によって,

Λ = Zω1 + Zω2

と表せる. そこで, Weierstrass の σ 関数を

σ(z) := z
∏

ω∈Λ
ω 6=0

(
1− z

ω

)
exp
( z
ω

+
1

2

( z
ω

)2)

により定義する. 任意の正の実数 rに対して, 級数

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

3
·
∣∣∣ r
ω

∣∣∣
3

が収束することから命題 2.1 より, 右辺は整関数となる1. さらに, σ関数は次の性質を持つ.

命題 2.3 (1) σ関数はΛの各点において 1位の零点を持ち, それ以外では零にならない.

(2) σ関数は奇関数である. すなわち, σ(−z) = −σ(z)

命題 2.3 の (1) より, 任意のΛの元 ω に対し, σ(z + ω)と σ(z) との零点集合は一致する

ので, ある正則関数 gω(z)が存在して,

σ(z + ω) = exp(gω(z))σ(z)

が成り立つ. 本節の後半でこの gω(z)を具体的に求める.

σ関数が周期にも依存していることを強調するために,

σ(z;ω1, ω2)

とあらわことにすると次が成り立つ.

命題 2.4 σは周期に関して, GL2(Z) 不変である. すなわち,

σ(z; aω1 + bω2, cω1 + dω2) = σ(z;ω1, ω2),

(
a b

c d

)
∈ GL2(Z)

(証明) AutZ(Λ) = GL2(Z)より明らか.

1一般に級数
∑

ω∈Λ
ω 6=0

∣∣∣ 1
ω

∣∣∣
k

は k ≤ 2 なら発散し, k >2 なら収束する (cf. [7], 第二章).
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この命題は本稿の内容からは独立しているが, σ関数を特徴付けるための大事な要素で

ある ([5] の補題 4.12).

2-3. ζ 関数

以下, 記号は 2-2 のものと同じものを使う.

Weierstrass の ζ 関数を

ζ(z) :=
d

dz
log σ(z) =

σ′(z)

σ(z)

により定義する. 対数微分をとっているので log の分枝のとり方によらない. ζ(z) は σ(z)

の零点 (つまり, Λ の元) 以外のところで正則な関数となる. また,

ζ(z) =
1

z
+
∑

ω∈Λ
ω 6=0

( 1

z − ω +
1

ω
+

z

ω2

)

が成立する. さらに, ζ 関数は次の性質を持つ.

命題 2.5 (1) ζ 関数は Λ の各点において 1位の極を持ち, それ以外では正則な有理型関数

である.

(2) ζ 関数は奇関数である.

(3) z = 0 の周りにおいて, ζ(z) =
1

z
−
∞∑

n=1

G2n+2z
2n+1 が成立する. ただし, Gn :=

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ωn
.

(4) z = 0の周りにおいて, σ(z) = z−G4

4
z5−G6

6
z7+

(G2
4

32
−G8

8

)
z9+

(G4G6

24
−G10

10

)
z11+· · · .

(証明) (1), (2)は明らか. (3)は次の等式

1

z − ω +
1

ω
+

z

ω2
=
−1

ω

(
1 +

( z
ω

)
+
( z
ω

)2

+ · · ·
)

+
1

ω
+

z

ω2

= −
( z2

ω3

)
−
( z3

ω4

)
− · · ·

及び, G2n+1 = 0, n ≥ 1 となることを使えばよい.

(4)は (3)の式を積分して exp をとればよい.

2-4. ℘関数

Weierstrass の ℘関数を

℘(z) := − d

dz
ζ(z)

により定義する. ℘(z)も σ(z)の零点 (つまり, Λの元) 以外のところで正則な関数となる.

また,

℘(z) =
1

z2
+
∑

ω∈Λ
ω 6=0

( 1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
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が成立する. さらに, ℘(z), 及び, その 1階微分 ℘′(z) =
∑

ω∈Λ

−2

(z − ω)3
は次の性質を持つ.

命題 2.6 (1) ℘関数は Λの各点において 2位の極を持ち, それ以外では正則な有理型関数

である.

(2) ℘関数は偶関数, ℘′(z)は奇関数である.

(3) z = 0の周りにおいて, ℘(z), ℘′(z)はそれぞれ次の様に展開される.

℘(z) =
1

z2
+

∞∑

n=1

(2n+ 1)G2n+2z
2n, ℘′(z) =

−2

z3
+

∞∑

n=1

2n(2n + 1)G2n+2z
2n−1

が成立する.

定義 2.7 Λ = Zω1 +Zω2に周期をもつ有理型関数 f(z)のことを楕円関数という. すなわち,

f(z + ω) = f(z), ω ∈ Λ.

命題 2.8
dn

dzn
℘(z), n ≥ 0は楕円関数である.

(証明) ℘′(z) =
∑

ω∈Λ

−2

(z − ω)3
より, ℘′(z)は楕円関数, とくに, その高階微分も楕円関数.

各Λの Z基底 ωi, i = 1, 2に対して, 等式 ℘′(z + ωi) = ℘′(z)の両辺を積分するとで

℘(z + ωi) = ℘(z) + cωi, cωi ∈ C

をえる. ここで z = −ωi
2
6∈ Λ は ℘(z)の極ではないので, これを上の式に代入すると,

cωi = ℘(
ωi
2

)− ℘(−ωi
2

).

℘(z)は偶関数より, cωi = 0. Λはωi, (i = 1, 2) でZ上生成されるので ℘(z)はΛを周期に持

つ楕円関数である.

℘(z)とその微分の間には様々な関係式が成り立つ. 先ず, 最初に登場するのが次の関係

式である.

命題 2.9 (1) ℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3. ここで,

g2 := 60G4 = 60
∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ω4
, g3 := 140G6 = 140

∑

ω∈Λ
ω 6=0

1

ω6
.

(2) ℘′′(z) = 6℘(z)2 − 1

2
g2.

(証明) (1) の両辺の z = 0でのローラン展開の主要部が命題 2.6 から具体的な計算で一

致することがわかる. 周期関数であることから他の極における主要部も等しい. よって,
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℘′(z)2 − (4℘(z)3 − g2℘(z) − g3)は極を持たない有界な楕円関数となるが, このような関数

はLiouville の定理より, 定数関数 cになる. しかし、c は楕円関数より c = 0. (2) は (1) の

両辺を微分すればよい.

2-5. σ(z)の擬周期性

Λ の元 ω を任意に固定する. ℘(z) は楕円関数だから,

℘(z + ω) = ℘(z)

が成り立つ. これを積分すると, z によらない定数 ηω が存在して,

ζ(z + ω) = ζ(z) + ηω

が成り立つ.

ζ(z + ω + ω′) = ζ(z + ω) + ηω′ = ζ(z) + ηω + ηω′

が成り立つので, Λ −→ C : ω 7→ ηω は加法群としての準同型写像となる. また, 自然な同

一視 Λ⊗Z R ' C より, 上の準同型は C から C への R 線型写像に拡張される.

命題 2.10 (Legendre の関係式) Im(
ω2

ω1

)>0 と仮定する. このとき, 次の関係式が成り立つ.

ω2ηω1 − ω1ηω2 = 2π
√
−1.

(証明) C/Λの基本領域Dを境界がΛと交わらないようにとる. Dの内部には ζ(z)の極が丁

度1つあり,その留数は1である. Dの頂点はある t ∈ C\Λによって, t, t+ω1, t+ω1+ω2, t+ω2

となる. この順番に沿って ζ(z)を積分すると, 留数定理より,

∫ t+ω1

t

ζ(z)dz +

∫ t+ω1+ω2

t+ω1

ζ(z)dz +

∫ t+ω2

t+ω1+ω2

ζ(z)dz +

∫ t

t+ω2

ζ(z)dz = 2π
√
−1.

左辺の 2,3番目の積分において, z −→ z + wi, (i = 1, 2)と変数変換することで

∫ t+ω1

t

(ζ(z)− ζ(z + ω2))dz +

∫ t+ω2

t

(ζ(z + ω2)− ζ(z))dz = −ηω2ω1 + ηω1ω2

となる.

例 2.11 (1) Λ = Z + Z
√
−1 のとき, ζ(

√
−1z) =

ζ(z)√
−1
より, η√−1 =

η1√
−1

. 従って, 命題

2.10 より, η1 = πを得る.

(2) Λ = Z+ Zζ3, ζ3 = −1+
√−3
2

のとき, ζ(ζ3z) =
ζ(z)

ζ3

より, ηζ3 =
η1

ζ3

. 従って, 命題 2.10 よ

り, η1 = 2π√
3
を得る.

(3) Λ = Z+ Zα が虚 2次体の整数環のとき, η1, ηαはどんな値になるか？
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定義 2.12 (theta 関数2) 整関数 f(z)がΛ に関する theta 関数であるとは

f(z + ω) = exp(2π
√
−1(L(ω, z) + cω))f(z)

を満たすことをいう. ここで, L(ω, z)は zに関してC-線型, ωに関して R-線型な関数, cω
は ωにのみよる定数.

命題 2.13. σ(z)は theta 関数である. とくに,

σ(z + ω) = ψ(ω)exp(ηω(z +
ω

2
))σ(z)

が成り立つ. ただし,

ψ(ω) =

{
1 (ω

2
∈ Λ )

−1 (ω
2
6∈ Λ)

とおく.

(証明) 定義より, ζ(z) =
d

dz
log σ(z)だから, 等式

ζ(z + ω) = ζ(z) + ηω

を積分して,

log σ(z + ω)− log σ(z) = ηωz + cω

が 2π
√
−1の整数倍の差を除いて成り立つ. この曖昧さは両辺の exp をとることで解消さ

れる. つまり,
σ(z + ω)

σ(z)
= exp(ηωz + cω)

をえる. 便宜上,
σ(z + ω)

σ(z)
= ψ(ω)exp(ηω(z +

ω

2
))

とあらわし, ψ(ω) を求める.
ω

2
6∈ Λ のとき, z = −ω

2
を代入すると σ(z) は奇関数より,

ψ(ω) = −1.

一方で,
σ(z + 2ω)

σ(z)
=
σ(z + 2ω)

σ(z + ω)

σ(z + ω)

σ(z)

より,

ψ(2ω) = ψ(ω)2.

特に,
ω

2n
∈ Λ,

ω

2n+1
6∈ Λ のとき,

ψ(ω) = ψ(
ω

2
)2 = · · · = ψ(

ω

2n+1
)2n+1

= (−1)2n+1

= 1

2[2]の第 5章, 参照
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をえる.

明らかに, L(ω, z) :=
1

2π
√
−1

ηωz は z に関してC-線型, ω に関して R-線型 (に拡張可能)

である. また, cω :=
1

2π
√
−1

ηω
ω

2
は ω にしかよらない定数である.

命題 2.14 L(ω, z)は上記のようにC×C 上に拡張しておく. E(x, y) = L(x, y)−L(y, x) と

おく. このとき, EはC × C上のR-双線型交代形式であり, E(ω1, ω2) = 1が成り立つ. 特

に, E(Λ,Λ) ⊂ Zである.

(証明) x = a1ω1 + a2ω2, y = b1ω1 + b2ω2, ai, bi ∈ R (i = 1, 2)とおく.

E(x, y) =
1

2π
√
−1

(a1b2−a2b1)(ω2ηω1−ω1ηω2) = (a1b2−a2b1) = (a1, a2)

(
0 1

−1 0

)
t(b1, b2)

より主張は明らか. ただし, 途中の計算で命題 2.10 を用いた.

命題 2.15 E(x, y) はRiemann 形式である. すなわち, E(x, iy)は半正値対称形式である.

(証明) L(x, y)は yに関してC-線形だったので, L(x,
√
−1y) =

√
−1L(x, y). また,命題 2.14

よりE(x, y)は常に実数値をとるので,

E(x,
√
−1y) = Re(L(x,

√
−1y))−Re(L(

√
−1y, x)) = −Im(L(x, y))−Im(L(

√
−1x,

√
−1y))

また, 0 = Im(E(x, y)) = Im(L(x, y))− Im(L(y, x)) であることから, (x, y) 7→ E(x,
√
−1y)

は対称であることがわかる.

次に半正値であることを示す (E(z,
√
−1z) ≥ 0 を示す).

h(z) := σ(z)exp(−π
2
E(z,

√
−1z))

とおくと,

L(ω, z) =
1

2
(E(ω, z)−

√
−1E(ω,

√
−1z)), L(ω, ω) =

−
√
−1

2
E(ω,

√
−1ω),

および, E の対称性より,

h(z + ω) = h(z)ψ(ω)exp(
√
−1πE(ω, z))

を得る. E(ω, z) は実数なので,

|h(z)| = |h(z + ω)|
したがって, h(z)は有界である. その上界をM とすると,

|σ(z)| ≤Mexp(
π

2
E(z,

√
−1z))

を得る. いま, E(z0,
√
−1z0) <0なる z0 ∈ C\{0}が存在したと仮定する. 上の不等式に

z = x+ yz0, x, y ∈ C を代入すると,

|σ(z)| ≤ M exp(
π

2
(E(x,

√
−1x)+2Re y(E(z0,

√
−1x)+

√
−1E(z0, x))+ |y|2E(z0,

√
−1z0)))
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|y| −→ ∞とすると, 左辺は 0に近づくから, σ(z)が有界関数となり矛盾.

よって,

E(z,
√
−1z) ≥ 0.

3. Abel-Jacobi Theorem

本節では, いくつかの準備のあとに種数 1 のコンパクト リーマン面 (複素代数曲線) に

対する Abel-Jacobi Theorem を証明する.

先ず, 与えられた零点と極をもつ周期関数の構成を問題とする. アイデアは σ 関数の平

行移動 σ(z − a) の積や商を用いることである. まず, これがいつ楕円関数になるのか調べ

る. α1, . . ., αn, β1, . . ., βm ∈ C を互いに異なるようにとる. また, 各 αi, および, 各 βj に

対して, 正の整数 ki, `j をそれぞれ適当に定める. このとき,

f(z) :=
n∏

i=1

σ(z − αi)ki
m∏

j=1

σ(z − βj)−`j

は αi + Λ (i = 1, . . . , n) の各元で ki 位の零点を持ち, βj + Λ (j = 1, . . . , m) の各元で `j 位

の極を持つ. 命題 2.13 の σ 関数の変換公式より, ω ∈ Λ

f(z + ω) =

∏n
i=1 ψ(ω)kiexp(ηω(z − αi + ω

2
))kiσ(z − αi)ki∏m

j=1 ψ(ω)`jexp(ηω(z − βj + ω
2
))`jσ(z − βj)`j

= (ψ(ω)exp(ηω(z +
ω

2
)))

Pn
i=1 ki−

Pm
j=1 `jexp(ηω(

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj))f(z)

したがって, f(z) が楕円関数になるためには,

∑n
i=1 ki =

∑m
j=1 `j かつ ηω(

∑n
i=1 kiαi −

∑m
j=1 `jβj) ∈ 2π

√
−1Z

が必要条件である. 後者の条件と, 命題 2.10 より,

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ

が従う. 以下では, 逆に与えられた楕円関数はこのような形に書けることをみていく.

3-1. Liouville の定理

C/Λの基本領域をDとし, f(z)を Λを周期にもつ楕円関数とする. f(z)はDの境界で

極は持たないと仮定する3.

3f(z)は有理型関数なのでD内に高々有限個の極しか持たない. 従って, 適当にDを取り替えればこの仮
定はいつでも満たされる.
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命題 3.1 次が成り立つ.

(1)

∫

∂D

f(z)dz = 0, とくに, 1位の楕円関数は存在しない.

(2)
∑

P∈D
ordP (f) =

1

2π
√
−1

∫

∂D

f ′(z)

f(z)
dz = 0.

(3)
∑

P∈D
ordP (f)P =

1

2π
√
−1

∫

∂D

zf ′(z)

f(z)
dz ∈ Λ.

(証明) (1) 前半は命題 2.10 を参照. 1位の楕円関数が存在すると, その極における留数は 0

でない. しかし, これは楕円関数の留数の和が 0であるという前半の事実に反する. (2)は

偏角の原理. Im(
ω2

ω1
)>0と仮定すると, (3)は f(z)は楕円関数であることから,

1

2π
√
−1

∫

∂D

zf ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
√
−1

(

∫ t+ω1

t

+

∫ t+ω1+ω2

t+ω1

+

∫ t+ω2

t+ω1+ω2

+

∫ t

t+ω2

)
zf ′(z)

f(z)
dz

=
1

2π
√
−1

∫ t+ω1

t

(−ω2)f ′(z)

f(z)
dz +

1

2π
√
−1

∫ t+ω2

t

ω1f
′(z)

f(z)
dz

= −ω2m1 + ω1m2 ∈ Λ.

ここで, mi :=
1

2π
√
−1

∫ t+ωi

t

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
√
−1

∫ t+ωi

t

dlogf(z) は tから t+ωiにいたる

線分の f(z)の像 ( f(t) = f(t+ ωi)より閉曲線となる)が原点の周りを回転した数となる.

注意 3.2 命題「極を持たない楕円関数は定数である」と命題 3.1-(1),(2),(3) をあわせて,

Liouville の基本定理という.

3-2. 楕円関数のσ関数による表示

C(Λ)を周期 Λをもつ楕円関数のなす集合する. 関数の通常の演算に関して, C(Λ)は体

になるのでこれを楕円関数体と呼ぶ.

前節でσ関数の積の適当な比は楕円関数となることをみたが,この逆が成立する. つまり,

命題 3.3. C(Λ) =
{
C

∏n
i=1 σ(z − αi)ki∏m
j=1 σ(z − βj)`j

∣∣∣ C ∈ C,
n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ,
n∑

i=1

ki =
m∑

j=1

`j

}
.

(証明) 右辺が左辺に含まれることは明らか. f(z)を楕円関数とし, C/Λの基本領域Dの境

界には f(z)の零点も極も含まれないと仮定する. このとき, 命題 3.1-(2), (3)より, f(z)の

Dの内部における重複度 kiの零点 aiと重複度 `jの極 bjの間には

n∑

i=1

kiαi −
m∑

j=1

`jβj ∈ Λ,
n∑

i=1

ki =
m∑

j=1

`j

が成り立つ.

このとき,

f(z)
/(∏n

i=1 σ(z − αi)ki∏m
j=1 σ(z − βj)`j

)
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は極を持たない楕円関数となり, Liouville の定理より, 定数. 従って, f(z)は右辺の元で

ある.

軍司氏の講演によると, 種数 gのコンパクトリーマン面Xに対して,

0 −→ Div`(X) −→ Div0(X) −→ Jac(X) −→ 0 (exact)

を主張するのが, Abel-Jacobi Theorem であった. ただし, Jac(X) = Cg/Λ,

Λ :=
{(∫

γ

ω1, . . . ,

∫

γ

ωg

) ∣∣∣ γ ∈ H1(X,Z)
}

である. (ωj)は正則 1形式の成す空間H0(X,ΩX)の基底である.

g = 1のとき, つまり, 種数 1のコンパクトリーマン面はX = C/ΛXと表せるのであった

(本稿第 1章).

このとき, H0(X,ΩX) = Cdz,
{∫

γ

dz
∣∣∣ γ ∈ H1(X,Z)

}
= ΛX が成り立つ.

命題 3.4 (g = 1のAbel-Jacobi Theorem). X = C/ΛX の原点Oとする. このとき,

0 −→ C(Λ)∗ −→ Div0(X)
φ−→ C/ΛX −→ 0 (exact)

が成り立つ. ただし, φ(P − O) =

∫ P

O

dz = P mod ΛX .

(証明) φの全射性は明らか. X 上の有理型関数とは楕円関数 f(z)のことである. 命題 3.1

および命題 3.3より, Div`(X) = Ker(φ) がわかる.

4. Riemann-Roch Theorem

X = C/Λを種数 1のコンパクトリーマン面とし, 原点をOとする. 本節では, n ∈ Zに
対して, Cベクトル空間

Γ(X,O(nO)) := {f(z) ∈ C(Λ)∗ | f(z) は O においてのみ高々 n 位の極をもつ4 } ∪ {0}

の次元を問題にする5. 3-2 より Γ(X,O(nO))の元は σ(z)nと同じ変換公式を満たす整関数

の積を σ(z)nで割ったものとなる. 従って, σ(z)nと同じ変換公式を満たす整関数の張る空

間の次元を調べればよいことになる.

σ(z)n の変換公式は, 変数変換 z 7→ z + 1で不変になるように σ(z)を正規化し, q =

exp(2π
√
−1z)とおいて, q-展開の係数の漸化式と捉えられる. この漸化式を用いると

Γ(X,O(nO)) = n (n ≥ 1)

が導かれる.

4n<0のときは「少なくとも −n位の零点をもつ」となる.
5Γ(X,O(nO))はX 上の直線束 O(nO)の大域切断に他ならない (cf. [2]).
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4-1. σ関数の q-展開

この節を通じて, Λ = Z + Zτ (Imτ > 0) と仮定する. 前の記号にあわせると, ω1 =

1, ω2 = τ である. σ(z)の変数を正規化するために

ϕ(z) := exp(−η1
z2

2
+ π
√
−1z)σ(z)

とおく.

命題 4.1 上記の ϕ(z)に対して,

ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = −1

q
ϕ(z)

が成り立つ. ただし, q := exp(2π
√
−1τ)とおく.

(証明) (1)は命題 2.13より明らか. (2)はさらに命題 2.10 を使えばよい.

命題 4.1より, r ≥ 1に対して, ϕ(z)rは変数変換 z 7→ z + 1で不変だから q-展開可能であ

る. つまり,

ϕ(z)r =
∑

n∈Z
Anh

n, h = exp(2π
√
−1z)

とあらわせる. これがさらに, ϕ(z + τ)r = (−1

q
)rϕ(z)r を満たすための必要十分条件は,

∑

n∈Z
Anq

nhn =
∑

n∈Z
(−1)rAnh

n−r

次数が同じところで係数を比較して

Anq
n = (−1)rAn+r

をえる. つまり, r個の係数A1, . . . , Arを決めれば, 残りの係数は自動的に定まるので, C-

線型空間

〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)rϕ(z)

〉

の次元は rとなる6.

命題 4.2

dimCΓ(X,O(rO)) =





r (r ≥ 1 )

1 (r = 0)

0 (r <0)

6逆に, そのような係数 {An}nから構成された級数
∑

n

Anh
nは全平面で収束し, 上記線型空間の元となる.



126

(証明) r <0のときは正則かつOで少なくとも−r位の零点を持つもつ楕円関数は存在し
ないので次元は 0. r = 0のときは正則な楕円関数は定数のみなので次元は 1.

r ≥ 1のとき, 次のC-線型写像

Γ(X,O(rO)) −→
〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)rϕ(z)

〉

f(z) 7→ exp(−η1
z2

2
+ π
√
−1z)rσ(z)rf(z)

を考えると, 明らかに, この写像は同型となるので次元は r.

命題 4.3 任意のXの点P1, . . . , Pnと正整数 r1, . . . , rn に対して, D =
n∑

i=1

riPi ∈ Div(X)と

おく. Dに対して,

Γ(X,O(D)) = {f(z) ∈ C(Λ) | f(z)は各 Pi (i = 1, . . . , n)において高々ri位の極をもつ }

とおく. このとき,

dimCΓ(X,O(rO)) = deg(D) =
n∑

i=1

ri

(証明) 次のC-線型写像の同型

Γ(X,O(D)) −→
〈
ϕ(z) :整関数

∣∣∣ ϕ(z + 1) = ϕ(z), ϕ(z + τ) = (−1

q
)
Pn
i=1 riϕ(z)

〉

f(z) 7→
n∏

i=1

σ(z − Pi)rif(z)

を考えればよい.

周期Λを持つ楕円関数はX = C/Λ上の有理型関数とみなすことができる.

命題 4.4 (1) Γ(X,O(nO)) = 〈℘(z)m| 0 ≤ m ≤ n
2
〉 ⊕ 〈℘(z)m℘′(z)| 0 ≤ m ≤ n−3

2
〉

(2)
⊕

n≥0

Γ(X,O(nO)) = C[℘(z), ℘′(z)]

(3) C(Λ) = C(℘(z), ℘′(z))

(証明) (1)は命題 2.6, 命題 4.2 より従う. (2)は左辺が右辺に含まれることを示す際に命題

2.9-(1) を使えばよい. (3) C(Λ)はC[℘(z), ℘′(z)]の商体である.
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5. 楕円曲線の定義方程式

この節では種数 1のコンパクトリーマン面 C/Λの代数曲線として定義方程式および, 1

次元アーベル多様体としての群演算を求める.

4-1. 定義方程式

E = {(X : Y : Z) ∈ P2(C)| Y 2Z = 4X3 − g2XZ
2 − g3Z

3} とおく. ただし, g2, g3は命題

2.9-(1)において定義された定数である.

命題 5.1 Eは非特異である. すなわち, g3
2 − 27g2

3 6= 0.

(証明) ℘′(z)は奇関数だから,
ω1

2
,
ω2

2
,
ω1 + ω2

2
は ℘′(z)の零点となる. ℘′(z)は 3位の楕円

関数なので, この 3点を含むC/Λの基本領域において, これらが丁度 ℘′(z)の零点となる.

一方, 命題 2.9より α =
ω1

2
,
ω2

2
,
ω1 + ω2

2
に対して,

4℘(α)3 − g2℘(α)− g3 = 0

また, ℘(z)が 2位の偶関数であることに注意すれば,

℘(
ω1

2
), ℘(

ω2

2
), ℘(

ω1 + ω2

2
)

は互いに異なる. よって, 多項式 4x3 − g2x− g3の判別式は消えないので主張をえる.

命題 5.2 写像

Φ : C/Λ −→ E : z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)

は正則 (解析的)かつ全単射.

(証明) 先ず, 写像

C −→ E : z 7→ (℘(z) : ℘′(z) : 1)

は z 6∈ Λ において正則. z = ω ∈ Λ のとき, ωの除いた z = ωの近傍では

(℘(z) : ℘′(z) : 1) = (
℘(z)

℘′(z)
: 1 :

1

℘′(z)
) = (

−1

2
(z − ω)g1(z) : 1 :

−1

2
(z − ω)3g2(z))

となるので z = wに正則に拡張できる. ここで, gi(z), (i = 1, 2)は z = ωの近傍で正則な

関数.

(全射性) (a : b : c) ∈ E(C)をとる. c = 0に対しては z = 0が対応しているので, c 6= 0

の時を考える. c = 1とする. ℘(z)− aは 2位の楕円関数より, 二つの零点±α(6∈ Λ)は零点

の代表系である. 命題 2.9-(1) より, αに対して, ℘′(α)2 = b2である, もし, ℘′(α) = bなら

Φ(α) = (a : b : 1) であり, そうでなければΦ(−α) = (a : b : 1) である.

(単射性) 2点 z1, z2 6∈ Λに対して, ℘(z1) = ℘(z2)ならば z1 = ±z2 + ω, ω ∈ Λ が成り立

つことと, ℘′(z)が奇関数であることを使えばよい.
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各 p ∈ C/Λに対して, 接空間の間の射 dpΦが消えないことが簡単に示せるのでΦは双正

則である.

注意 5.3 命題 5.2の逆写像はE −→ C/Λ : P 7→
∫ P

OE

dx

y
で与えられる. ただし, OE = (0 :

1 : 0).

5-2. 加法公式

定理 5.4 α, β, α± β 6∈ Λ とする. このとき,

℘(α) + ℘(β) + ℘(α + β) =
1

4

(℘′(α)− ℘′(β)

℘(α)− ℘(β)

)2

, 2℘(α) + ℘(2α) =
1

4

(12℘(α)2 − g2

℘′(α)

)2

(証明) f(z) = ℘′(z)− a℘(z)− b が α, βを零点を持つように定める. すなわち,

a =
℘′(α)− ℘′(β)

℘(α)− ℘(β)
, b =

℘′(β)℘(α)− ℘′(α)℘(β)

℘(α)− ℘(β)
.

f(z) =
−2

z3
+ · · · は 3位の楕円関数だから, α, β以外にもう一つ零点 γ をもつ7. 命題 3.1-(3)

より, α + β + γ ∈ Λ. よって, 連立方程式
{
℘′(z)− a℘(z) − b = 0

℘′(z)2 − (4℘(z)3 − g2℘(z)− g3) = 0

において, ℘′(z)を消去し, 解と係数の関係から

℘(α) + ℘(β) + ℘(γ) =
1

4
a2

を得る. ℘(γ) = ℘(−α− β) = ℘(α + β)より, 求める式を得る.

二つ目の公式は前の式の極限 β −→ αをとり, 命題 2.9-(2)を代入すればよい.

命題 5.5 命題 5.2 の双正則写像Φは群演算を保つ. すなわち,

Φ(α + β) = Φ(α)⊕E Φ(β)

が成り立つ. ここで, ⊕Eはアーベル多様体としてのEの群演算.

(証明) 代数曲線として楕円曲線の代数的な演算, および, 定理 5.4 から従う.

注意 5.6 楕円曲線 E の群演算を完備化することで自然に形式群が定義される. P =

(X,X ′), Q = (Y, Y ′)とし, P ⊕E Qの x-座標をG(X, Y )とする. G(X, Y )を (X, Y ) = (0, 0)

の周りで形式的に展開したものを Ĝ(X, Y )とかく. Ĝ(X, Y )はZ[g2, g3,
1
2
][[X, Y ]]の元とな

る. このとき,

F (X, Y ) = −Ĝ(X, Y ) = X + Y + · · ·
はEの形式群となる (cf. 西来路氏の講演).

7α, β, γ は同一の基本領域に入っていると仮定してよい.
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超 楕 円 函 数 論

大西 良博∗

序 文

今日では楕円曲線を扱つた書物が数多く出版されてゐて, そのほとんどが楕円函数にも

触れてゐるので, 楕円函数を学ぶのに不自由はないと思はれる.

一方, 種数の高い代数曲線に付随する Abel 函数については, 抽象論 (Abel 函数といふ言

葉さへ登場しない) を展開した書物や論文はあるものの, この方面の具体的な記述に触れ

るのは困難に感じられる. 筆者は, 永らく, 例へば 竹内端三著, 「楕圓凾數論」 (岩波全書)

の様に, 実際の計算に耐へる様な記述をしたものが見当たらないことに不満を抱いてゐた.

その希望に最も近いものは D.Mumford: Tata lectures on theta II, Birkhäuser ([Mu2]) で

あつた. しかしその後, Cambridge 大学の H.F.Baker がおよそ 1 世紀前にこの方面に多

大な貢献をしてゐること, 中でも, 一般の Abel 函数を極めて具体的に扱つた大著 Abelian

Functions (1897, Cambridge Univ. Press) と種数 2 の場合を詳述した Introduction to

Multiply Periodic Functions (1907, Cambridge Univ. Press) が書かれてゐたことを知つて

からは, この方面の研究に没頭してきた.

本稿は超楕円函数の基礎理論を H.F.Baker らによる優れた定式化にしたがつて解説した

ものである.

この記事では, 主として超楕円函数の一般論を展開する. 必要な基礎事項については, 随

時, 本報告集収録の解説 [Y], [Og], [Gu], [OU] を引用することが望ましいが, その様に稿

をまとめるため (記号等の整理) の時間的な制約から, 必要な事項はすべてこの記事の内部

でも述べることとにした. 時間の許す範囲で, 本報告集の解説の参照すべき箇所を記した

が, 完全さからは程遠い. しかし, ほとんどのことがらに実際にこの報告集に述べられてゐ

るはずであるので, 証明については必要に応じてこれらの解説をご参照いただきたい.

本稿で述べる Abel 函数論は, 超楕円曲線以外の代数曲線に対しても, 無限遠点が 1 点だ

け ((n, s)-curves) であれば, 同様に一般化される. その基本的な定式化は本稿に述べたもの

と同様であるが, それは現在, 進展中のことがらでもあり, ここに取り入れない. 文献をい

くつかあげておくので, それを辿つて最新の成果に踏み込んでいただけたることを望む.

∗岩手大学 人文社会科学部
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1 Riemann 面の一般論から

1.1 Riemann 面と Abel 微分

以下では Riemann 面について必要な事柄を整理することから始める.

第 1 種微分形式, 周期行列

種数 g の境界のない Riemann 面 X を考える. 1 点 I を固定し, 図 1.2 の様に交点数が

αi · αj = δij, αi · βj = 0, βi · βj = δij で, そのどれもが I を始点にして再び I に戻る様な路

(1.1) α1, · · · , αg, β1, · · · , βg

をとり, これらに沿って X を切り開いてできる “多角形” X◦ をとする.

1図 1.2

このとき X◦ の各辺を各 αj と βj に因み,

(1.3) α1, β1, α1
−1, β1

−1, · · · , αg, βg, αg−1, βg
−1

と記す. X 上の任意の閉曲線はいくつかの αj, αj
−1, βj, βj

−1 をつないたものと homotope

である.

Riemann 面上の有理型微分形式のことを単に微分または微分形式またはAbel 微分と

呼ぶ. Abel 微分の X 上での線積分をAbel 積分とよぶ.

命題 1.4 Riemann 面 X 上の微分の留数の和は 0 である.

証明 任意の微分 ω について

(1.5)

“留数の和” =
1

2πi

∫

∂X◦

ω

=
1

2πi

g∑

j=1

(∫

αj

ω +

∫

βj

ω +

∫

α−1
j

ω +

∫

β−1
j

ω

)

=
1

2πi

g∑

j=1

(∫

αj

ω +

∫

βj

ω −
∫

αj

ω −
∫

βj

ω

)

= 0
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が成り立つ. �
もしこの逆が成立すれば, 事は単純なのであるが, 全くその様にはなつてゐない. 例へば,

Weierstrass の空隙定理と呼ばれる定理がある ([Ku] ). そこで, どの様な微分が存在するの

かを調べたい.

定義 1.6 ([Ku], pp.116-117) D1, · · · , Dm は X 上の互ひに共通部分を持たない有限個の

局所円板とし, 各閉包 Dj の近傍の上に, 次の様な (多価) 実数値函数 sj が定義されてゐる

とする.

(i) sj は Dj の有限個の点を除いて Dj の近傍で調和であり,

(ii) sj は境界 ∂Dj の近傍で一価である.

このとき X 上の函数 U で

(a) u は X −⋃m
j=1 Uj で一価調和であり,

(b) 各 Dj で一価調和

である様なものが存在するとき, U を, 与へられた特異性 {Dj, sj}mj=0 を持つ調和函数 (あ

るいは potential) といふ.

次の定理が基本的である.

補題 1.7 (存在定理) ([Ku], p.117) X 上に与へれた特異性 {Dj, sj}mj=0 を持つ調和函数が

存在するための必要十分条件は

(1.8)
m∑

j=1

∫

∂Dj

∗dsj = 0

が成立することである. そして, もし存在すれば定数の差を除いて一意的である. ここに ∗

は共役微分を取ることを示す.

証明 証明は [Ku] を参照されたい. Riemann はこれの証明を Dirichlet の原理により証明

したが, その証明に関する経緯について [Kl], p.266 付近を読まれることをお勧めする. �

これの証明は解析的であるが, Weil ([Wei], p.43) がいふ様に, ここを認めれば, 以下はほ

ぼ代数的な議論で進むことができる.

命題 1.9 ∆ を X 上の局所開円板とする. P, Q を ∆ 内の 2 点とするとき, X 上の微分形

式 τPQ が存在し, P, Q 以外の点では正則で, P において留数 1 の 1 位の極, Q において留

数 −1 の 1 位の極を持ち, さらに<
∫
∂∆
τPQ = 0 となる. いま ∆ 内で P と Q を結ぶ単連

結な曲線を選び, それを γ と記すとき, X 上の任意の閉曲線 α に対して

(1.10)
1

2π

∫

α

< τPQ = γ · α.

証明 ∆ の局所変数 z を, ∆ が {z
∣∣ |z| < 1} に対応する様に取り,

(1.11) s(z) =
1

2π
arg

z − z(P)

z − z(Q)
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とおくとき,

(1.12)

∫

∂∆

∗ds = − 1

2π

∫

|z|=1

d log

∣∣∣∣
z − z(P)

z − z(Q)

∣∣∣∣ = 0

なので, 1.7 により, 特異性 {∆, s} を持つ調和函数 UP,Q が存在する. このとき, τP,Q =

i dUP,Q − ∗dUP,Q とおくと, 可微分多様体における微分形式の性質から主張が導かれる.

Weyl ([Wey], p.114) を参照されたい. �

命題 1.13 Riemann 面 X 上の正則な微分形式 (第 1 種微分形式ともよばれる) の空間の

次元は g である.

証明 その様な空間の基底は次の様に作ればよい. X 上の閉曲線 α に対して, P1, P2, · · · ,
Pn をその上に順に十分近接して取つた点列とし,

(1.14) ωα =
1

2π

(
τP1P2 + τP2P3 + · · ·+ τPnP1

)

とおく. ここで十分近接してゐるといふのは, すべての隣合つた 2 点の組が, それぞれ適当

な局所円板に含まれることをいふ. このとき α はX の至るところ正則な微分形式である1.

しかも (1.10) の後半の主張により, β が X 上の任意の閉曲線であれば

(1.15)

∫

β

<ωα = β · α

が成り立つ. そこで, 標準切断を与へる様な閉曲線の組を

(1.16) α1, α2, · · · , αg, β1, β2, · · · , βg

として, これらに応じて ωαj , ωβj を作る. (これは P1, · · · , Pn の取り方に依存する. ) それ

らを単に

(1.17) ω1, ω2, · · · , ω2g

と書けば, これらが X 上の任意の第 1 種微分形式の空間を R 上張る. 実際 ω を X 上の

任意の第 1 種微分形式として,

(1.18) cj =

∫

αj

ω, cg+j =

∫

βj

ω

とすれば, 任意の閉曲線 β について

(1.19) <
∫

β

(
ω − c1 ω1 − · · · − c2g ω2g

)
= 0

となるから, 始点 I を固定して X 上の函数

(1.20) ϕ(P) = <
∫ P

I

(
ω − c1 ω1 − · · · − c2g ω2g

)
= 0

1ここに de Rham の定理 (1-forms と 1-cocyles の対応) の原型が見られる.
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が得られる. しかし, これは極を持たない調和函数なので定数である. よつて

(1.21) ω = c1 ω1 + · · ·+ c2g ω2g

である. さらに (1.15) から ω1, · · · , ω2g が R 上 1 次独立であることもわかる. 次に, いま,

第 1種微分形式の空間の C 上の次元が q であつたとして, その基底を (上の記号を忘れて)

ω1, · · · , ωq とすれば

(1.22) ω1, · · · , ωq,
√
−1ω1, · · · ,

√
−1ωq

は R 上 1 次独立なので 2q 5 2g. しかるに, 任意の第 1 種微分形式は ω1, · · · , ωq の C 上
の 1 次結合で書けるから 2q = 2g. よつて q = g. 以上に関しては ([Ku], p.128, 定理 5.8;

[Wey], pp.114-115 を参照されたい. ([I], p.90, 定理 2.15 も参照).

�
つぎの補題から Riemann-Roch の定理をはじめ, 以下のほとんどの定理が導かれる.

補題 1.23 X◦ において P1, · · · , Pm および Q1, · · · , Qn を ∂X◦ 上にない点とせよ. η を

高々 P1, · · · , Pm において極をもつ微分, η′ を同じく高々 Q1, · · · , Qn において極をもつ微

分とし, 各点 Pi における局所径数 ti に関する展開を

(1.24) η =
∑

ν

a(i)
ν t

ν
i dti, η′ =

∑

ν

a′
(i)
ν t

ν
i dti

とせよ. 同様に Qj における局所径数 t′j に関する展開を

(1.25) η =
∑

ν

b(i)
ν t
′
i
ν
dti, η′ =

∑

ν

b′
(i)
ν t
′
i
ν
dti

とすれば

(1.26)

1

2πi

g∑

i=1

(∫

αi

η

∫

βi

η′ −
∫

βi

η

∫

αi

η′
)

+
m∑

i=1

(
a

(i)
−1

∫ Pi

I1

η′ +
∞∑

ν=0

a
(i)
−ν−2a

′
ν

(i)

ν + 1

)

+
n∑

j=1

(
b

(j)
−1

∫ Qi

I1

η′ +
∞∑

ν=0

a
(j)
−ν−2a

′
ν

(j)

ν + 1

)
= 0

である.

証明2 X◦ のなかで Pi と I1 および Qj と I1 をどの２本も互いに交わらないような連続曲

線 γi および γ′j で結び, Pi, Qj を中心とした十分小さい円 εi, ε
′
j を描く. これらはすべて

有向曲線と考えて逆の向きは γ−1 などと表すことにする. 証明は図のような積分路 γiεγi
−1

2[I], 第 5 章, p.252, 定理 5.5 による.
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図 1.27

や γ′jεγ
′
j
−1 と ∂X◦ を結んだ路に沿った ηdη′ の積分を計算することで得られる: 命題 1.4

より

(1.28)

∫

∂X◦

+
m∑

i=1

(∫

γi

+

∫

γi−1

+ lim

∫

εi

)

+

n∑

j=1

(∫

γ′j

+

∫

γ′j
−1

+ lim

∫

ε′j

)
= 0.

この左辺の各項が順に, 示すべき式の左辺の各項に対応する. �

補題 1.29 ω′, ω を第 1 種微分とし, w(P) =

∫ P

P0

ω とおくと,

(1.30)

g∑

j=1

(∫

αj

ω

∫

βj

ω′ −
∫

αj

ω′
∫

βj

ω

)(
=

∫

∂X◦

wω′
)

= 0,

g∑

j=1

(∫

αj

ω

∫

βj

ω −
∫

αj

ω

∫

βj

ω

)
= 0.

ここで, 不等号の等号は ω = 0 のときのみ成り立つ.

証明 第 1 式. 補題 1.23 で η = ωi, η
′ = ω′j とおけば良い. 第 2 式は 1.23 と Stokes の

定理:

(1.31)

∫

∂X◦

wω =

∫

X◦

d(wω) =

∫

X◦

ωω,

(
w = w(P ) =

∫ P

∞
ω

)

から出る. 実際 X◦ を複素平面 (座標 z = x + iy) に埋め込んで ω = fdx + gdy とおけば,

Cauchy-Riemann の関係式より g = if なので, ωω = −2i|f |dxdy, したがって,
∫
X◦
ωω ≥ 0

となるからである. �
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X 上の正則な微分形式の空間の基底を ω1, · · · , ωg として, これらについて

(1.32) Ω′ =

[∫

αj

ωi

]
, Ω′′ =

[∫

βj

ωi

]
, Ω =

[
Ω′ Ω′′

]

とおき αj, βj での周期行列とよぶ. また X 上の閉曲線に関する Abel 積分を Abel 微分 ω

の周期とよぶ. 補題 1.29 から次の補題が導かれる.

補題 1.33 第１種微分 ω について

(i) すべての j = 1, · · · , g について
∫

αj

ω = 0,

(ii) すべての j = 1, · · · , g について
∫

βj

ω = 0,

(iii) すべての j = 1, · · · , g について
∫

αj

ω ∈ R かつ
∫

βj

ω ∈ R,

のうちいづれか一つでも成り立てば ω = 0 である

証明 いづれも (1.30) の第 2 式からわかる. (主張 (i) は [OU], 1.3, Claim 1 の単射性に他

ならない. そちらも参照されたい.) 同様の方法で, (ii), (iii) がわかる. �

系 1.34 Ω′, Ω′′ は正則行列である.

証明 いま (c1, · · · , cg)Ω′ = (0, · · · , 0) とする. これは ω =
∑

i ciωi のすべての αj に関す

る周期が 0 であることを意味するが, このとき 1.33 (i) により, (c1, · · · , cg) = (0, · · · , 0) を

得る. Ω′′ についても 1.33 (ii) から同様に導ける. �

補題 1.35 任意に g 個の複素数 z1, · · · , zg が与へられたとき,

(1.36)

∫

αj

ω = zj (for all j = 1, · · · , g)

となる第 1 種微分形式 ω が存在する.

証明 系 1.34 により, 写像 ω 7−→
∫
αj
ω は 2 つのC 上の g 次元線形空間の同型であるか

らである. (この主張は [OU], 1.3, Claim 1 の全射性に他ならない. そこの証明も参照され

たい.) �
補題 1.29 は次の様にも記述できる:

定理 1.37 (Riemann の関係式)

(1) Ω

[
1g

−1g

]
tΩ = O

(2) iΩ

[
1g

−1g

]
tΩ は正定値 Hermite 行列である.
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T = Ω′−1Ω′′ とおくとき 1.37 の主張は tT = T かつ=T は正定値行列であることに他な
らない. いま, すぐ上でとった第 1 種微分形式の基底をとりかえて

(1.38) t
[
ω̂1 · · · ω̂g

]
:= Ω′−1t

[
ω1 · · · ωg

]

とおけば, T = Ω′−1Ω′′ であるから

(1.39)

[∫

αj

ω̂i

]
= 1g,

[∫

βj

ω̂i

]
= T

となる. このような基底を本稿では

(1.40) ω̂ = t
[
ω̂1 · · · ω̂g

]

の様に書く. これらを正規化された第 1種微分形式の基底といふ. Ω =
[
Ω1 Ω2 · · · Ω2g

]

と書くとき, Ω1, · · · , Ω2g は R 上 1 次独立であることが, 1.33 より容易にわかる. それゆ

ゑ, Λ = ZΩ1 + · · ·+ ZΩ2g あるいは ωΛ̂ = Ω′−1Λ とおくとき, Λ, Λ̂ はそれぞれ Cg, Ω′−1Cg

の 格子になつてゐる.

定義 1.41 上記の Cg/Λ や Ω′−1Cg/Λ̂ は X の Jacobi 多様体 と呼ばれ, Abel 多様体とい

ふ代数多様体の一種である. この note では第 1 種微分形式の基底を定めるごとに, それか

ら得られる Cg/Λ の方を J と記して,

(1.42) J = Cg/Λ

とし, 正規化された微分形式 ω̂ から得られるΩ′−1Cg/Λ̂ とは同一視しない.

1.1.1 第２種・第３種微分形式

ここで, 1.9で述べた τPQ の再定義を込めて正規化された微分形式の定義をまとめておく.

定義 1.43 (1) 2 点 Q1, Q2 ∈ X に対し τQ1,Q2 をQ1, Q2 以外のすべての点において正則

で, ordQ1τQ1,Q2 = ordQ2τQ1,Q2 = −1 かつResQ1τQ1,Q2 = 1, ResQ2τQ1,Q2 = −1 であり, すべ

ての j について

(1.44)

∫

αj

τQ1,Q2 = 0

となるような微分形式とする. ここで ord, Res はそれぞれ位数, 留数 ([I], p.139) をあらわ

す. このような微分形式を 正規化された第 3 種微分形式 とよぶ. このような微分形式は

1.7 と 1.35 より存在する ([I], p.110, 定理 2.26 を参照されたい → [Ku], pp.133–134 ). ま

た, このような微分形式が 2 つあればその差は第 1 種微分形式であるから, 1.33(i) よりそ

れらは等しい. したがって上記条件のもとで一意的に定まる.
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(2) k ≥ 2 を与えられた自然数とする. 局所径数 t の与えられた点 P ∈ X に対して ηP,t,k

を P 以外のすべての点において正則で, ordPηP,t,k = −k で P における Laurent 展開が

(1.45) ηP,t,k =

(
−k − 1

tk
+O(1)

)
dt

の形であり, j = 1, · · · , g に対して

(1.46)

∫

αj

ηP,t,k = 0

となるような微分形式とする3. ただし O(1) は t に関して 0 次以上の項を表す. このよ

うな微分形式を正規化された第２種微分形式 とよぶ. このような微分形式も, やはり 1.9,

1.34 より存在する ([I], p.109, 定理 2.25, → [Ku], pp.133–134). また, 上と同様に 1.33(i) よ

り一意的に定まる.

今後は, 函数, 微分形式などは X 上のものとも X◦ 上のものとも考える. それをいちい

ち断らないが混乱はないと信ずる.

定理 1.47 X 上の, 局所径数の与えられた点 P および 2 点 Q1, Q2 とに対して, 先にとっ

てあった道 αi, βj をこの 3 点を通過しないようにすこしずらす. いま, P の近傍の動点 Pt

を局所径数 t の値が定める点, つまり, t(Pt) = t, P0 = P なる X◦ の点とする. このとき

X◦ 上の積分に関して次が成り立つ.

(1.48)

d

dt

∫ Pt

P

τQ1,Q2

∣∣∣
t=0

=

∫ Q2

Q1

ηP,t,2,

−2π
√
−1

dk−1

dtk−1

∫ Pt

P

ω̂j

∣∣∣
t=0

=

∫

βj

ηP,t,k.

証明 補題 1.23 において m = 1, n = 2, P1 = P, t1 = t, aν
(i) = aν, a

′
ν

(i) = a′ν とし,

η = ηP,t,2, η′ = τQi,Qj とおけば η が正規化されているので最初の和は消える. また η の P

における展開の係数 a−1 = 0 であるから, 第 2 項の最初の項は消える. aν = 0 (ν ≤ −3),

b′(i)ν = 0 (ν ≤ −2) なので, 第 2 項の和の部分は ν = 0 の項を除いて消え, 第３項も消え

る. a−2 = 1, a′ν = η
dt

∣∣
t=0

= d
dt

∫ Pt
P
η, b′−1 = 1 なので, 最初の式がでる. ( [I], 第 5 章, p.259,

(1.27) ). η = ω̂j, η
′ = ηP,t,k+1 とおけば, 第 2 の式を得る. �

定理 1.49 4 点 P1, P2, Q1, Q2 について, すべての道 βj をこれらの点を通らないように

ずらしておく. このとき X◦ 上の積分に関して次が成り立つ.

(1.50)

∫ P2

P1

τQ1,Q2 =

∫ Q2

Q1

τP1,P2, 2π
√
−1

∫ P2

P1

ω̂j =

∫

βj

τP1,P2.

3いつもこの様な微分が存在するわけではないことに注意せよ.



140

最初の式は変数と径数の交換法則と呼ばれてゐる. 後者は (2.16), 3.48, (5.23) などの証

明などに使ふ.

証明 前者は [I],第 5章, p.259, (1.28)そのもので, 1.23でm = n = 2, η = τP1,P2 , η′ = τQ1,Q2

とすれば得られる. 後者を得るには, やはり, 1.23 でm = 2, n = 0, η = τP1,P2 , η′ = ω̂j と

すればよい. �
これらの証明について一言. 定理 1.23 は [I], p.243, 定理 5.2 そのものであり, 1.47 と

1.49 は同書, p.252. 定理 5.5 に含まれている4.

X 上の点の形式的な有限和

(1.51) D =
∑

P∈X
nPP (nP ∈ Z)

を X の因子 (divisor) といひ, これらのなす Abel 群を因子群といふ. この因子 D につい

ての nP の和を D の次数といふ:

(1.52) degD =
∑

P∈X
nP.

また, 全ての nP が正または 0 で, 少なくともひとつの nP が 0 でないとき, ある様な因子

を整因子 (integral divisor) といふ. いま X 上の函数 f と各点 P について f が P で nP

位の零, または −nP の極であるとする. このとき

(1.53) (f) =
∑

P∈X
nPP

と書いて (f) を f の因子と呼ぶ. さらに ω が X 上の微分形式であるとき, 各点 P におけ

る局所径数を t をとれば, ω = g(t)dt (g は函数) と書けるが, g(t) の P における (零または

極) の位数を nP として, ω の因子を

(1.54) (ω) =
∑

P∈X
nPP

と定義する. これは局所径数 tP の取り方に依らない.

2 つの因子 D1 と D2 に対してその差 D1 −D2 がある函数の因子 (f) に一致するとき,

D1 と D2 は有理同値であるといふ. これは明らかに同値関係である.

どんな 2 つの微分形式の因子も有理同値であるから, 微分形式の因子全体のなす類ある

いはその 1 つの代表を KX で表はすことにする.

函数の因子に有理同値な因子の全体は Abel 群をなすので, 全因子 (または次数 0 の因

子全体) の有理同値に関する剰余群を考へることができる. それを因子類群またはPicard

群と呼び

(1.55) PicX (または Pic◦X)

と書く.

4これらは [HL] ではどの様に書かれてゐるのであらうか.
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定義 1.56 因子 D に対し, (f) +D が正因子になるような有理関数 f の全体のなすC 上
の線形空間を L(D) であらわす.

これにより, (η) +D が整因子になるような有理型微分 η 全体のなすC 上の線形空間は,

明らかに, L(KX −D) と表はされる.

命題 1.57 D1 と D2 が有理同値であるとき L(D1) = L(D2) である.

定理 1.58 (Riemann-Roch の定理)

dimL(D) = degD − g + 1 + dimL(KX −D).

証明5 Step 1. D が整因子のときは 1.47 の第 2 の式と 1.49 の第 2 の式から線形代数学の

簡単な事実から示される. [TD], p.85 をみよ. この証明は直観に訴える, わかりやすい証明

であると思う.

Step 2. 次に D または KX −D が整因子と有理同値であれば, 成り立つことはすぐにわか

る.

Step 3. dimL(D) > 0 ならば 0 6= f ∈ L(D) について (f) + D は整因子なので, その様な

因子 D は整因子と有理同値となり, 与式は成り立つ.

Step 4. 同様に dimL(KX −D) > 0 のときも成り立つ.

Step 5. 以上により,もし D も KX−D も整因子とは有理同値でないとすれば, dimL(D) =

dimL(KX −D) = 0 となることがわかつたから, このとき示すべき等式は

(1.59) degD = g − 1

となる. つまり D = D1 − D2 （Di は 0 でない互ひに素な整因子）と書けてゐるとき,

(1.59) を示せば良い. それは [FK], p.77 Theorem の様にすればできる. まづ

(1.60) dimL(D1) = degD1 − g + 1 = degD2 + degD − g + 1.

ここで

(1.61) degD = g

だとすると

(1.62) dimL(D1) = degD2 + 1.

となるので, 0 6= f ∈ L(D1) で丁度 D2 に極を持つものが取れる. これは線形代数である.

かくして f ∈ L(D1 − D2) = L(D) となり, dimL(D) > 0 となるが, これは仮定に矛盾す

る. よつて

(1.63) degD 5 g − 1.

5[I] は先にこの定理を証明しているので, 我々とは議論の進め方が全く異なる.
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しかるに dimL(D) = dimL(KX −D) = 0 なので

(1.64) deg(KX −D) 5 g − 1,

つまり

(1.65) degD = g − 1

がわかり, 結局

(1.66) degD = g − 1

でなければならない. �

1.2 Theorem of Abel-Jacobi

定義 1.67 整因子 D に対して dimL(−D) = 1 が成り立つとき, すなはち高々 D なる極

をもつような X 上の有理型関数が定数以外に存在しないとき D を一般因子とよぶ.

D が一般因子であることは定理 1.13 から

(1.68) dimL(KX −D) = g − degD

と同値である. とくに一般因子の次数は g を越えない. また次数 g の因子が一般であるた

めの必要十分条件は

(1.69) dimL(KX −D) = 0

となることである. 次数が g 以下で一般因子でないものを特殊因子とよぶ. X 上には必ず

一般因子が存在する: すなわち

定理 1.70 dimL(KX − P ) = g − 1. すなわち, すべての第 1 種微分の共通零点は存在し

ない.

証明 [TD], p.86. �

定理 1.71 X 上に相異なる点 P1, · · · , Pg を因子 P1 + · · ·+ Pg が一般であるようにとれる.

証明 [TD], p.87, 定理 11 �

定義 1.72 基点 P0 を固定する. 次数 0 の因子 D = c1P1 + · · ·+ cnPn (ci ∈ Z) と第 1 種

微分の基底 ω に対し, 適当な積分路を用意して写像

(1.73) D 7−→
∑

i

ci

∫ Pi

P0

ω
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を考へる. これは mod Λ で積分路の選び方に依らず定まる. これを

(1.74) D 7−→ a(D,ω)

と略記してAbel 写像といふ. X の n 個の順序を無視した直積

(1.75) SymnX

を考へて, その元を P1+ · · ·+Pn−nP0 の形の因子の全体と同一視する. 従つて Abel 写像

を写像

(1.76)
SymnX −→ J

(P1, · · · ,Pn) 7−→ a(P1+ · · ·+Pn−nP0, ω)

のことであると思ふこともある. このとき, これの像を

(1.77) W [n] = a(SymnX,ω) = {a(P1+ · · ·+Pn−nP0, ω) |Pj ∈ X}

と記すことが多い.

定理 1.78 (Abel’s theorem) ω を第 1 種微分形式の基底からなる vector とし, Λ を ω の

周期格子とする. P0 を X の基点とする. 因子 D について, D が主因子, つまりある函数

の因子になっているためには

(1.79) degD = 0 且つ a(D,ω) ∈ Λ

となることが必要十分条件である. それゆゑ

(1.80)
Pic◦X −→ J

D 7−→ a(D,ω) mod Λ

は群の同型である.

証明 [TD], p.89 �

定理 1.81 特殊因子の全体の Abel 写像による像は W [g−2] に一致する.

証明 [Ku], p.159 �

補題 1.82 D0 を g 次の任意の因子とせよ. D を 0 次の任意の因子とせよ. このときある

g 次の正因子 D1 が存在して, 適当な積分路により

(1.83) a(D1−D0, ω) = a(D,ω)

となる.
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証明 [TD], pp.89-90. �
Abel 写像が全射であることをつぎの強い形で述べられる. 本稿では, この定理を使ふと

いふよりは, 具体的な函数を構成することで, この定理を計算可能なものに具体化すること

を主眼としてゐる. それにより, 所謂 Jacobi の Umkehrproblem を具体的に解くのである.

定理 1.84 (Jacobi’s theorem) D0 を g 次の任意の因子とせよ. u を Cg の任意の元とせ
よ. このとき g 次の正因子 D が存在して, 適当な積分路により

(1.85) a(D−D0, ω) = u

となる. しかも u 6∈ W [g−2] であれば, D は一意的に定まる. それゆゑ, n = g の場合の

(1.76)

(1.86) SymgX → J

は双有理写像である.

証明 [TD], p.90 �

2 Theta 函数

2.1 Theta 函数の定義

ここでは, 第 1 節の記号を使ふ. さらに Θ̂ や Θ̂ + Λ̂ も ω を ω̂ に変えるなどして定義し

ておく. Riemann の theta 函数を

(2.1) ϑ(z) =
∑

n∈Z2g

exp

[
2π
√
−1

{
1

2
tnTn+ tnz

}]
.

で定義する. ここに T は 1.39 で定義した ω̂ の周期のなす行列である.

補題 2.2 a, b ∈ Zg のとき, theta 函数は平行移動公式

(2.3) ϑ(z + Ta+ b) = ϑ(z) exp 2π
√
−1
{

1
2
taTa+ ta(z + b)

}

をもつ. 証明は容易である.

まづ, 函数 ϑ(z) の零点を調べる. その為に以下の 2 つを用意しなくてはならない.

定義 2.4

(2.5)

{
g−1∑

j=1

∫ Pj

P0

ω ∈ Cg mod Λ
∣∣∣P1, · · · ,Pg−1

}
⊂ J
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なる集合, つまり P1 + · · ·+ Pg−1 − (g − 1) · P0 なる形の因子全体の Abel 写像による像を

theta 因子とよび, Θ と記す. これは (1.77) の W [g−1] に他ならない. Θ は, J 上の重要な

有理型函数の極となる点からなる因子に現れることがあとでわかる. また

(2.6) Θ + Λ :=

{
g−1∑

j=1

∫ Pj

P0

ω ∈ Cg
∣∣∣P1, · · · ,Pg−1

}
⊂ Cg

と記すことにする.

定義 2.7 これまでの記号で (T = [Tij])

(2.8) Kj = −1

2
Tjj −

∫ Ij

P0

ω̂j +

g∑

i=1

∫

αi

( ∫ P

P0

ω̂j

)
ω̂i(P)

とおいて, これをRiemann の定数 とよぶ. ただし積分は X◦ の上でのものである. ここ

に Ij は X◦ の頂点であつて (1.1) の所で述べた点 I に対応する αj と βj の共通の始点で

ある (図 1.27). もちろんこれは積分路の取り方によるが mod Λ̂ では一意的に定まる. ま

た, 点 I や {αj}, {βj} をずらしても Kj の値は変はらない (要説明).

定理 2.9 (Riemann の定理) 点 P1, · · · , Pg ∈ X をとり, 固定する. P ∈ X の函数

(2.10) G(P) = ϑ

(∫ P

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Pj

P0

ω̂ +K

)

について

(1) G(P) が恒等的に 0 でないためには, 因子 P1 + · · ·+ Pg が一般因子であることが必要

十分である.

(2) G(P) が恒等的に 0 でないとき, G(P) は P = P1, · · · , Pg においてのみ１位の零点を

もつ. (いくつかの Pj が一致すればもちろん重根となる.)

証明 [TD], p.98, 定理 1 と p.100, 定理 3 から出る. �

定理 2.11 函数 ϑ(z) (z ∈ Ω′−1Cg) について, ϑ(z) = 0 となるための必要十分条件は

z +K ∈ Θ̂ + Λ̂ となることである.

証明 [TD], p.99, 定理 2 そのもの. �

2.2 第 3 種微分形式と Theta 函数の関係

ここでは第 3 種微分形式と theta 函数を結びつける重要な公式を証明しよう.

定理 2.12 基点 P0 ∈ X に対して, g 個の点 A1, · · · , Ag が存在して, 任意に与へられた g

個の固定された点 P1, · · · , Pg についての P の函数

(2.13) P 7−→ ϑ

(∫ P

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ω̂

)

の零点がいつも丁度 P1, · · · , Pg だけになる.
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証明 [Ba1]. p.255 にある. �

定理 2.14 点 Pj, Qj (j = 1, · · · , g) を

(2.15)

g∑

j=1

∫ Pj

P0

ω̂ 6∈ Θ̂ + Λ̂,

g∑

j=1

∫ Qj

P0

ω̂ 6∈ Θ̂ + Λ̂

なる X の点とするとき, P, Q ∈ X に対して次が成り立つ.

(2.16) exp

( g∑

j=1

∫ P

Q

τPj ,Qj

)
=

ϑ

(∫ P

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ω̂

)
ϑ

(∫ Q

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ω̂

)

ϑ

(∫ P

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ω̂

)
ϑ

(∫ Q

P0

ω̂ −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ω̂

) .

ここで, Aj は 2.12 のそれである. 積分路は,
∫ P

Q
の積分路が

∫ P

P0
のそれと

∫ Q

P0
のそれの差

に homotope になる様に取るものとする. (ただし, 多変数函数に関する適当な解析接続の

可能性定理を使えば, Pj や Qj に関する条件は無用である. )

証明 両辺を P の函数として見て, それぞれの因子を調べる. 右辺の因子は 2.9 より∑g
j=1 Pj −

∑g
j=1 Qj であり, 左辺も τPj ,Qj の定義, つまり 1.43 よりこれと同じ因子を持つ.

しかも, 道 αj を点 P を通るようにとっておくとき, τPj ,Qj の定義と theta 函数の平行移動

公式により, その αj に沿って P を一周させてみても両辺は変わらない. また, 道 βj を点

P を通るようにとっておき, βi に沿って P を一周させてみると, 左辺には 1.49 の第 2 式

により,

(2.17) exp

[
2π
√
−1

(
g∑

j=1

∫ Pj

Qj

ω̂i

)]

が倍され, 一方, 右辺は (2.3) により,

(2.18)

exp

[
2π
√
−1

[{(∫ P

∞
ω̂i −

g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ω̂i

)
+

1

2
τii

}

−
{(∫ P

∞
ω̂i −

g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ω̂i

)
+

1

2
τii

}]]

だけ倍される. したがってもともと X◦ 上の函数と考えていた両辺の商は実際は X 上の函

数とみなせる. しかるにはじめに述べたことから, 極を持たないのであるから定数でなけ

ればならない. ところが P = Q としてみると両辺ともに 1 となるので実際に両辺が等し

いことがわかる. �
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3 超楕円的 Theta 関数・℘ 関数

3.1 超楕円的 Riemann 面とその Abel 微分

無限遠点が 1 点のみの代数曲線 (d, s)-curve

いま d < s を互ひに素な 2 つの自然数とし,

(3.1) f(x, y) = yd + p1(x)yd−1 + · · ·+ pd−1(x)y − pd(x)

とおく. 但し pj(x) は x の b js
d
c 次の多項式で, その係数を

(3.2)
pj(x) =

∑

k

µds−dkx
k, (1 5 j 5 d− 1)

pd(x) = xs + µds−dx
s−1 + µds−2dx

s−2 + · · ·+ µds

と書くことにする. ここで

(3.3) f(x, y) = 0

で定義される曲線を考へる. これは無限遠点に唯 1 つの点をもつ代数曲線 C の affine 部

分である. この様な曲線を (d, s) 曲線 と呼ぶ. この場合, 次の weight を導入することが

できる. 即ち

(3.4) wt(x) = −d, wt(y) = −s, wt(µj) = −j.

さすれば, f(x, y) のみならず, この曲線に関するあらゆる等式はこの weight について斉次

になる.

この note のほとんどの内容は上のより一般な曲線についても定式化されてつつある. 一

方例へば d と s が互ひに素でない様な曲線については, それが上の形の曲線と同型でない

ならば, それの扱ひは今後の課題である様に思はれる.

超楕円曲線

以下では d = 2, s = 2g + 1 (奇数), p1(x) = 0 の場合のみ, 即ち,

(3.5) y2 = x2g+1 + µ2x
2g + · · ·+ µ4g+2

により得られる射影曲線6(超楕円曲線) C についてのみ Abel 函数について述べる. ここで

µj はすべて定数 (∈ C) であり, 右辺を f(x) と書くとき f(x) = 0 は重根を持たないもの

と仮定する. この場合, weight は

(3.6) wt(x) = −2, wt(y) = −(2g + 1), wt(µj) = −j

となつてゐる.

6実際にこれを射影空間内の代数曲線として実現することに関しては, [Mu2], p.3.12-3.16に記されている.
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図 3.11

第 1 種微分形式, 周期行列

第 1 節と第 2 節の Riemann 面 X として上の超楕円曲線 C を取る. したがって, X の

種数は g である. 次に, f(x) = 0 の 2g + 1 個の根に順序を適当に入れて

(3.7) c1, a1, c2, a2, · · · , cg, ag, c

とする. 従つてもちろん

(3.8) f(x) = (x− a1) · · · (x− ag)(x− c1) · · · (x− cg)(x− c).

また, 記号 ∞ で X の無限遠点を記す. また Aj(aj, 0) と書く. 1.13 にある様に X には g

個の C 上 1 次独立な第 1 種微分形式が存在するが, いまの場合は

(3.9) ωj =
xj−1dx

2y
(j = 1, · · · , g)

をそれらに取ることができる.

さて, 前章と同様に X 上に 2g 個の路

(3.10) αj, βj (j=1, · · · , g)

を の様に定めると, その交点数は

(3.12) αi · αj = βi · βj = 0, αi · βj = δij

となつてをり, これらは, X の homology 群 H1(X,Z) の基底をなす. 以下では, 簡単のた

めに,

(3.13) ω = t
[
ω1 · · · ωg

]

とかく. 上の ωj に対する αj, βj の周期のなす行列をやはり

(3.14) Ω′ =

[∫

αj

ωi

]
, Ω′′ =

[∫

βj

ωi

]
, Ω =

[
Ω′

Ω′′

]

と書く. 系 1.34 により Ω′ は正則であるが, いま

(3.15)

t
[
ω̂1 · · · ω̂g

]
:= Ω′−1 t

[
ω1 · · · ωg

]

T := Ω′−1
Ω′′
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とおけば,

(3.16)

[∫

αj

ω̂i

]
= 1g,

[∫

βj

ω̂i

]
= T

となる. これも本書では

(3.17) ω̂ = t
[
ω̂1 · · · ω̂g

]

のように書く. 上記の微分形式 ω̂1, · · · , ω̂g を正規化された第 1 種微分形式と呼ぶのであ

つた.

3.1.1 標準的な第 1, 第 2 種・第 3 種微分形式とそれらの関係

以下, X 上の各点 P における局所径数 t を考へるが, 具体的には

(3.18) t =





x− x(P) y(P) 6= 0, ∞ のとき,

y y(P) = 0 のとき
y

xg+1
y(P) =∞ のとき

とすればよい.

定義 3.19 定義 1.43 の記号をここでも用いる : 即ち

(1) 2点 Q1, Q2 ∈ X に対し微分形式 τQ1,Q2 で次の条件を満すものが唯 1つ存在する: Q1, Q2

以外のすべての点において正則で, ordQ1τQ1,Q2 = ordQ2τQ1,Q2 = −1 かつResQ1τQ1,Q2 = 1,

ResQ2τQ1,Q2 = −1 であり, すべての j について

(3.20)

∫

αj

τQ1,Q2 = 0

となる.

(2) 局所径数 t を与えられた点 P ∈ X に対して ηP,t を P 以外のすべての点において正則

で, ordPηP,t = −2 で P における Laurent 展開が

(3.21) ηP,t =

(
− 1

t2
+ · · ·

)
dt

の形であり,

(3.22)

∫

αj

ηP,t = 0

となるような微分形式とする.
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次に H1(C,Z) の生成元

(3.23) αi, βj (1 5 i, j 5 g)

を (1.16) の様に, それらの交点数が αi · αj = βi · βj = δij, αi · βj = 0 となるやうに選ぶ.

次に, 先の (3.9) の ωj から定まる周期

(3.24) [ Ω′ Ω′′] =

[∫

αi

ωj

∫

βi

ωj

]

i,j=1,2,··· ,g

を考へる. さらに文字 Z, W を使つて C 上の 2 点 P(x, y), Q(z, w) について

(3.25) [(x, y), (z, w)] =
1

(x− z) ∂
∂y
f(x, y)

g∑

k=1

yg−k
[
f(Z,W )

W g+1−k

]+

W

∣∣∣∣
(Z,W )=(z,w)

とおく. これは weight が −d = −2 で斉次である. ただし, [ ]+W は W について負羃の項

を取り除くことを意味する.

補題 3.26 (fundamental 2-forms of second kind) C × C の上の 2-form

(3.27)
(
(x, y), (z, w)

)
7−→ R

(
(x, y), (z, w)

)
dzdx

であつて

(3.28) lim
(x,y)−→(z,w)

R
(
(x, y), (z, w)

)
(x− z)2 = 1

が成り立ち, (x, y) = (z, w) なる点でのみ極を持ち, その他の点では正則である様なものを

考へる. 第 1 種微分形式 (3.9) と (3.14) の微分形式, および C 上の 2 点 (x, y), (z, w) に

対して, 無限遠点 ∞ のみに極を持つ第 2 種微分形式 ηj = ηj(x, y) (j = 1, 2, · · · , 3) が存

在して, 上の様な 2-form は

(3.29) R
(
(x, y), (z, w)

)
:=

d

dx
[(z, w), (x, y)] +

g∑

j=1

ωj(z, w)

dz

ηj(x, y)

dx

と書かれる. ただし, 先頭の微分は動点 (x, y) ∈ C に関する微分である7. ここでさらに

R
(
(x, y), (z, w)

)
が Sato weight に関して斉重 (重さ 6), かつ 2 点の座標に関して対称，つ

まり

(3.30) R
(
(z, w), (x, y)

)
= R

(
(x, y), (z, w)

)

が成り立つことを要請する. その様な {ηj} の組は, 以下に説明する様に Sp(2g,Z) の作用

と {ωj} の張る空間とを modulo として唯 1 組だけに定まる. これらを満足する 2-form

R
(
(x, y), (z, w)

)
dxdz を (Klein の) fundamental 2-form of second kind と呼ぶ.
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証明 . 所望の fundamental 2-form of second kind を与へる様な微分形式 ηj (j = 1, 2, · · · ,
g) の存在は ηj を未定係数法で求められることからわかる. また Sp2g(Z) の作用と {ωj} の
張る空間とを modulo しての一意性については [BG], pp.3617–3618 と同様なので省略す

る ([Ba1], p.194 の周辺も参照されたい). �
上の様な ηj が

(3.31)
ηj(x, y) =

hj(x, y)
∂
∂y
f(x, y)

,

但し hj(x, y) ∈ Q[µ1, · · · , µds][x, y] で斉重,

の形に書かれることは容易にわかる. ここで

(3.32) hj(x, y) の項数が最も少くなること

を要請すれば, ηj は一意的に定まる ([BG], p.3618)から, 以後はその様なものを ηj と記す

ことにする.

3.2

3.2.1 In the Case of Hyperelliptic Curves

C が 超楕円曲線のとき hj(x, y) を具体的に書き下すこと以下の様になる:

(3.33) [(x, y), (z, w)] =
y + w

x− z
1

2y

および

(3.34) R
(
(x, y), (z, w)

)
=
F (x, z) + 2yw

(x− z)2

1

2y

1

2w

ここで

(3.35) F (x, z) =

g−1∑

j=0

xjzj(µ2j+1(x + z) + 2µ2j)

である.

定義 3.36 Riemann 面 X 上の動点 P(x, y), Q(z, w) と定点 A(a, b), B(c, d) について

(1) 以下では (3.29) の R( , ) に対して,

(3.37)

Ｒ
P,A
Q,B =

∫ P

A

∫ Q

B

R
(
(x, y), (z, w)

)
dxdz

=

∫ P

A

∫ Q

B

F (x, z) + 2yw

(x− z)2

dx

2y

dz

2w
7x と y に依存関係があるので ∂ を使はないで表した.
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とおく.

(2) (3.25) の [P,A] =
y + b

x− a
1

2y
について

(3.38) Ｐ
P,A
Q,B :=

∫ P

A

([P,Q]− [P,B]) dx

とおく. Ｒ
P,A
Q,B もＰ

P,A
Q,B も P の関数としては, P = Q, B でそれぞれ留数 1, −1 なる１位の

極をもち, その他の点では正則な微分形式の積分になっている.

定義 3.39 以下では (3.29) を満たす ηj として

(3.40) ηj =
1

2y

2g−j∑

k=j

(k + 1− j)µk+1+jx
kdx (j = 1, · · · , g)

が取れる. これらは点 ∞ においてのみ留数 0 の極を持ち, 他の点では正則な第 2 種微分

形式である.

定理 3.41 定義 3.37, 3.38 の記号のもとで

(3.42) Ｒ
P,A
Q,B =

∫ P

A

ω1

∫ Q

B

η1 + · · ·+
∫ P

A

ωg

∫ Q

B

ηg +Ｐ
P,A
Q,B

が成り立つ.

証明 両辺に
∂2

∂z∂x
を施したものを比較すると (いくらかの計算の後)両者が等しいことが

わかる. しかるに P = A または Q = B のとき元の両辺はともに 0 であるから, 実際に両

辺は等しい. �

命題 3.43 ある定数成分の行列 Γ = [cij] が存在して, 任意の P, Q, A, B ∈ X◦ に対して

(3.44) Ｒ
P,A
Q,B =

∫ P

A

τQ,B − 2

g∑

i=1

g∑

j=1

cij

∫ P

A

ωi

∫ Q

B

ωj

が成り立つ.

証明 Ｒ
P,A
Q,B−

∫ P

A
τQ,B は P の関数として正則であるから第１種微分形式の１次結合と定数

の和で書き表せる. これは Q の関数と見ても同様である. また両辺ともに P = A のとき

0 となり, Q = B のときも 1.49 の第 2 式を使えば両辺が 0 となることがわかり, 与式が成

り立たねばならない. �
以上の状況で,

(3.45) R
(
(x, y), (z, w)

)
dxdz =

F
(
(x, y), (z, w)

)

(x− z)2 ∂
∂y
f(x, y) ∂

∂w
f(z, w)

dxdz

と書いたとき, F
(
(x, y), (z, w)

)
が x, y, z, w の Sato weight について斉重 (重さ 4g+ 2) な

多項式であることも容易にわかる. 上で得られた第 2 種微分形式 ηj の周期のなす行列を

(3.46) [H ′ H ′′] =

[ ∫

αi

ηj

∫

βi

ηj

]

i,j=1,2,··· ,g
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と記す. これと (3.13) の行列を結合して

(3.47) M =

[
Ω′ ω′′

H ′ H ′′

]

と書く.

既に 1.37 において Ω(= [Ω′, Ω′′]) について Riemann の関係式, 不等式を述べたが, ここ

でそれ少し別の形で再確認しておきたい. 上の M (3.26) の R( , ) と ωj と ηj と [ , ] の

関係からΩ′, Ω′′, H ′, H ′′ に間に symplectic な関係があることは予測される. いづれにして

も, 実際には次が成り立つ.

補題 3.48 一般 Legendre 関係式 (Weierstrass relations)

(3.49) M

[
−1g

1g

]
tM = 2π

√
−1

[
−1g

1g

]

を満たす. 特に 3.43 の記号で

(3.50) Γ = −1

2
H ′Ω′

−1
,

かつ Γ は対称行列であり, Ω′−1Ω′′ は対称行列である. さらに, 良く知られてゐる様に

(3.51) Im (Ω′
−1

Ω′′) は正定値行列

となつてゐる (1.37 (2), または [FK], Chap.III など).

証明 等式 (3.42) と (3.44) より P(x, y) について,

(3.52)

∫ P

A

{[P,Q]− [P,B]}dx+

g∑

j=1

∫ P

A

ωj

∫ Q

B

ηj

=

∫ P

A

τQ,B − 2

g∑

i=1

g∑

j=1

cij

∫ P

A

ωi

∫ Q

B

ωj

である. これを P における局所径数 t で微分すると, 1.47 から

(3.53)

{[P,Q]− [P,B]}dx
dt

∣∣∣
t=0

+

g∑

j=1

xj−1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0

∫ Q

B

ηj

=

∫ Q

B

ηP,t − 2

g∑

j=1

g∑

j=1

cij
xj−1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0

∫ Q

B

ωj.

次に各 1 ≤ k ≤ g ごとに αk の上に一点 B をとり, Q を B から αk に沿って一周させると

(3.54)

0 +H ′ t
[

1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0
· · · x

g−1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0

]

= 0− 2[cij]Ω
′
[

1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0
· · · x

g−1

2y

dx

dt

∣∣∣
t=0

]
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を得る. P は任意であるから, これは

(3.55) H ′ t
[

1

2y
dx · · · xg−1

2y
dx

]
= −2[cij]Ω

′ t
[

1

2y
dx · · · xg−1

2y
dx

]

を意味する.
1

2y
dx, · · · , x

g−1

2y
dx は１次独立なので

(3.56) H ′ = −2ΓΩ′

でなければならず, 与式を得る. Γ の対称性は 1.49 と 3.43 の cij の定義からわかる. 次に

Ｒ
Q,B
P,A =Ｒ

P,A
Q,B

に注意すれば, (3.41) と (3.43) と 1.49 の第 1 式から

(3.57) Ｐ
P,A
Q,B +

g∑

j=1

∫ P

A

ωj

∫ Q

B

ηj =

∫ Q

B

τA,P − 2

g∑

i=1

g∑

j=1

cij

∫ P

A

ωj

∫ Q

B

ωj

が得られる. ここで, B から Q への積分路を βk へと変形すれば

(3.58)

∫ P

A

0 dx+

g∑

j=1

∫
ωj ·H ′′jk =

∫

βk

τP,A − 2

g∑

i=1

g∑

j=1

cij

∫ P

A

ωj · Ω′′kj,

従つて 1.49 の第 2 式より

(3.59) +

g∑

j=1

∫
ωj ·H ′′jk = 2π

√
−1

∫ P

A

ω̂j − 2

g∑

i=1

g∑

j=1

cij

∫ P

A

ωj · Ω′′kj,

を得る. ここでさらに A から P へ至る積分路を αi に近づけることで

(3.60) Ω′H ′′ = 2π
√
−1 1g − 2ΓΩ′Ω′′

となる. これに上の (3.56) を代入すれば

(3.61) Ω′H ′′ = 2π
√
−1 1g − 2(−1

2
H ′)Ω′

−1
Ω′Ω′′

つまり

(3.62) Ω′H ′′ − Ω′′H ′ = 2π
√
−1 1g

がわかる. �
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4 Sigma 函数 (General case)

4.1 σ function for an (n, s)-curve

この節では, 一般の (d, s)曲線 C : f(x, y) = 0 について, σ 函数の定義を述べる. 曲線 C

に付随する sigma 函数とは種数（g = (d− 1)(s− 2)/2）個の変数 u1, · · · , ug の整型函数
であり, ここからほとんど全ての理論が構築される. いま

(4.1) δ =
[δ′
δ′′

]
∈
(

1
2
Z
)2g

を, C の基点を ∞ としたときの [ Ω′ Ω′′] に関して Riemann 定数を与へる theta charac-

teristic ([Mu1], pp.163–166, または [BEL1], p.15, (1.19) ) とする. 微分形式 (3.9) を見れ

ば C の標準因子類 (canonical divisor class) は 2(g− 1)∞ になつてゐることがわかるので,

任意の theta characteristic は
(

1
2
Z
)2g
に属する ([Mu1], p.166, Coroll. 3.11).

定義 4.2 曲線 C の discriminant D を以下の様に定める:

(4.3)

R1 = rsltx
(
rslty

(
f(x, y), fx(x, y)

)
, rslty

(
f(x, y), fy(x, y)

))
,

R2 = rslty
(
rsltx

(
f(x, y), fx(x, y)

)
, rsltx

(
f(x, y), fy(x, y)

))
,

R3 = gcd(R1, R2)

とすると R3 は

(4.4) Z[λs−bs/dcd, · · · , λds]

の中で平方元になる. そこで C discriminant を

(4.5) D =
√
R3

と定義する

定義 4.6 a, b ∈ Rg (縦ベクトル) と周期のなす行列 T に対して 指標付き theta 函数 を

(4.7)

ϑ
[a
b

]
(z) = ϑ

[a
b

]
(z;T )

=
∑

n∈Zg
exp

[
2πi

{
1
2
t(n+ a)T (n+ a) + t(n+ a)(z + b)

}]
.

で定義する.

以上の準備の下で,

(4.8)

σ(u) = σ(u;M) = σ(u1, u2, · · · , ug;M)

= c exp(−1
2
uH ′Ω′

−1 tu)ϑ[δ] (Ω′
−1 tu; Ω′

−1
Ω′′)

= c exp(−1
2
uH ′Ω′

−1 tu)

×
∑

n∈Zg
exp

[
2π
√
−1
{

1
2
t(n+ δ′)Ω′

−1
Ω′′(n+ δ′)

+ t(n+ δ′)(Ω′−1
u+ δ′′)

}]



156

と定義する8.

これは (3.51) により収束する. ここに

(4.9) c =
1

8
√
D

(
πg

|Ω′|

)1
2

である. 但し D は (4.2) で定義した判別式, π は円周率, |Ω′| は (3.14) の周期行列の行列

式である. また 8 乗根の取り方は後の 6.19 で定める. この定数 c は一般化された Thomae

の公式を利用して [Mu2], p.3.120, §8 の方法で決定されるのであるが, 以下ではあまり重要

ではないので, ここでは省略する.

以下では, 与へられた u ∈ Cg に対して u′ および u′′ で

(4.10) u = u′Ω′ + u′′Ω′′

となる Rg の元を示す. このとき u, v ∈ Cg と ` (= `′Ω′ + `′′Ω′′) ∈ Λ について

(4.11)
L(u, v) := tu(H ′v′ +H ′′v′′),

χ(`) := exp
{

2π
√
−1
(
t`′δ′′ − t`′′δ′ + 1

2
t`′`′′

)}
(∈ {1,−1})

とおく. 以上の準備の下で σ(u;M) の一般的な重要性質は次の様に述べられる；

補題 4.12 あらゆる u ∈ Cg と ` ∈ Λ, および γ ∈ Sp(2g,Z) について

(1) σ(u+ `;M) = χ(`)σ(u;M) expL(u+ 1
2
`, `),

(2) σ(u; γM) = σ(u;M), (γ は定数 c に含まれる Ω′ にも作用),

(3) u 7−→ σ(u;M) は κ−1(Θ) に 1 位の零を持つ,

(4) また σ(u;M) = 0 ⇐⇒ u ∈ κ−1(Θ) が成り立つ.

証明 主張 (1) は [Ba1], p.286, `.22 の特殊な場合に他ならない. 主張 (2) は γ による M

の変換が (3.10) の積分路 αj, βj の取り換へに対応してゐることから（？）示される. 詳

しくは [BEL1], pp.10–15 を参照されたい．主張 (3) と (4) は [Ba1], p.252 に解説されてゐ

る. また一部の主張は [BEL1] の p.12, Theorem 1.1 と p.15 にも解説されてゐる. �

注意 4.13 いま (3.49) と (3.51) を満たす行列 M が与へられたとき, L( , ) の定める

Riemann 形式 E(u, v) = L(u, v)− L(v, u) の Pfaffian が 1 であることがわかるので (たと

へば) [L], p.93, Th.4.1 により, 4.12(1) を満たすものは C 上 1 次元しかなく, それゆゑ, そ

の自明でない解は (2), (3), (4) を自動的に満たす. つまり 4.12 は sigma 函数を定数倍を除

いて, 特徴付けるものなのである. g = 1 のときの σ(u) については Weierstraß によるの無

限積表示

(4.14) σ(u) =
∏

`∈Λ
6̀=0

(
1− u

`

)
exp

(u
`

+
u2

2`2

)

8函数 σ(u) の定義 (4.8) において 3.26 の fundamental 2-forms of second kind を (3.30) で指定したもの
から別のものに取り換へ, それに応じて (3.46) の周期行列を再定義したならば, 対応する σ(u) は指数函数の
部分のみが変ることに注意されたい. ただし, その際に H ′ と H ′′ が変化するので, 2 次形式 L( , ) も変更
を受けることに注意.
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があり, この σ(u) は H ′ と H ′′ に依存しない形に書けてゐる. 一方, g > 1 の場合は, H ′,

H ′′ を元の H ′, H ′′ にΩ′ や Ω′′ の張る空間の元（weight homogeneousness を考慮した）を

加へたものと置き代へると trivial theta が倍されるだけである.

次の事実の一般的な証明は正に中屋敷氏の報告 [N] の主結果であるので証明は省略する.

(3, 4)-curve の別証明が [EEMOP] にあるが, それは, このノートの最後 8.34で述べる σ(u)

の満たす微分方程式に相当する物を先に導出する方法によつてゐるのでやや複雑である.

命題 4.15 函数 σ(u) を u1, · · · , ug の羃級数に展開するとき,

(4.16) σ(u) ∈ Q[µds−bs/dcd, · · · , µds][[u1, u2, · · · , ug]]

であつて, その weight は (s2 − 1)(d2 − 1)/24 次で斉重である

補題 4.17 σ(u) は奇函数または偶函数である. つまり

(4.18) σ([−1]u) = −(−1)(d2−1)(s2−1)/24σ(u)

が成り立つ.

証明 周期格子について [−1]Λ = Λ が成り立つ. これは各周期 ` ∈ Λ を与へる積分の積分

路を逆にした積分を考へればよい. このことと 4.13 とを合はせれば, 定数 K が存在して

(4.19) σ([−1]u) = Kσ(u)

となることがわかる. あとは後述の 6.19 を考慮することで K = −1 であることがわかる.

�
以後では,

(4.20) σj(u) =
∂

∂uj
σ(u), σij(u) =

∂2

∂ui∂uj
σ(u)

などと略記する.

5 超楕円曲線に付随する σ 函数と ℘ 函数

5.1 超楕円函数についての Riemann 定数と判別式

ここでは 2.14 の式を後に述べる後述の 5.24 に変形する.

Riemann 定数

超楕円的 Riemann 面の場合は Riemann の定数はつぎのようになる.
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定理 5.1 X を前節 3 で定義された超楕円的 Riemann 面とせよ. このとき Riemann の定

数 K (2.8) は

(5.2) K =

g∑

j=1

∫ Aj

∞
ω̂

で与えられる.

証明 以下

(5.3) ŵj(P) =

∫ P

∞
ωj

と書く. (2.7) から

(5.4)

Ki = −1

2
Tii − ŵi(αj の始点) +

g∑

j=1

∫

αj

ŵi(P)ω̂j(P)

≡ −1

2
τii −

1

2

∫

αi

ω̂i +

g∑

j=1

∫

αj

ŵi(P)ω̂j(P) mod Λ̂.

まず j = i については

(5.5)

∫

αj

ŵj(P)dŵj =
1

2

∫

αj

d(ŵj(P))2

=
1

2
{ŵj(αj の始点)2 − ŵj(αj の終点)2}.

ここで X 上では αj の終点は αj の始点であり,
∫
αj
ω̂j = 1 であるから,

(5.6)
=

1

2
{ŵj(αj の始点)2 − (ŵj(αj の始点)− 1)2}

=ŵj(αj の始点)− 1

2
.

j 6= i のときは,

(5.7)

∫

αj

ŵi(P)ω̂j(P) =

∫ Aj

Cj

(
ŵi(P) + ŵi(P)

)
ω̂j(P).

ここで d(ŵi(P) + ŵi(P)) = ω̂i(P) + ω̂i(P) = 0 なので ŵ(P) + ŵ(P) は定数 (= 2ŵi(Aj))で

ある. また
∫ Aj

Cj
ω̂j = 1

2

∫
αj
ω̂j = 1

2
なので

(5.8) = ŵi(Aj) =

∫ Aj

∞
ω̂i

となって目的の結果が得られた. �

補題 5.9 2.12 に言ふ Aj は (3.5) の超楕円曲線 X については Aj(aj, 0) である.
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補題 5.10 いま

(5.11) δ′′ = t
[

1
2
· · · 1

2

]
, δ′ = t

[
g
2

g−1
2
· · · 1

2

]

とするとき, Aj(aj, 0) に対して

(5.12)

g∑

j=1

∫ Aj

∞
ω̂ = δ′ + Tδ′′

(
あるいは

g∑

j=1

∫ Aj

∞
ω = Ω′δ′ + Ω′′δ′′

)

が成り立つ.

証明 C(c, 0) とする. 下の図を参考にして まづ

(5.13)

∫ Ag

C

ω̂ = −1

2

∫

βg

ω̂ = T t

[
0 0 · · · 1

2

]
.

j 6= g のとき

(5.14)

∫ Aj

C

ω̂ = −1

2

∫

βj

ω̂ − 1

2

g∑

i=j+1

∫

αi

ω̂

= t
[
0 0 · · · 0 1

2
· · · −1

2

]
+ T t

[
0 · · · 1

2
· · · 0

]
.

j j

また

(5.15)

∫ C

∞
ω̂ = 1

2

g∑

j=1

∫

αj

ω̂ = t
[

1
2
· · · 1

2

]
.

以上より

(5.16)

∫ Aj

∞
ω̂ = t

[
1
2
· · · 1

2
0 · · · 0

]
+ T t

[
0 · · · 1

2
· · · 0

]
.

j j

したがって与式が得られる. �

判別式

超楕円曲線の場合の discriminant は以下の様になる.

補題 5.17 超楕円曲線 y2 = f(x) について, 4.2 で定義した discriminant R3 は f(x) = 0 の

g 個の根の差積の平方に一致する.
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5.2 Sigma function for a hyperelliptic curve

定義 5.18 我々の超楕円的 Riemann 面 X に対し, σ 函数 を

(5.19) σ(u) = σ(u;X) = c exp(− 1
2
tuH ′Ω′

−1
u)ϑ
[δ′′
δ′

]
(Ω′
−1
u; T )

で定義する. 定数 c は 4.9 で定義したものである.

命題 5.20 σ(u) は b(g + 1)/2c の偶奇に応じて偶函数か奇函数である.

定理 2.9 を σ 函数に訳せば σ(u) の零点集合は丁度 Θ + Λ になっていることがわかる.

定理 5.21 Pj, Qj ∈ X, (j = 1, · · · , g), に対して

(5.22) u =

g∑

j=1

∫ Pj

∞
ω, u′ =

g∑

j=1

∫ Qj

∞
ω

とおくとき

(5.23) exp

(
g∑

j=1

Ｒ
P,Q
Pj ,Qj

)
=

σ
(∫ P

∞
ω − u

)
σ
(∫ Q

∞
ω − u′

)

σ
(∫ P

∞
ω − u′

)
σ
(∫ Q

∞
ω − u

)

が成り立つ.

g = 1 のときは [Ta], p.187, `.5-6 がほぼこの式にあたる.

証明 点 Aj(aj, 0) に対し

(5.24)

∑

r,s

crs

(∫ P

A

ωr −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ωr

)(∫ P

A

ωs −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ωs

)

−
∑

r,s

crs

(∫ Q

A

ωr −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ωr

)(∫ Q

A

ωs −
g∑

j=1

∫ Pj

Aj

ωs

)

+
∑

r,s

crs

(∫ P

A

ωr −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ωr

)(∫ P

A

ωs −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ωs

)

−
∑

r,s

crs

(∫ Q

A

ωr −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ωr

)(∫ Q

A

ωs −
g∑

j=1

∫ Qj

Aj

ωs

)

= 2

g∑

j=1

∑

r,s

crs

∫ P

Q

ωr

∫ Pj

Qj

ωs

=

g∑

j=1

(
Ｒ

P,Q
Pj ,Qj

−
∫ P

Q

τPj ,Qj

)

最後の等号は 3.43 による. これの指数函数を取り, それを (2.16) の式の両辺に掛ける. こ

のとき 3.50, 5.10 および σ 函数の定義 5.18 から与式が導かれる. �
注意 5.25 もし Pj, Qj を Pj, Qj と入れ替えるならば, 対応する積分の符号が逆転する.
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5.3 σ 函数の変換公式

u ∈ Cg に対し, 記号 u′, u′′ でもって

(5.26) u = Ω′u′ + Ω′′u′′,

となるような Rg の元を表すことにする. さらに C に値を持つ R-双線型形式 L( , ) を

(5.27) L(u, v) = tu(H ′v′ +H ′′v′′), (u, v ∈ Cg)

で定める. 格子点 ` = Ω′`′ + Ω′′`′′ ∈ Λ に対し

(5.28) χ(`) = exp[2πi(t`′δ′′ − t`′′δ′)− πit`′`′′],

ここに δ′ および δ′′ は 5.10 で定義したものである.

補題 5.29 (変換公式) σ 函数 σ(u) は任意の u ∈ Cg と ` ∈ Λ について

(5.30) σ(u+ `) = χ(`)σ(u) expL(u+ 1
2
`, `)

を満たす.

証明 もちろん平行移動公式 (2.3) を変形するのであるが, ここでは [Ba1], p.286, `.21 を

参照されたい. �
以下のことはあとでする ℘ 函数の定義には必要でないが参考までに述べておく. まづ

(5.31) E(u, v) = L(u, v)− L(v, u), (u, v ∈ Cg)

とおくと明らかにE( , ) は C に値をとる R 上の双線型形式でE(u, v) = −E(v, u) を

みたす. この E( , ) を σ(u) の Riemann 形式 とよぶ.

補題 5.32 次が成り立つ:

(1) E(iu, v) = E(iv, u).

(2) E(u, v) = 2πi(tu′v′′ − tu′′v′).

特に E( , ) は一般に iR に値をとりΛ× Λ 上では 2πiZ 値をとる.

証明 (1) は [L], p.85, Theorem 1.2 に示されている.

(2) を示そう.

(5.33)

E(u, v) =L(u, v)− L(v, u)

=tu(H ′v′ +H ′′v′′)− tv(H ′u′ +H ′′u′′)

=tuH ′v′ + tuH ′′v′′ − tvH ′u′ − tvH ′′u′′

=tutΩ′−1tΩ′H ′v′ + tutΩ′′−1tΩ′′H ′′v′′

− tvtΩ′−1tΩ′H ′u′ − tvtΩ′′−1tΩ′′H ′′u′′.



162

ここで, (3.49) より tΩ′H ′ と tΩ′′H ′′ は対称行列である. ゆゑに

(5.34)

=tv′tΩ′H ′Ω′−1u+ tv′tΩ′′H ′′Ω′′−1u− tu′tΩ′H ′Ω′−1v − tu′′tΩ′′H ′′Ω′′−1v

=tv′tΩ′H ′(u′ + Tu′′) + tv′tΩ′′H ′′(T−1u′ + u′′)

− tu′tΩ′H ′(v′ + Tv′′)− tu′′tΩ′′H ′′(T−1v′ + v′′).

また tΩ′H ′ と T も対称行列だから

(5.35)
tΩ′H ′T = tT tΩ′H ′ = tΩ′′tΩ′−1tΩ′H ′ = tΩ′′H ′,
tΩ′′H ′′T = tT tΩ′′H ′′ = tΩ′tΩ′′−1tΩ′′H ′′ = tΩ′H ′′

であり, tΩ′′H ′ と tΩ′H ′′ も対称行列である. したがって, 再び tΩ′H ′ と tΩ′′H ′′ が対称行列

であることと一般の Legendre 関係式 (3.49) tΩ′H ′′ − tΩ′′H ′ = 2πi1g を用いて

(5.36)

=tu′tΩ′H ′v′ + tu′′tΩ′′H ′v′ + tu′tΩ′H ′′v′′ + tu′′tΩ′′H ′′v′′

− tv′tΩ′H ′u′ − tv′′tΩ′′H ′u′ − tv′tΩ′H ′′u′′ − tv′′tΩ′′H ′′u′′

=2πi(tu′v′′ − tu′′v′).

�

5.4 ℘ 函数の定義

いよいよ ℘ 函数の定義である.

定義 5.37 我々は

(5.38) ℘ij(u) = − ∂2

∂ui∂uj
log σ(u) =

σi(u)σj(u)− σij(u)σ(u)

σ(u)2

と定め, これを ℘ 函数 とよぶ. ここで σi(u) =
∂

∂ui
σ(u), σij(u) =

∂

∂ui
σj(u) である. 変換

公式から σ 函数は u を u+ ` (` ∈ Λ) に変えても ui の 1 次式の指数函数がかかるだけで

あるが, ℘ 函数は σ 函数の対数をとって 2 回微分しているのでそのような指数函数の部分

は消えてしまう. したがって ℘ij(u) は Λ を周期とする周期函数であることがわかる. また

4.12 から ℘ij(u) は Θ で 2 位の極を持ち, それ以外では正則であることがわかる. このこ

とは普通 ℘ij(u) ∈ Γ(J,O(2Θ)) とかかれる.

命題 5.39 ℘ij(u) は偶函数である.

補題 5.40 Pj(xj, yj) (j = 1, · · · , g) と P(x, y) に対して

(5.41) v = t[v1, · · · , vg] =

∫ P

∞
ω +

g∑

j=1

∫ Pj

∞
ω

とおくとき

(5.42) 4yry
∂2

∂xr∂x
=

g∑

i=1

g∑

j=1

xi−1
r xj−1 ∂2

∂vi∂vj
.
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証明 Jacobi の定理 1.84 により, P , P1, · · · , Pg が動くとき v1, · · · , vg は Cg 全体を動く
ことに注意する. このとき

(5.43)

∂2

∂xr∂x
=

∂

∂xr

(
g∑

i=1

∂vi
∂x

∂

∂vi

)

=

g∑

i=1

[
∂2vi
∂xr∂x

∂

∂vi
+
∂vi
∂xr

(
g∑

j=1

∂vj
∂x

∂2

∂vi∂vj

)]

=

g∑

i=1

g∑

j=1

xi−1
r

2yr

xj−1

2y

∂2

∂vi∂vj
.

この両辺に 4yry を掛ければよい. �
次の関係式は, 第 8 節でも Jacobi 多様体の定義方程式系を美しく構成するのに使はれる

非常に重要なものである. g = 1 の場合は ℘(u) の代数的加法公式であつて, 竹内 [Ta] の

p.142, `.− 2 の式に他ならない.

定理 5.44 F (x, z) は (3.35) で定義したものとする.

(5.45)
F (xr, x) + 2yry

(xr − x)2
=

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij

(∫ P

∞
ω − u

)
xi−1
r xj−1

証明 まづ, P(x, y), Pj(xj, yj), Qj ∈ X について

(5.46)

2yj
∂

∂xj
Ｒ

P,Q

Pj ,Qj
=

∫ P

Q

F (x, xj)− 2yyj
4(x− xj)2

dx

2y
,

4yyj
∂2

∂x∂xj
Ｒ

P,Q

Pj ,Qj
=
F (x, xj)− 2yyj

4(x− xj)2

であることに注意する (右辺の分子が差になっている！). (5.43) の作用素を (5.23) の両辺

の対数にそれぞれ施せば, 所望の式を得る. �

定理 5.47 いま X 上の g 個の点 (x1, y1), · · · , (xg, yg) について

(5.48) u =

g∑

j=1

∫ (xj ,yj)

∞
ω

とおく. このとき

(5.49)

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij(u)xi−1
r xj−1

s =
F (xr, xs)− 2yrys

(xr − xs)2
, xgr −

g∑

j=1

℘jg(u)xj−1
r = 0

が任意の (xr, yr) と (xs, ys) (r, s = 1, · · · , g) について成り立つ. 特に,第 2 式より

(5.50) (−1)g−j℘jg(u) = “x1, · · · , xg の g − j + 1 次基本対称式”

である.
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証明 基本関係式 (5.45) において, g ≥ 2 のときは P → Pr としたあとで Ps → ∞ とす
れば求める最初の式が得られる. また両辺を xg−1 で割ったあとで P → ∞ とするとき,

F (xr, x) の x についての最高次の項は xgrx
g+1 であり

y

xg−1+2
→ 0 であるから求める第 2

の式が得られる. �

定理 5.51 函数 σ(u) を u1, · · · , ug の羃級数に展開するとき,

(5.52) σ(u) ∈ Q[λ2, · · · , λ4g+2][[u1, u2, · · · , ug]]

であつて, その weight は g(g + 1)/2 次で斉重である

証明 まづ (5.49) を ℘ij(u) の方程式と見れば, それを解くことにより, ℘ij(u) の (x1, y1),

· · · , (xg, yg) による表示が得られるわけだが, 方程式が斉重なので, ℘ij(u) も斉重でなけれ

ばならない. それゆゑ σ(u) も斉重である. その weight については方程式 (5.49) の weight

および ℘ij(u)と σ(u)の関係から g(g + 1)/2次であるとわかる. 前半は (5.49)と後の 8.34

を併用して, 帰納的に証明される. �

6 退化 σ 函数

6.1 The Schur-Weierstrass Polynomial

ここでは Schur-Weierstraß多項式についての基礎事項をまとめる. 主な文献は [Ma] and

[BEL2].

しばらくは g は単なる正整数であると考へる. u
(1)
g , · · · , u(g)

g は不定元とする. 整数 n

(0 5 n 5 g) を固定する. 以下では単に ug と書いて, 変数 u
(1)
g , · · · , u(n)

g の集合, あるいは

これらを成分とする vector を表はすことにする.

各 k = 0 に対して (−1)kU
[n]
k (ug) は k 次の完全対称式 (complete symmetric polynomial)

を表すものとする. 即ち, それは変数 u
(1)
g , · · · , u(n)

g の, 全次数が k なる全ての単項式の

単純和である. 我々は, それが n 変数であることを添字 [n] を付けて表すのである. もし

k < 0 であれば, U
[n]
k (ug) は 0 であると見做すことにする.

さて, 行列式

(6.1) |U [g]
g−2i+j+1(ug)|15i,j5g.

を考へる. いま単に Uk = U
[g]
k (ug) と書けば k < 0 なら Uk = 0 なので, この行列式は具体

的には

(6.2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ug Ug+1 Ug+2 · · · U2g−2 U2g−1

Ug−2 Ug−1 Ug · · · U2g−4 U2g−3

...
...

...
. . .

...
...

U1 U2 U3 · · · ∗ ∗
U0 U1 · · · ∗ ∗

. . .
...

...

U0 U1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(g が奇数のとき)
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(6.3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ug Ug+1 Ug+2 Ug+3 · · · U2g−2 U2g−1

Ug−2 Ug−1 Ug Ug+1 · · · U2g−4 U2g−3

...
...

...
...

. . .
...

...

U0 U1 U2 U3 · · · ∗ ∗
U0 U1 · · · ∗ ∗

. . .
...

...

U0 U1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(g が偶数のとき)

と書かれる. 以下においては

(6.4)

pj := (u(1)
g )j + · · ·+ (u(g)

g )j,

u
(i)
j := 1

2(g−j)+1
(u(i)

g )2(g−j)+1,

u(i) := (u
(i)
1 , · · · , u(i)

g ),

uj := u
(1)
j + u

(2)
j + · · ·+ u

(g)
j = 1

2(g−j)+1
p2(g−j)+1,

u := u(1) + u(2) + · · ·+ u(g) = (u1, u2, · · · , ug)

と記す. ここで, |U [g]
g−2i+j+1(ug)|15i,j5g が [BEL2] の S2,2g+1 に他ならないことを説明して

おく. その為に, 新たな変数 s1, s2, · · · , s2g−1 を用意し, これらは

(6.5) pj = −s1
j − s2

j − · · · − s2g−1
j, (1 5 j 5 2g − 1)

を満すものとする. 実際, この様な sj は以下の理由から存在する. まづ, εk(s) （s =

(s1, s2, · · · , s2g−1)）で sj 達の k 次の基本対称式とするとき (6.5)を満たす s1, s2, · · · , s2g−1

は

(6.6) εk(s) =
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−p1 1

−p2 −p1 2
...

...
...

. . .

−pk−1 −pk−2 −pk−3 · · · k − 1

−pk −pk−1 −pk−2 · · · −p1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)kU
[g]
k (ug)

の解に他ならない. このことは [Ma], p.29, `. − 4 と p.28, `.13 に書かれてゐる. 代数方

程式の基本的な定理からこの方程式系はいつも解を持つ. よつて, |U [g]
k (ug)| が [BEL2] の

Theorem 4.3 の Schur-Weierstrass 多項式S2,2g+1(−p1,−p3, · · · ,−p2g−1) に他ならないこと

がわかつた.

注意 6.7 ここで, 我々の記号 uj は [BEL2] の記号 zj と少し異なり, zj = −(2j − 1)ug−j+1

であることを注意しておく. さらに積分 (5.47) と [BEL2] の definition (5.3) とは積分の方

向と乗定数が異なるこにも注意して欲しい.

多項式 |U [g]
g−2i+j+1(ug)| の値はもちろん u

(1)
g , · · · , u(g)

g によつて定まるが, 実は次のことが

成り立つ.
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命題 6.8 上の多項式 |U [g]
g−2i+j+1(ug)|15i,j5g は上に定義した g 個の値 −p1, −p3, · · · , −p2g−1

だけで定まる. つまり u1, u2, · · · , ug の値だけにより定まる.

証明 [BEL2] の p.86 の Theorem 4.1 を参照されたい. �

ここでは

(6.9) S(u) := |U [g]
g−2i+j+1(ug)|15i,j5g.

と書いて, これを Schur-Weierstrass 多項式と呼ぶ.

ここで, 上の変数について uj の重さを 2(g− j) + 1 とする重さを定義することができる.

これを Sato weight と呼ぶことがある. このとき S(u) はこの重さに関して 1
2
g(g + 1) 次

の斉重となる.

いま m を正の整数として固定し, ξ1, · · · , ξm を不定元とする. 不定元 ξ1, · · · , ξm につい
ての全次数 k の単項式の単純和の (−1)k 倍を U

[m]
k (ξ) と記す. ここで ξ は ξ1, · · · , ξm の

全体を略記したものである.

定義 6.10 上の様に m, ξi および U
[m]
k (ξ) を定める. どの行も両方向数列

(6.11) · · · , 0, 0, 1, U
[m]
1 (ξ), U

[m]
2 (ξ), · · ·

の連続した (m+ 1) 項である様な行列 M について, それが

(6.12) 0, · · · , 0, 0, 1

なる行を含まないとき, M を ξ1, · · · , ξm に関する単純な行を持たない基本行列（funda-

mental matrix without a simple row）であるといふ.

補題 6.13 正整数 m について, ξ1, · · · , ξm と U
[m]
k (ξ) は上の通りであるとする. いま M

は ξ1, · · · , ξm に関する単純な行を持たない基本行列であるとする. さらに εj(ξ) で ξ1, · · · ,
ξm の j 次基本対称式を表す. このとき

(6.14) M




εm(ξ)

εm−1(ξ)
...

ε1(ξ)

1




=




0

0
...

0

0




となる.

証明 [Ma], p.21, (2.6′) を参照. �
次の事実はこの本では使はれないが, Riemann singularity theorem に深く関係するもの

であるからここに述べておく.

補題 6.15 S(u) は変数 u
(1)
g , · · · , u(g−1)

g , u
(g)
g についての多項式として u

(g)
g = 0 のとき恒等

的に消える:

(6.16) S(u(1) + · · ·+ u(g−1)) = 0.
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証明 これは 6.13 で m = g − 1 とし M として, (6.9) の右辺の中の行列を取れば良い. �

注意 6.17 いくつかの例を挙げておく.

(1) g = 1 のとき S(u) = u.

(2) g = 2 のとき S(u1, u2) = u1 − 1
3
u2

3.

(3) g = 3 のとき S(u1, u2, u3) = u2
2 − u1u3.

(4) g = 4 のとき

(6.18)
S(u1, u2, u3, u4) = 1

4725
u4

10 − 1
105
u3u4

7 + 1
15
u2u4

5

− 1
3
u1u4

3 + u2u3u4
2 − u1

3u4 + (u1u3 − u2
2).

定理 6.19 σ(u) の uj 達に関する羃級数展開は

(6.20) Q[µ2, µ4, · · · , µ4g+2][[u1, u2, · · · , ug]]

に属し, 1 の 8 乗根 ε が存在して

(6.21) σ(u) = ε S(u) + “higher terms of µjs”

となつてゐる.

以下では (4.9) の根号を ε = 1 となる様に取るものとする.

証明 中屋敷氏の報告 [N] を参照いただきたい. �

7 ℘ 函数に関する代数的加法公式

7.1 一般論

この章では 次の方針で ℘k···`(u+ v) を ℘ij(u), ℘ij(v), ℘hij(u) および ℘hij(v) 等の有理函

数として表すことを目標とする. まづ, これまでのことから

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2

は ℘ij(u) と ℘ij(v) 達の Q 係数の多項式で書かれるはづである. それができれば, 両辺に

∂

∂ui

( ∂

∂uj
+

∂

∂vj

)
log

を作用させることで所望の式を得ることができる.
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7.2 基底

命題 7.1 (3.5) の超楕円曲線において g = 2 のとき

Γ(J,O(2Θ)) = C1⊕ C℘11 ⊕ C℘12 ⊕ C℘22

証明 次元の公式 ([Mu3], 小林氏の報告 [Ko]) より

(7.2) dim Γ(J,O(2Θ)) = 22 = 4.

一方 4.12 から ℘ij ∈ Γ(J,O(2Θ)) である. ところが, 6.19 と 6.17(2) から容易に ℘11, ℘12,

℘22 が 1 次独立であることがわかるので, 主張が示された. �

これにより,

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
= a[℘11(u)− ℘11(v)] + b[℘12(u)℘22(v)− ℘12(v)℘22(u)]

であるが, 6.17(2) から

σ(u) = u1 − 1
3
u2

3 + · · ·
なので, これを代入することで, 容易に a, b を求めることができる. 結果は a = b = 1 で

あり,

定理 7.3 (3.5) の超楕円曲線において g = 2 のとき

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
= ℘11(u)− ℘11(v) + ℘12(u)℘22(v)− ℘12(v)℘22(u)

7.3 ℘ 函数に関する代数的加法公式

命題 7.4
σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
は g(g + 1) 個の函数 ℘ij(u), ℘ij(v) の Q 上の多項式として表

される. たとえば

(1) g = 1 のときは
σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
= ℘11(u)− ℘11(v),

(2) g = 2 のときは

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2
= ℘11(u)− ℘11(v) + ℘12(u)℘22(v)− ℘12(v)℘22(u),

(3) g = 3 のときは

(7.5)

σ(u+ v)σ(u− v)

σ(u)2σ(v)2

= (℘31(u)− ℘31(v))2 − (℘33(u)− ℘33(v)) (℘11(u)− ℘11(v))

+ (℘21(u)− ℘21(v)) (℘23(u)− ℘23(v))

− (℘22(u)− ℘22(v)) (℘31(u)− ℘31(v)) .
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証明 (1) については [Ta], p.141 を, その他については [Ba2] を参照されたい. �

系 7.6 各 ℘ij···r(u+ v) は ℘ij(u), ℘ij(v), ℘hij(u) および ℘hij(v) 達の

Q(λ0, · · · , λ2g+1) 上の有理式として表される.

証明 7.4 の式を u と v のそれぞれに関して対数微分したあと, その両者を辺々加えると

2(log σ(u+v)−2 logσ(u)−2 logσ(v))の℘ij(u), ℘ij(v), ℘hij(u). および ℘hij(v)達による式

が得られる. それに
∂2

∂ui∂uj
を施せば℘ij(u+ v) が℘ij(u), ℘ij(v), ℘hij(u), ℘hij(v), ℘ijk`(u),

℘ijk`(v), ℘ijk`m(u) および ℘ijk`m(v) 達の有理式として表される. あとは後述の 8.34 の等式

達を用いて結論を得る. �
g = 2 の時の詳しい議論が [Gr] にある.

8 Set of Defining Equations of the Jacobian Variety

8.1 Matrix whose entries are ℘-functions

Fundamental formula to a matrix

いま u は C 上の g 個の点 (x1, y1), · · · , (xg, yg) と

(8.1) u =
( ∫ (x1,y1)

∞
+

∫ (x2,y2)

∞
+ · · ·+

∫ (xg ,yg)

∞

)
ω

なる関係があるとせよ. このとき fundamental relation

(8.2)

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij

(
u−

∫ (x,y)

∞

)
xr

i−1xj−1 =
F (xr, x)− 2yry

(xr − x)2

が成り立つ. これから Jacobi 多様体の自然な方程式系を導くのが本節の目標である. まづ

(8.2) から, いくつかの必要な式を導いておく. (8.2) の分母を払つて,

(8.3) (xr − x)2

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij

(
u−

∫ (x,y)

∞

)
xr

i−1xj−1 −
(
F (xr, x)− 2yry

)
= 0

を得る. ここで x = 1/t2, y = 1/t2g+1 + · · · として, (8.3) の左辺を t で展開すれば, その t

に関する各係数が消える. 特に最低次とその次の項が消えることから, 各 r について

(8.4)
2yr = ℘gggxr

g−1 + ℘gg,g−1xr
g−2 + · · ·+ ℘gg2xr + ℘gg1,

xgr = ℘ggxr
g−1 + ℘g,g−1xr

g−2 + · · ·+ ℘g2xr + ℘g1

が成り立つ.

(8.5)

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij(u)xr
i−1xs

j−1 =
F (xr, xs)− 2yrys

(xr − xs)2
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つぎに r 6= 1 についての (8.3) において (x1, y1)→∞ としてから, (x, y)→ (x1,−y1) とす

れば

(8.6) (xr − x1)2

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij(u)xr
i−1x1

j−1 −
(
F (xr, x1)− 2yry1

)
= 0

となる. (x1, y1) 以外についても同様な操作が可能であるから, すべての r, s について

(8.7) (xr − xs)2

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ij(u)xr
i−1xs

j−1 −
(
F (xr, xs)− 2yrys

)
= 0

が成り立つ. これを

(8.8) 2 yrys = tW (xr)HW (xs)

の形に変形する. 但し,

(8.9) W (x) = t[1, x, · · · , xg−1, xg, xg+1]

である. このときの H = [hij] の成分は

(8.10)
hij = 2℘i−1,j−1 − ℘i−2,j − ℘i,j−2 + δij(µ2g+6−4i + µ2g+6−4j)

+ (δi,j+1µ4g+8−4i + δi+1,jµ4g+8−4j)

となる. 例へば g = 4, つまり

(8.11) y2 = x9 + µ2x
8 + µ4x

7 + · · ·+ µ18

のときは

(8.12) H =

2
666664

2µ18 µ16 −℘11 −℘12 −℘13 −℘14

µ16 2℘11 + 2µ14 ℘12 + µ12 2℘13 − ℘22 2℘14 − ℘23 −℘24

−℘11 ℘12 + µ12 2℘22 − 2℘13 + 2µ10 ℘23 − ℘14 + µ8 2℘24 − ℘33 −℘34

−℘12 2℘13 − ℘22 ℘23 − ℘14 + µ8 2℘33 − 2℘24 + 2µ6 2℘34 − ℘34 + µ4 −℘44

−℘13 2℘14 − ℘23 2℘24 − ℘33 2℘34 − ℘34 + µ4 2℘44 + 2µ2 1
−℘14 −℘24 −℘34 −℘44 1 0

3
777775
.

このとき, もちろん

(8.13) −2f(xr) = tW (xr)HW (xr).

いま

(8.14) U(x) = t[1, x, · · · , xg−1, xg]

とおき, (8.8) を

(8.15) xr
g = ℘ggxr

g−1 + ℘g2xr
g−2 + · · ·+ ℘g,g−1xr + ℘gg
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を利用して tU(xr)KU(xs) の形に変形すれば, この K は

(8.16) K =
[
detH

»
i g + 1 g + 2
j g + 1 g + 2

–]
15i5g,15j5g

となる. 実際,

(8.17)

W ′(x) =




1

x
...

xg−1

xg



, U(x) =




1

x
...

xg−1


 , H =

[
H11 H12

tH12 0

]
, H11 =

[
H ′11 H ′12
tH ′12 hg+1,g+1

]
,

とするとき

tW (xr)HW (xr)

= [tW ′(xr) xr
g+1]

[
H11 H12

tH12 0

][
tW ′(xs)

xs
g+1

]

= [tW ′(xr)H11 + xr
g+1tH12 0]

[
tW ′(xs)

xs
g+1

]
, ((8.16))

= tW ′(xr)H11W
′(xs) + xr

g+1tH12
tW ′(xs)

= tW ′(xr)H11W
′(xs) + xr

g+1 · 0
= tU(xr)H

′
11U(xs) + xr

g tH ′12U(xs) + tU(xr)H
′
12xs

g + xr
ghg+1,g+1xs

g

= tU(xr)H
′
11U(xs)

+ tU(xr)



℘1g

...

℘gg


 tH ′12U(xs)

+ tU(xr)H
′
12[℘1g · · · ℘gg]U(xs)

+ tU(xr)



℘1g

...

℘gg


 hg+1,g+1[℘1g · · · ℘gg]U(xs)

= tU(xr)
[

det H
»
i g + 1 g + 2
j g + 1 g + 2

–]
U(xs).

(ここの計算は全く形式的なもの). また,

2 yr = ℘gggxr
g−1 + ℘gg,g−1xr

g−2 + · · ·+ ℘gg2xr + ℘gg1
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なので,

4 yrys =

g∑

i=1

g∑

j=1

℘ggi℘ggj xr
i−1xs

j−1

= tU(xr)




℘gg1℘gg1 ℘gg1℘gg2 · · · ℘gg1℘ggg
℘gg2℘gg1 ℘gg2℘gg2 · · · ℘gg2℘ggg

...
...

. . .
...

℘ggg℘gg1 ℘ggg℘gg2 · · · ℘ggg℘ggg


U(xs)

である. ここで [tU(x1) tU(x2) · · · tU(xg)] は generic には正則行列なので,

(8.18) 1
2
℘ggi℘ggj + detH

»
i g + 1 g + 2
j g + 1 g + 2

–
= 0 (i, j = 1, · · · , g)

である. これが Jacobi多様体を定義する十分な量の方程式を含んでゐることを示さう. いま

(8.19) {P11, · · · , Pgg}, {Pgg1, · · · , Pggg}

をその 1 つの解とせよ. （どれがどの変数に対応してゐるかは言ふまでもないと思ふが）.

このとき

(8.20)
y = Pgggx

g−1 + Pgg,g−1x
g−2 + · · ·+ Pgg2x+ Pgg1,

xg = Pggx
g−1 + Pg,g−1x

g−2 + · · ·+ Pg2x+ Pg1

が与へる g 個の根を

(8.21) (x1, y1), · · · , (xg, yg)

とし, これから

(8.22) u =

(∫ (x1,y1)

∞
+

∫ (x2,y2)

∞
+ · · ·+

∫ (xg ,yg)

∞

)
ω

を定めると, 先の等式 yr = ℘gg1xr
g−1 + · · · , xg = ℘g1xr

g−1 + · · · により,

(8.23) Pg1 = ℘g1(u), · · · , Pgg = ℘gg(u), Pgg1 = ℘gg1(u), · · · , Pggg = ℘ggg(u)

となる. 後は方程式を i, j の大きい方から順に辿つて, 順に, その他の組 (i, j) について

Pij = ℘ij(u) が了解される. 実際, 例へば g = 4 なら, まづ

(8.24)
1

2
℘444

2 = −

∣∣∣∣∣∣∣

2℘33 − 2℘24 + 2µ6 ℘34 + µ4 −℘44

℘34 + µ4 2℘44 + 2µ2 1

−℘44 1 0

∣∣∣∣∣∣∣

と

(8.25)
1

2
P444

2 = −

∣∣∣∣∣∣∣

2P33 − 2P24 + 2µ6 P34 + µ4 −P44

P34 + µ4 2P44 + 2µ2 1

−P44 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
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より P33 = ℘33(u) でなければならない. さらに

(8.26)
1

2
℘443℘444 = −

∣∣∣∣∣∣∣

℘23 − ℘14 + 2µ8 2℘24 − ℘33 −℘34

℘34 + µ4 2℘44 + 2µ2 1

−℘44 1 0

∣∣∣∣∣∣∣

と

(8.27)
1

2
P443P444 = −

∣∣∣∣∣∣∣

P23 − P14 + 2µ8 2P24 − P33 −P34

P34 + µ4 2P44 + 2µ2 1

−P44 1 0

∣∣∣∣∣∣∣

により, P23 = ℘23(u)でなければならない. 以下順に進めると Pgg,i+1Pgg,j+1についての方程

式から Pij = ℘ij(u) が得られて, 結局, すべての i, j について Pij = ℘ij(u), Pggj = ℘ggj(u)

となるで, 上の解 {Pij, Pggj} は Jacobi 多様体の上の座標を与へる.

従つてこれらの解は, 確かに Jacobi 多様体の 1 つの点の座標を与へる. 以上から上の方

程式系は Jacobi 多様体の定義方程式系である. ちなみに Jacobi 多様体の次元 g は変数

(8.28) {℘11, ℘12, · · · , ℘gg}, {℘gg1, · · · , ℘ggg}

の個数 1
2
g(g + 1) + g から, 方程式の個数 1

2
g(g + 1) を差し引いたものと一致してゐて, 辻

褄が合つてゐる.

以上を定理としてまとめておく.

定理 8.29 超楕円曲線 C の Jacobi 多様体の 1 つの model の定義方程式は

(8.30) 1
2
℘ggi℘ggj + detH

»
i g + 1 g + 2
j g + 1 g + 2

–
= 0 (i, j = 1, · · · , g)

で与へられる. これは特異点を含み得る.

注意 8.31 これは特異点を含み得るが, それはこの方程式系を偏微分して得られる方程式

により（座標を ℘ijk` などで増やせば）解消されていく.

8.2 ℘ 函数のみたすその他の微分方程式

Weierstraßの ℘ 函数は ℘′(u)2 = 4℘(u)3 − g2℘(u)− g3 なる微分方程式を満たす. 超楕円

函数の場合も ℘ij(u) はいくつかの微分方程式を満たす. 本章では [Ba3] に従つてこのこと

について説明する.

8.2.1 種数 3 以下の場合

任意の j, k, · · · , r ∈ {1, · · · , g} に対して

(8.32) ℘jk···r(u) =
∂

∂uj
℘k···r(u)
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と定めると ℘jk···r(u) はすべて Λ を周期とする周期函数つまり Jacobi 多様体 J = Cg/Λ

上の有理型函数になっている. 種数 g = 1 のときは ℘11(u) は (定数の差を除いて)いわゆ

る Weierstraßの ℘ 函数である.

σ 函数は Θ + Λ を 1 位の零の因子としているので, 定義 5.37 にも述べたように,

(8.33) ℘ij(u) ∈ Γ(J,O(2Θ)), ℘ijk(u) ∈ Γ(J,O(3Θ))

となることがわかる. ここで Γ(J,O(nΘ)) は Θ に n位の極をもち, 他の点では正則である

ような J 上の函数全体のなす空間をあらわす.

命題 8.34 X はいままで通り, (3.5) の方程式 y2 = µ0 + µ1x + · · ·+ µ2g+1x
2g+1 で定義さ

れているものとする. 簡単のために ℘ijk` = ℘ijk`(u), ℘ij = ℘ij(u) とかくと以下の方程式が

g = 1, 2 または 3 のとき成り立つ:

(1) ℘3333 − 6℘2
33 = 2µ5µ7 + 4µ6℘33 + 4µ7℘32,

(2) ℘3332 − 6℘33℘32 = 4µ6℘32 + 2µ7(3℘31 − ℘22),

(3) ℘3331 − 6℘31℘33 = 4µ6℘31 − 2µ7℘21,

(4) ℘3322 − 4℘2
32 − 2℘33℘22 = 2µ5℘32 + 4µ6℘31 − 2µ7℘21,

(5) ℘3321 − 2℘33℘21 − 4℘32℘31 = 2µ5℘31,

(6) ℘3311 − 4℘2
31 − 2℘33℘11 = 2∆,

(7) ℘3222 − 6℘32℘22 = −4µ2µ7 − 2µ3℘33 + 4µ4℘32 + 4µ5℘31 − 6µ7℘11,

(8) ℘3221 − 4℘32℘21 − 2℘31℘22 = −2µ1µ7 + 4µ4℘31 − 2∆,

(9) ℘3211 − 4℘31℘21 − 2℘32℘11 = −4µ0µ7 + 2µ3℘31,

(10) ℘3111 − 6℘31℘11 = 4µ0℘33 − 2µ1℘32 + 4µ2℘31,

(11) ℘2222 − 6℘2
22 = −8µ2µ6 + 2µ3µ5 − 6µ1µ7

− 12µ2℘33 + 4µ3℘32 + 4µ4℘22 + 4µ5℘21 − 12µ6℘11 + 12∆,

(12) ℘2221 − 6℘22℘21 = −4µ1µ6 − 8µ0µ7 − 6µ1℘33 + 4µ3℘31 + 4µ4℘21

− 2µ5℘11,

(13) ℘2211 − 4℘2
21 − 2℘22℘11 = −8µ0µ6 − 8µ0℘33 − 2µ1℘32 + 4µ2℘31

+ 2µ3℘21,

(14) ℘2111 − 6℘21℘11 = −2µ0µ5 − 8µ0℘32 + 2µ1(3℘31 − ℘22) + 4µ2℘21,

(15) ℘1111 − 6℘2
11 = −4µ0µ4 + 2µ1µ3 + 4µ0(4℘31 − 3℘22)

+ 4µ1℘21 + 4µ2℘11.

ここに

(8.35) ∆ = ℘32℘21 − ℘31℘22 + ℘2
31 − ℘33℘11.

ただし, g = 1 または 2 のときは j > g なる添字を含むような ℘ 函数や i > 2g + 1 なる添

字を含む µi はすべて 0 とする.



超楕円函数論 175

とくに g = 1 のときは方程式 (15) のみ意味があるが, それは ℘′(u)2 = 4f(℘(u)) から導

かれる.

証明 [Ba3] を参照されたい. そこでは, 一般の種数に対して一般的な見地から議論がなさ

れている. �
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シグマ関数の代数的表示

中屋敷 厚∗

1 はじめに

Weierstrassの楕円関数論の大きな特徴は, 楕円曲線の定義方程式に直接結びついた代数

的性格にある. Eisenstein級数の間の関係式の導出などはその帰結の一つである. 楕円関数

℘(u), 加法的関数 ζ(u)はシグマ関数の対数微分として記述されるという意味で, シグマ関

数が最も基本的である. シグマ関数の代数的性質は, その原点におけるべき級数展開の係

数が, 楕円曲線の定義方程式

y2 = 4x3 − g2x− g3(1)

の係数 g2, g3の同次多項式 (deg gi = 2i) となるという事実の中に基本的には表現しつくさ

れていると思われる. 現今の関数論では, ℘(u) の満たす非線形微分方程式を導いてそれか

らシグマ関数のべき級数展開を決定するが, これを多変数で一般に実行しようとすると困

難が多い. Weierstrass自身は楕円関数論をシグマ関数を定義することから始めそれを用い

て ℘(u), ζ(u) を定義した. さらにシグマ関数の満たす線形の微分方程式を導出し, べき級

数展開を決定している.

さてKleinはシグマ関数を代数的積分を用いて表示する公式を見出した. その直接の帰

結としてシグマ関数のべき級数展開の係数は g2, g3の同次多項式になることが分かる. さ

らにKleinはその公式を拡張することにより種数 2以上の超楕円曲線に対してシグマ関数

の拡張を定義した. それは g変数の擬周期的正則関数であるが, その定義の仕方から原点に

おけるべき級数展開の係数は, 超楕円曲線の定義方程式の係数の適当な同次多項式になる

ことが分かる. Kleinの公式はシグマ関数の代数的性格を見事に表現したものと言える.

本稿ではまずWeierstrassのシグマ関数に対するKleinの公式について説明し, その後よ

り一般の平面代数曲線のシグマ関数に対する同様の公式について簡単に説明する. 本稿の

詳細については [7]を, シグマ関数についての基本的な事柄や本稿で触れていない重要な性

質については本報告集中の大西さんによる原稿をご参照ください.

2 Weierstrassのシグマ関数

拡張された場合の記述に都合のよいように, Weierstrassのシグマ関数を 3次曲線 (1) か

ら出発して定義する. Weierstrassの楕円関数論についての参考文献として [9, 10]をあげて
∗九州大学大学院数理学研究院 e-mail: 6vertex@math.kyushu-u.ac.jp
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おく. 3次曲線 (1) の判別式∆ = g3
2 − 27g2

3 6= 0とし, それから定義されるコンパクトリー

マン面をXとする.

有理型微分

du =
dx

y
dr =

xdx

y

はそれぞれX 上の第一種, 第二種微分を定義する. X 上に標準ホモロジー基底 {α, β}を
とり,

2ω1 =

∫

α

du, 2ω2 =

∫

β

du, −2η1 =

∫

α

dr, −2η2 =

∫

β

dr,

により 4つの周期を定義する (大西さんの原稿では, 左辺の 2はなく, ηiの符号は逆である).

du, drは 1次元コホモロジーH1(X,C)の交叉型式 ◦:

du ◦ dr :=
∑

Res

(∫ p

du

)
dr

について

du ◦ dr = 1

を満たすので, リーマンの周期関係式から

ω2η1 − ω1η2 =
πi

2

が成り立つ. これはルジャンドルの関係式とよばれているものである. またリーマンの不

等式から ω1 6= 0であること, Im τ > 0, τ = ω−1
1 ω2であることがわかる.　従って特に ω1,

ω2はR上 1次独立であることが分かる. この ω1, ω2, η1, η2を用いて, シグマ関数を次のよ

うに定義する.

定義 次の条件を満たす関数 σ(u)をシグマ関数という.

(i) C上正則である.

(ii) 次の擬周期性を満たす:

σ(u+ `)

σ(u)
= χ(`) exp L(u+

1

2
`, `).

ただし

` = 2ω1`
′ + 2ω2`

′′, `′, `′′ ∈ Z,
L(u, v) = (2η1v

′ + 2η2v
′′)u, v = 2ω1v

′ + 2ω2v
′′, v′, v′′ ∈ R.

χ(`) = (−1)`
′+`′′+`′`′′.
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(iii) 原点におけるべき級数展開は次の形をしている:

σ(u) = u+O(u2).

条件 (i), (ii)を満たす関数は, ヤコビ-リーマンのテータ関数

θ

[
a

b

]
(z, τ) =

∑

n∈Z
exp

(
πiτ(n + a)2 + 2πi(n+ a)(n + b)

)
, a, b ∈ R, Im τ > 0,

を用いて

exp

(
η1

2ω1
u2

)
θ

[
1/2

1/2

]
(
u

2ω1
, τ), τ =

ω2

ω1
(2)

のように具体的に作ることが出来る. これは奇関数で原点に 1位の零点を持つこともテータ

関数の性質からわかるので, 定数倍して条件 (iii)を満たすようにすればシグマ関数になる.

また θ(z) = θ

[
0

0

]
(z)と同じ擬周期性を満たす正則関数は θ(z)の定数倍に限ることから,

条件 (i)-(iii)を満たす関数は唯一つであることも分かる.Weierstrassのシグマ関数は (i)-(iii)

を満たすので, 上で定義したシグマ関数はWeierstrassのシグマ関数に一致する. 従って

℘(u) = − d2

du2
log σ(u)(3)

と定めると, (x, y) = (℘(u), ℘′(u))はX上の点となる. 今

pi = (xi, yi) = (℘(ui), ℘
′(ui)), i = 1, 2

としてX ×X上の 2-型式

ω̂(p1, p2) = ℘(u2 − u1)du1du2(4)

を考えると, ℘(u)の加法定理により, ω̂は

ω̂(p1, p2) =
2y1y2 + 4x1x2(x1 + x2)− g2(x1 + x2)− 2g3

4y1y2(x1 − x2)2
dx1dx2

と代数関数 xi, yiを用いて表示できることが分かる.

Weierstrassのシグマ関数に対するKleinの公式 [4]とは次のようなものである:

σ (u2 − u1) =
x1 − x2√
y1y2

exp

(
1

2

∫ p̄2

p̄1

∫ p2

p1

ω̂

)
.(5)



180

ただし p̄i = (xi,−yi) = (℘(−ui), ℘′(−ui)). 右辺の積分路の不定性による多価性をきちん
と記述するには普遍被覆上で定式化する必要があるがその辺を詳しく知りたい方は論文 [7]

を参照してください. 以下で述べる一般の場合の公式についても同様である.

この公式は, 解析的表示を用いて次のように簡単にチェックすることが出来る. ω̂の解析

的表示 (4)と (3)を用いて積分を計算すると

exp

(∫ p̄1

p̄1

∫ p2

p1

ω̂

)
=

σ(2u1)σ(2u2)

σ(u1 + u2)2

=
σ(2u1)σ(2u2)

σ(u1 + u2)2σ(u1 − u2)2
σ(u1 − u2)2.

最後の式の σ(u1− u2)2以外の部分は各 ujについて 2ωi周期的 (i = 1, 2)であることが分

かるので xk, ylの有理関数として記述できるはずである. 実際シグマ関数の加法定理

σ(v1 − v2)σ(v1 + v2)

σ(v1)2σ(v2)2
= ℘(v2)− ℘(v1)(6)

で, v1 = u1 + u2, v2 = u1 − u2とすると

σ(2u1)σ(2u2)

σ(u1 + u2)2σ(u1 − u2)2
= ℘(u1 − u2)− ℘(u1 + u2).

(6) の両辺の
∂2

∂v1∂v2
log · をとると

℘(v1 − v2)− ℘(v1 + v2) =
℘′(v1)℘′(v2)

(℘(v1)− ℘(v2))2 .

従って

σ(2u1)σ(2u2)

σ(u1 + u2)2σ(u1 − u2)2
=

y1y2

(x1 − x2)2

となる. これを先の式に代入して σ(u1 − u2)について解くと (5)が得られる. ただし平

方根をとるとき符号は次のように決めた. g2, g3 ∈ R, u2 > u1 > 0とし u2は十分 0に近

いとする. このとき xi, yiはともに実数で 0 < x2 < x1, y1, y2 < 0, ω̂の積分の expは正,

σ(u2 − u1) > 0となる. 変数がこのような条件を満たすとき両辺の符号が一致するように

した. ただしそのような範囲で
√
y1y2は正数の平方根を意味するものとする.

Kleinの公式を用いると次のようにしてシグマ関数のべき級数展開を調べることが出来

る. ∞における局所座標 tを

x =
1

t2
, y = − 2

t2
(1− g2t

4 − g3t
6)1/2
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を満たすようにとる. この tを用いて変数 uを表すと

u =

∫ p

∞

dx

y
= t +

g2

40
t5 +

g3

56
t7 +

g2
2

384
t9 +

3g2g3

704
t11 + · · · .

これを逆に解いて

t = u− g2

40
u5 − g3

56
u7 + · · · .

ω̂の展開は

ω̂(p1, p2) =

(
1

(t1 − t2)2
+
g2

8
(t21 + t22) +

g3

8
(t41 + t42 + 3t21t

2
2) + · · ·

)
dt1dt2,

となりそれを用いて計算すると

exp

(
1

2

∫ p̄2

p̄1

∫ p2

p1

ω̂

)

=
2
√
t1t2

t1 + t2

(
1− g2

24
(t41 + t42 − t31t2 − t1t32)− g3

240
(11t61 + 11t62 − 6t1t

5
2 − 6t51t2 − 10t31t

3
2) + · · ·

)
.

また

x1 − x2√
y1y2

=
t22 − t21
2
√
t1t2

(
1 +

g2

16
(t41 + t42) +

g3

16
(t61 + t62) + · · ·

)

である. これらを用いて計算すると

σ(u2 − u1)

= (t2 − t1)
(

1 +
g2

48
(t41 + t42 − 2t31t2 − 2t1t

3
2) +

g3

120
(2t61 + 2t62 + 3t1t

5
2 + 3t51t2 + 5t31t

3
2) + · · ·

)

となる. 最後の式で t1 = 0, t = t2, u = u2とすると

σ(u) = t+
g2

48
t5 +

g3

60
t7 + · · ·

= u− g2

240
u5 − g3

840
u7 + · · ·

となる. 展開係数がQ[g2, g3]の元であること, deg u = −1, deg gi = 2i により σ(u|g2, g3)は

−1次同次式であることなどもこのような計算で分かる.

さて, 種数 gのリーマン面に対するシグマ関数の表示を作ろうと思うと σ(
∑g

i=1 ui)のよ

うなものを記述することになる. Weierstrassのシグマ関数に対してはそのような関数を 2
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変数の関数 σ(u− v)を用いて記述する公式がある. Frobenius-Stickelbergerの公式という

のがそれで, 少し書き換えると次のようになる:

σ

(
N∑

i=1

(ui − vi)
)

=

∏N
i,j=1 σ(ui − vj)∏

i<j σ(ui − uj)σ(vj − vi)
∏N

i,j=1 (℘(vj)− ℘(ui))
DN

DN = det
(
℘(i−1)(uj)

)
1≤i,j≤2N

,(7)

ただしDN において uN+j = −vj, 1 ≤ j ≤ N とおいた. Kleinはシグマ関数の高種数へ

の拡張を, (5), (7) を手掛かりに同様の公式を作ることで与えたのである.

3 (n, s)-曲線のシグマ関数

n, sを互いに素な自然数で s > n ≥ 2をみたすものとする. このとき

f(x, y) = yn − xs −
∑

ni+sj<ns

λijx
iyj

の形の多項式を考える. f(x, y) = 0で定義される代数曲線は非特異であると仮定し, 対応す

るコンパクトリーマン面をXとする. Xを (n, s)曲線とよぶ. 種数は g = 1/2(n− 1)(s− 1)

である.

さてシグマ関数を変換性を用いて楕円曲線の場合のように定義しようとするとき必要に

なるデータは周期である. その周期は勝手ではなく, 変換性が矛盾なく定義出来るような

ものでなくてはならない. Weierstrassのシグマ関数の場合, 4つの周期はルジャンドルの関

係式をみたしていた. そのような関係式が必要である. 以下で与えるデータの満たす条件

は, そのような要請から出てくるものである.

シグマ関数を定義するために以下のようなデータを用意する.

(i) 標準ホモロジー基底 {αi, βj}. i.e. 交点数が次を満たす:

αi · βj = δij, αi · αj = βi · βj = 0.

(ii) 標準コホモロジー基底 {dui, drj}.　ただし {dui}は第一種微分の基底, drjは第二種微

分. 条件はコホモロジーH1(X,C)の交叉型式 ◦について

dui ◦ drj = δij, dui ◦ duj = dri · drj = 0.

このデータを用いて 4つの周期行列を

2ω1 =

(∫

αj

dui

)
, 2ω2 =

(∫

βj

dui

)
, −2η1 =

(∫

αj

dri

)
, −2η2 =

(∫

βj

dri

)
,
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で定義する. {dui, drj}の交叉条件からリーマンの関係式は次の形になる:

MJ tM = −πi
2
J, M =

(
ω1 ω2

η1 η2

)
, J =

(
0 I

−I 0

)
.

これは

tMJM = −πi
2
J(8)

と同値である. 実際変換性を示すときに使うのはこちらの形である. またリーマンの不等

式から

det ω1 6= 0, Imτ > 0, τ = ω−1
1 ω2,(9)

が成り立つ. ただし> 0は正定値であることを意味する.

次の duiは第一種微分の基底となる:

dui = −x
ai−1yn−1−bidx

fy
,(10)

ここで {(ai, bi)} は

1 ≤ b ≤ n− 1, 1 ≤ a ≤ [
sb− 1

n
],

を満たす非負整数の組 (a, b)を−na1 + sb1 < · · · < −nag + sbgを満たすように並べたもの

である. 以下この duiをデータ (ii)の duiとする.

Xはアフィン代数曲線 f(x, y) = 0に 1点を付け加えて出来るが, その 1点を∞であらわ
す. ∞における gap sequenceをw1 < · · · < wgとする.

例

(n, s) = (2, 2g + 1): (w1, ..., wg) = (1, 3, ..., 2g − 1),

(n, s) = (3, 4), g = 3: (w1, w2, w3) = (1, 2, 5),

(n, s) = (4, 5), g = 6: (w1, ...w6) = (1, 2, 3, 6, 7, 11),

変数 uiの次数を

deg ui = −wi

で定義する. 基点を∞としたときのリーマン定数の指標を

δ =

[
δ′

δ′′

]
∈ 1

2
Z2g

とする. duiを上のように指定したとき, (i), (ii)のデータに対しシグマ関数を次のように定

義する [2].
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定義 次の条件を満たす関数 σ(u)をシグマ関数という.

(i) Cg上正則である.

(ii) 次の擬周期性を満たす:

σ(u+ `)

σ(u)
= χ(`) exp L(u+

1

2
`, `).

ただし

` = 2ω1`
′ + 2ω2`

′′, `′, `′′ ∈ Zg,
L(u, v) = (2η1v

′ + 2η2v
′′)u, v = 2ω1v

′ + 2ω2v
′′, v′, v′′ ∈ Rg.

χ(`) = (−1)2(tδ′`′+tδ′′`′′)+t`′`′′ .

(iii) 原点におけるべき級数展開は次の形をしている:

σ(u) = Sλ(n,s)(T )|Twi=ui + · · · .

ただし Sλ(n,s)(T )はシューア関数とよばれる {Ti}の多項式で, Sλ(n,s)(T )|Twi=uiは {ui}の同
次多項式となる. · · · 部分は degSλ(n,s)(T )|Twi=uiより次数の小さい同次多項式の（無限）和
である.

楕円曲線の場合と同様に条件 (i), (ii)を満たす関数はリーマンのテータ関数を用いて簡

単に作ることが出来るがそれについては大西さんの原稿を見てください. 条件 (iii)は自明

ではなく, Kleinの公式の拡張を作ることでシグマ関数の存在が証明される.

先に進む前にここでシューア関数 Sλ(n,s)(u)についてごく簡単に説明する. 詳しくは [6,

7, 8, 3]などをご覧ください.

T1, T2,... の多項式 pn(T )を

exp(

∞∑

n=1

Tnk
n) =

∞∑

n=0

pn(T )kn,

で定める.

p0 = 1, p1 = T1, p2 = T2 + T 2
1 /2, p3 = T3 + T1T2 + T 3

1 /6

等である. 整数の組 (λ1, ..., λl)が λ1 ≥ · · · ≥ λl ≥ 0をみたすとき分割という. 分割 λとそ

の後に 0を任意個付け加えた分割 (λ1, ..., λl, 0, ..., 0)を同一視し, λk = 0, k ≥ l + 1と置く.

分割 λ = (λ1, ..., λl)に対して T1, T2,...の多項式 Sλ(T )と t1, t2,...の対称多項式 sλ(t)を

Sλ(T ) = det (pλi−i+j(T ))1≤i,j≤l ,(11)

sλ(t1, ..., tn) =
det(tλi+l−ij )1≤i,j≤l∏

1≤i<j≤l(ti − tj)
, n ≥ l(12)
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により定める. どちらもシューア関数という. 2つのシューア関数は次の関係で結ばれて

いる:

Sλ(T ) = sλ(t1, ..., tn), Ti =
Pn
j=1 t

i
j

i
.(13)

例 S(1)(T ) = T1, S(2,1)(T ) =
T 3

1

3
− T3, S(3,2,1)(T ) =

1

45
T 6

1 −
1

3
T 3

1 T3 − T 2
3 + T1T5,

s(g,g−1,...,1)(t1, ..., tg) =

g∏

i=1

ti
∏

1≤i<j≤g
(ti + tj),

s(g,g−1,...,1)(t1, ..., tg+1) =
∏

1≤i<j≤g+1

(ti + tj).

これらの例からも見て取れるように, 一般に

degTi = −i, deg ti = −1

と定めると, Sλ(T ), sλ(t)はそれぞれの変数に関して−|λ|次の同次多項式になる. ただし

λ = (λ1, ..., λl)に対し |λ| = λ1 + · · ·+ λlとする. ここで次数を負にしたのはシグマ関数と

の関係でそうしたので, シューア関数のみ論じる分には正にしてもよい（むしろそれが普

通である）.

分割 λ(n, s)を

λ(n, s) = (wg, ..., w1)− (g − 1, ..., 1, 0).

で定める. このとき次が知られている [3]:

命題

(i) Sλ(n,s)(T )は Tw1, ..., Twg にしかよらない.

(ii) degSλ(n,s)(T ) = |λ(n, s)| = − 1

24
(n2 − 1)(s2 − 1).

さて標準コホモロジー基底 {dui, drj}の drj をどうやって具体的に作るかという問題が

残っているが, それはWeierstrassの場合の ω̂に対応する 2型式を構成することにより構成

される.

pi = (xi, yi) ∈ X, i = 1, 2とし

Ω(p1, p2) =

∑n−1
i=0 y

i
1[f(z,w)

wi+1 ]+|(z,w)=(x2,y2)

(x1 − x2)fy(p1)
dx1,
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とする. ここで

[
∑

n∈Z
anw

n]+ =
∑

n≥0

anw
n.

である. これを用いて次のような形の ω̂を考える.

ω̂(p1, p2) = dp2Ω(p1, p2) +

g∑

i=1

dui(p1)dri(p2),(14)

ただし driは次の形をしているとする:

dri =
∑

ci;jk
xjyk

fy
dx.

このとき, ω̂(p1, p2) = ω̂(p2, p1) が成り立てば, drj は∞のみに極を持つ第二種微分で,

{dui, drj}は標準コホモロジー基底となる. このような ω̂はX × X 上の有理型 2型式で

次の性質をみたすものである.

(i) 対角線 {(p, p)|p ∈ X}にのみ 2位の極をもつ.

(ii) p ∈ Xのまわりの局所座標を tとするとき, (p, p)のまわりでの展開が次の形になる:

dt1dt2/(t1 − t2)2 + · · ·

ただし · · · 部分は t1, t2の正べきの級数である.

このような ω̂は唯一つではないが, その不定性は完全に記述することが出来る.

λij, x, y, dxの次数を

degλij = ns− ni− sj, deg x = deg dx = n, deg y = s,

により定める.

命題 次の条件を満たす {drj}が存在する.

(i) ω̂(p1, p2) = ω̂(p2, p1).

(ii) ci;jkはすべて {λlm}の同次多項式である.

(iii) deg dri = −deg dui = wi.

この命題を満たす {dri}は一般には唯一つではないが,以下この命題の条件を満たす {dri}
を一つ固定し対応する ω̂を考える. ほかの {dri}をとった場合のことはこの場合から分か
る. また driや ω̂の具体形も, 超楕円曲線の場合や種数の小さいいくつかの場合には知られ

ている.

さてこれから ω̂を用いてシグマ関数の代数的表示を作ってゆく. いくつか記号の準備が

必要である.
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π : X −→ P1を π(x, y) = xで定義する. p = (x, y) ∈ Xに対して

π−1(x) = {p(0), p(1), ..., p(n−1)}, p(0) = p

とする. p(0)以外の番号のつけ方は以下で問題にならないので勝手につけてよい.

xiyj, i ≥ 0, 0 ≤ j ≤ n − 1を次数の小さい順に並べて f1, f2,... とする. 最初の 2つは

f1 = 1, f2 = xである.

まずWeierstrassのシグマ関数の表示 (5) と同様の表示を持つ関数を導入する:

Ẽ(p1, p2) =
x(p2)− x(p1)√
fy(p1)fy(p2)

exp

(
1

2

n−1∑

i=1

∫ p
(i)
2

p
(i)
1

∫ p2

p1

ω̂

)
,

この Ẽ(p1, p2)は piがX のサイクルを回るとき, シグマ関数と同じ変換性に従う. 公式

(7)で与えられた処方箋に従って, N ≥ gに対してつぎのような関数を考える:

MN =

∏N
i,j=1 Ẽ(pi, qj)

∏
i<j

(
Ẽ(pi, pj)Ẽ(qi, qj)

)∏N
i,j=1 (x(pi)− x(qj))

.

この関数は, シグマ関数と同じ変換性を持つ. あとはXN 上の適当な有理型関数を掛け

て正則になるように出来ればよい. 最終的に次の公式が得られる. N ≥ gに対して

σ

(
N∑

i=1

∫ qi

pi

du

)
= CN MN FN ,

ただし du = t(du1, ..., dug)で,

FN =
DN

∏
i<j (x(qi)− x(qj))

n−2∏N
k=1

∏
1≤j≤n−1

(
y(q

(i)
k )− y(q

(j)
k )
) ,

DN = det (fi(pj))1≤i,j≤nN ,

CN = (−1)
1
24

(n2−1)(s2−1)+ 1
2
nN(N−1)

(
ε(s)

ε(1)

)N

×ε
1
2
N(N−1)− 1

4
N(N−1)(n−1)(n−2)+ 1

2
Nn(n−1)− 1

2
gNn(n−3)

n ,(15)

εn = exp(2πi/n), ε(r) =
∏

1≤i<j≤n−1

(εrin − εrjn ).

である. DN の定義式の中で

pN+(n−1)(k−1)+j = q
(j)
k , 1 ≤ k ≤ N, 1 ≤ j ≤ n− 1
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と置いた.

(n, s) = (2, 2g + 1)の場合, つまり超楕円曲線の場合は, FN = DN となり上の公式は定

数倍を除いてKleinの公式 [5, 1]に一致する. この場合 (xi, yi) = (x(pi), y(pi)), (Xi, Yi) =

(x(qi), y(qi)) と書くとDN , CN は

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 1 · · · 1

x1 xN X1 XN

x2
1 x2

N X2
1 X2

N
...

...
...

...

xg1 xgN Xg
1 Xg

N

y1 yN −Y1 −YN
xg+1

1 xg+1
N Xg+1

1 Xg+1
N

x1y1 · · · xNyN −X1Y1 · · · −XNYN
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

CN = (−1)
1
2
g(g+1)+ 1

2
N(N+1)+gN

となる.

すべての qi −→∞とすることによりσ(

N∑

i=1

∫ pi

∞
du)の表示を得ることが出来る. Ẽ(p1, p2)

は p1, p2に関して反対称で, p1 =∞に g − 1位の零点を持つ. そこで∞のまわりの局所座
標 tを

x =
1

tn
, y =

1

ts
(1 +O(t))

を満たすようにとり ti = t(pi)としたとき

Ẽ(p1, p2) = Ẽ(∞, p2)tg−1
1 +O(tg1)

により Ẽ(∞, p)を定義する. Ẽ(∞, p)は Ẽ(p1, p2)のようなきれいな表示を持たないのが難

点である. しかし, ともかくこれを用いると次の公式がN ≥ gに対して成り立つ.

σ(

N∑

i=1

∫ pi

∞
du ) =

∏N
i=1 Ẽ(∞, pi)N∏
i<j Ẽ(pi, pj)

det(fi(pj))1≤i,j≤N .(16)

右辺を ti = t(pi)で展開すると

sλ(n,s)(t1, ..., tN ) + · · ·

の形になる. これを

(u1, ..., ug) :=

N∑

k=1

∫ pk

∞
du = (

∑N
j=1 t

w1
j

w1
, ...,

∑N
j=1 t

wN
j

wN
) + · · ·
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により u1, ..., ugで書き換えることにより, シグマ関数の定義の中の条件 (iii)がみたされる

ことが示される. また σ(u)の展開係数が, {λij}の同次多項式になることもこの公式を用い
て g = 1の場合と同様にして示される.
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第 15 回 整数論サマースクール 報告集, pp.191-198

Inversions of Abelian Integrals

難波 誠∗

1 Weierstrass の楕円関数論の一解釈

Weierstrass の楕円関数論を幾何学的に解釈すると, 次のようになる:

W = {
( ω1

ω2

)
∈ C2

∣∣∣ω2 6= 0, Im(ω1/ω2) > 0},

G =
{( 1 n1 n2

0 a b

0 c d

)
∈ SL(3,Z)

}

とおくと, G は C ×W に行列群として, 真性不連続, かつ固定点なしに作用1する. した

がって商空間 (C×W )/G は複素多様体になる.

V =
{(

(x, y), (g2, g3)
)
∈ P2 × C2 | y2 = 4x3 − g2x− g3, g2

3 6= 27g3
2
}

((x, y) = (1 : x : y) は P2 = P2(C) の非斉次座標) とおくと, 正則写像

℘̃ : (z, ω1, ω2) ∈ C×W 7→
(
(℘(z), ℘′(z)), (E2, E3)

)
∈ V

(℘ は Weierstrass の ℘-関数, E2, E3 は Eisenstein 級数E2 = E2(ω1, ω2), E3 = E3(ω1, ω2))

は双正則写像

(C×W )/G −−→∼= V

を導く. ℘̃ の逆写像 ℘̃−1 (多価写像) は次であたえられる:

(
(x, y), (g2, g3)

)
∈ V 7→

(∫ (x,y)

∞

dx

y
,
(∫

β

dx

y
,

∫

α

dx

y

))
∈ C×W.

ここに α, β はトーラス y2 = 4x3 − g2x− g3 の homology basis で α · β = 1 (交点数) とな

るもの.
∗追手門学院大学経済学部, 〒 567-8502茨木市西安威 2–1–15, Email : namba@res.otemon.ac.jp

1 γ =

( 1 n1 n2

0 a b

0 c d

)
は (z, (ω1, ω2)) に対して γ(z, (ω1, ω2)) = (z+n1ω1 +n2ω2, (aω1 + bω2, cω1 +dω2))

と作用する.
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注意 1.1. 楕円曲線のモジュライ理論, テータ関数論は, この理論の「射影化」と解釈で

きる.

2 周期積分

上の理論の analogy を genus が高い場合に作りたいが, いくつか困難がある. 以下に述

べるのは, 困難でない部分だけを取り上げたものである.

Hg = {A ∈ GL(g,C)|tA = A, Im(A) > 0}

(Im(A) > 0 は A の虚部が正定値を意味する) を Siegel の上半空間, (g = 2).

Ag = Hg/PSp(2g,Z) :主偏極 g 次元アーベル多様体のモジュライ空間,

dimHg = dimAg =
g(g + 1)

2
,

Mg = genus g の compact Riemannn 面 の moduli space,

dimMg = 3g − 3.

X を genus g の compact Riemann 面, J(X) をその Jacobi 多様体とする.

Torelli の定理

ι : [X] ∈Mg 7→ [J(X)] ∈ Ag
は holomorphic injection である.

注意 2.1. (1) 元の Torelli の定理は「injection である」だが holomorphic injection (dι も

injective) がわかったのは, そんな昔ではない.

(2) 像 ι(Mg) の特長付けは, Schottky の問題とよばれ, 難問だったが, 近年かなりわかって

きた.

さて, g = 2, g = 3 のときは

dimM2 = dimA2 = 3,

dimM3 = dimA3 = 6

と一致している.

ι(M2) は A2 の中の Zariski open set でA2 − ι(M2) は elliptic curves の積であるアーベ

ル曲面の locus である. ι(M3) も同様である. この辺りの詳細は, 上野-清水 [2] を参照され

たい.

さて

κ : H2 → A2 = H2/PSp(4,Z)
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を自然な射影とするとき, κ−1(ι(M2)) は H2 の Zariski open set である.

W =
{(Ω1

Ω2

)
= Ω ∈ GL(2,C)2

∣∣∣Ω1Ω2
−1 ∈ κ−1(ι(M2))

}

とおく. W は次の写像で κ−1(ι(M2))×GL(2,C) と双正則で, dimW = 7 である:

(Ω1

Ω2

)
∈ W 7→

(Ω1Ω2
−1

Ω2

)
∈ κ−1(ι(M2))×GL(2,C).

今

G =

{( 1 m n

0 A B

0 C D

)
∈ SL(5,Z)

∣∣∣∣ m = (m1, m2), n = (n1, n2),
(A B

C D

)
∈ Sp(4,Z)

}

とおく. G は C2 ×W に行列群として, 真正不連続, かつ固有点なしに作用する. したがっ

て (C2 ×W )/G は複素多様体である.

U = {a = (a0, a1, · · · , a6) ∈ C7 |
Xa : y2 = a0x

6 + a1x
5 + · · ·+ a6 が genus 2 の compact Riemann 面 }

とおく. この条件は, a0 6= 0 のときは右辺の多項式の判別式がゼロでないことであり,

a0 = 0 のときは右辺の 5 次の多項式の判別式がゼロでないことである. {α1, α2, β1, β2} を
H1(Xa,Z) の symplectic basis (αi · βj = δij) とし, 多価正則写像 (周期積分を用いた周期

写像)

Ω : a ∈ U 7→ Ω(a) ∈ W

を考える. ここに

Ω(a) =

(
Ω1(a)

Ω2(a)

)
, Ω1(a) =

(∫
β1

xdx
y

∫
β1

dx
y∫

β2

xdx
y

∫
β2

dx
y

)
, Ω2(a) =

(∫
α1

xdx
y

∫
α1

dx
y∫

α2

xdx
y

∫
α2

dx
y

)
.

定理 2.2. Ω は次の双正則写像を導く:

U →W/Sp(4,Z).

系 2.3. Λ = Ω−1 : W → U は, 上への well-defined 正則写像で, Sp(4,Z)-不変かつ双正則

写像 W/Sp(4,Z) ∼= U を導く. さらに Λ は次式を満たす:

Λ
((Ω1

Ω2

)
tA
)

=
1

(detA)2
R6(A)

(
Λ

(
Ω1

Ω2

))
.

ここに A ∈ GL(2,C) で, R6(A) は A の 6 次既約表現である.
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注意 2.4. これと類似の定理が g = 3 の場合, すなわち非特異平面 4 次曲線の場合もなり

たつと考えている.

定理の証明は, 二段に分かれていて, 次の順で行なう.

(1) 各点 a ∈ U で (dΩ)a の rank は 7 である. したがって局所的に双正則である.

(2) 大域的に injective である.

このうち (1) を示すには, ∂(
xdx
y

)/∂ aj, ∂(
dx
y

)/∂ aj が第二種アーベル微分 (すなわり留数

が各極でゼロになる有理型微分) であることを用いて, de Rham-Hodge の定理を使う. (2)

を示すには, (1) と Torelli の定理と, 次の知られていることを用いる:

Xa : y2 = a0x
6 + a1x

5 + · · ·+ a6,

Xb : y2 = b0x
6 + b1x

5 + · · ·+ b6

が双正則 ⇐⇒ ∃
(a b

c d

)
∈ GL(2,C) such that

x =
az + b

cz + d
,

y =
w

(cz + d)3
,

a0 = b0p
6 + b1p

5r + · · ·+ b6r
6,

· · ·
a6 = b0q

6 + b1q
5s+ · · ·+ b6s

6.

ここに
(p q

r s

)
=
(a b

c d

)−1

.

そしてこのとき
(xdx
y
,
dx
y

)
=
(zdx
w
,
dz
w

)(a b

c d

)
(detA)

という変換則がある.
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3 基本アーベル関数

C 上で考える. Pn = Pn(C) を対称積 SnP1 と同一視する. この同一視は, 非斉次座標を

用いて,

π : (x1, · · · , xn) ∈ (P1)n 7−→ (a0 : a1 : · · · : an) ∈ Pn,
a1

a0
= −(x1 + · · ·+ xn),

a2

a0
= (x1x2 + · · ·+ xn−1xn),

· · · · · · · · ·
an
a0

= (−1)nx1 · · ·xn

で与えられる. (x1, · · · , xn のうちの k 個が ∞ ⇐⇒ a0 = · · · = ak−1 = 0.) さて, f(x, y)

を規約多項式,

C = {f(x, y) = 0} の P1 × P1 での閉包,

µ : M = C̃ −→ C 正規化

とおく. dimC = 1 なので, 正規化 = 非特異化で, M は compact Riemann 面である. こ

の genus を g とする. M 上の有理型関数の作る体 C(M) は, 代数関数体 C(x, y) と一致す

る. さて, 次の可換 diagram を考える:

Mg
µ //

π

��

Cg ⊂ (P1 × P1)g '(P1)g × (P1)g

π

��
SgM

µ̂ //

ϕ

��

Pg × Pg
π1

vvnnnnnnnnnnnnnn
π2

((PPPPPPPPPPPPPP

Cg
ρ // J(M)= Cg/Γ Pg Pg

ここで, SgM は M の g 次対称積, µ̂ は µ より induce された正則写像, π, ρ, π1, π2 は自然

な射影である. µ̂ は, SgM から Pg × Pg への有限正則写像で, しかも generically injective

になっている. したがって像 µ̂(SgM) は projective variety で

µ̂ : SgM → µ̂(SgM)

は双有理な正則写像である. ϕ は Abel-Jacobi map で, 次で定義される:

P1 + · · ·+ Pg ∈ SgM →
( g∑

i=1

∫ Pi

P 0
i

ω1, · · · ,
g∑

i=1

∫ Pi

P 0
i

ωg

)
( mod Γ ) ∈ J(M)

(Γ : 周期の加群, P 0
i + · · · + P 0

g = D0 : 固定因子.) ϕ は上への双有理正則写像 (Jacobi

inversion) で, J(M) の各元の逆像は, 完備な一次系になっている (Abel の定理). さて, 上

への有理型写像

℘x : Cg 99K Pg, ℘y : Cg 99K Pg
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を

℘x = π1 ◦ µ̂ ◦ ϕ−1 ◦ ρ, ℘y = π2 ◦ µ̂ ◦ ϕ−1 ◦ ρ
で定義する. Pg の斉次座標を用いて

℘x(z) = (1 : ξ1(z) : · · · : ξg(z)), ℘y(z) = (1 : η1(z) : · · · : ηg(z))

とおくと, ξ1(z), · · · , ξg(z), η1(z), · · · , ηg(z) はアーベル関数で, これらが Riemann の基本

アーベル関数である岩澤 ([1]). 上に述べた事から, ただちに

C(J(M)) = C
(
ξ1(z), · · · , ξg(z), η1(z), · · · , ηg(z)

)

がわかる. これら ξ1(z), · · · , ξg(z), η1(z), · · · , ηg(z) の間の基本関係式は
f(x1, y1) = 0, · · · , f(xg, yg) = 0,

ξ1 = −(x1 + · · ·+ xg),

· · · · · ·
ξg = (−1)g x1 · · ·xg,
η1 = −(y1 + · · ·+ yg),

· · · · · ·
ηg = (−1)g y1 · · · yg

より x1, · · · , xg, y1, · · · , yg を消去して得られる. (一般に, この計算はめんどうである.)

4 g = 2 の場合の基本アーベル関数

g = 2の場合は, 計算が実行できる: a = (a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6)を固定し, 二つの方程式

y1
2 = a0x1

6 + a1x1
5 + · · ·+ a5x1 + a6

y2
2 = a0x2

6 + a1x2
5 + · · ·+ a5x2 + a6

を辺々加え, または掛ける. それらを

ξ1 = −(x1 + x2), ξ2 = x1x2

η1 = −(y1 + y2), η2 = y1y2

であらわす:

(1)

η1
2 − 2η2 = a0(ξ1

6 − 6ξ1
4ξ2 + 9ξ1

2ξ2
2 − 2ξ2

3)

+ a1(−ξ1
5 + 5ξ1

3ξ2 − 5ξ1ξ2
2)

+ a2(ξ1
4 − 4ξ1

2ξ2 + 2ξ2
2)

+ a3(−ξ1
3 + 3ξ1ξ2)

+ a4(ξ1
2 − 2ξ2) + a5(−ξ1)

+ 2a6,
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(2) η2
2 = a6

2ξ2
6 + a0a6ξ2

5(−ξ1) + · · ·+ a5a6(−ξ1) + a6
2.

これら (1), (2) が ξ1(z), ξ2(z), η1(z), η2(z) の間の基本関係式である. なお, (1), (2) は (上

の記号で) µ̂(S2M) の P2 × P2 における定義方程式でもある.

℘x, ℘y を有理 (型) 写像

℘x : J(M) 99K P2

℘y : J(M) 99K P2

を見ると, これらは surjective で, (1), (2) によりその mapping degree は, それぞれ 4, 12

になっている.

また (1) より η2 は ξ1, ξ2, η1 の多項式であらわされるので

C(J(M)) = C
(
ξ1(z), ξ2(z), η1(z)

)

であり, ξ1(z), ξ2(z), η1(z) の間の基本関係式はその多項式を (2) に代入することにより得

られる.

偏導関数
∂ξ1

∂z1
等も J(M) 上の有理型関数 (アーベル関数) なので, ξ1(z), ξ2(z), η1(z),

η2(z) の有理式で書けるはずである. 実際, 上記の可換 diagram を用いて

d℘x =




∂ξ1

∂z1

∂ξ1

∂z2

∂ξ2

∂z1

∂ξ2

∂z2




を計算すると

d℘x =




x1y2 − x2y1

x2 − x1

y1 − y2

x2 − x1

x2
2y1 − x1

2y2

x2 − x1

x1y2 − x2y1

x2 − x1




となる. 各成分の分母, 分子に y1 + y2 = −η1 をかけると, それらは ξ1, ξ2, η1, η2 であらわ

され, 結局

(3)

∂ξ1

∂z1
=
∂ξ2

∂z2
=

1

η1

{
η2 − a0(ξ1

4ξ2 − 3ξ1
2ξ2

2 + ξ2
3)

+ a1(ξ1
3ξ2 − 2ξ1ξ2

2)− a2(ξ1
2ξ2 − ξ2

2) + a3ξ1ξ2 − a4ξ2 + a6

}

(4)

∂ξ1

∂z2
=

1

η1

{
a0(−ξ1

5 + 4ξ1
3ξ2 − 3ξ1ξ2

2)

+ a1(ξ1
4 − 3ξ1

2ξ2 + ξ2
2) + a2(−ξ1

3 + 2ξ1ξ2)

+ a3(ξ1
2 − ξ2)− a4ξ1 + a5

}

(5)

∂ξ2

∂z1
=

1

η1

{
ξ1η2 − a0(ξ1

3ξ2
2 − 2ξ1ξ2

3) + a1(ξ1
2ξ2

2 − ξ2
3)

− a2ξ1ξ2
2 + a3ξ2

2 − a5ξ2 + a6ξ
}
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がえられる.
∂η1

∂z1
等の方は, より複雑であるが, 同様に得られる.

(4) より η1 が ξ1, ξ2,
∂ξ1

∂z2
で逆に解け, 従って

C(J(M)) = C
(
ξ1(z), ξ2(z),

∂ξ1

∂z2
(z)
)

となっている.

加法定理も, 複雑な式になるが計算できる.

以上の議論において, 我々は a = (a0, · · · , a6) を固定し, 固定された

Xa = M : y2 = a0x
6 + a1x

5 + · · ·+ a6

についての J(M) 上のアーベル関数を議論してきた. 次に a を動かすことを考える. その

場合は積分の始点となる因子 D0 = P 0
1 + P 0

2 は ∞1 +∞2 と取る. (∞1, ∞2 は無限遠点

(∞,∞) ∈ P1 × P1 に対応する M の点.) そして, アーベル積分とその逆写像を考えるので

ある.

5 まとめ

以上から g = 2 の場合は, 有理型写像

(℘x, ℘y,Λ) : C2 ×W 99K P2 × P2 × U

とその像が, §2 の群 G による商多様体 (C2 ×W )/G を「おおよそ」実現していると考え

られる.
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第 15 回 整数論サマースクール 報告集, pp.199-210

CM 型の Abel 曲面について

梅垣 敦紀∗

1 導入

1.1 1次元（楕円曲線）の場合

一般に C 上の楕円曲線 E の自己準同型環 End(E) について，Z または 虚 2次体の整

環 O のどちらかに同型であることが知られている．言い換えれば，

End(E)⊗Q =

{
Q

K (K : 虚 2次体)

が成り立つ．

定義 1.1. 楕円曲線 E に対して，End(E)⊗Q = K となるとき，K に虚数乗法 (CM)を

もつという．

以下では，常に OK を K の整数環として，

(1) End(E) ∼= OK

となることを仮定する．

A1 を C上の楕円曲線の moduli空間とする．良く知られているように，上半平面 H1 :=

{τ ∈ C | Im(τ) > 0} を用いれば，A1 は SL2(Z)\H1 と同一視できる．ここで，CMをもつ

楕円曲線の同型類のなす A1 の部分集合

ACM
1 := {[E] ∈ A1 | End(E) ∼= OK (∃K : 虚 2次体)}

を考える．虚数乗法論によって，次がわかる．

Fact 1. [E] ∈ ACM
1 に対して，以下の条件は同値である：

1. j(E) ∈ Q,

2. E が Q 上定義される,

∗早稲田大学高等研究所 (講演時の所属は「立教大学理学部」でした.)
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3. 虚 2次体 K の類数が 1である．

また，条件 (3)について，1960年代半ばにBaker, Starkによって示された次の事実は良

く知られている．

Fact 2. 類数 1の虚 2次体は

(2) Q(
√
d) (d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163)

の 9個に限られる．

今の 2つの事実を併せると, 以下のことがわかる．

定理 1.2. ACM
1 には丁度 9個の Q 有理点が存在する．

これらの 9個の有理点に対応する楕円曲線 [E] ∈ ACM
1 の定義方程式は，類数 1の虚 2次

体 K = Q(
√
−d) (d ∈ N) から以下のように簡単に求めることができる：

K の C への埋め込みを 1つ決める．例えば，

K ↪→ C,
√
−d 7→

√
di (i : 虚数単位)

としておく．この埋め込みで τ ∈ H1 となる OK の整基底 {1, τ} を選んで，整数環 OK =

Z + Zτ ↪→ C を格子と見做せば，楕円曲線 C/OK を考えることができる．この楕円曲線

の j 不変量は，j 函数の Fourier展開

j(τ) =
1

q
+ 744 + 196884 q + 21493760 q2 + 864299970 q3 + · · · (q = e2πiτ )

を利用して近似計算することができる．（虚数乗法論から，j(τ) ∈ Z が保証されていること

にも注意する．）よって，定義方程式は

(3) y2 + xy = x3 − 36

j(τ)− 1728
x− 1

j(τ)− 1728
(j(τ) 6= 0, 1728)

で与えられる．以上のことをまとめると，計算の流れは以下のようになる：

τ ∈ H1 j(τ) ∈ A1

2. j 函数

3. (3)1. OK ↪→ C

-K : 類数 1の虚 2次体 [E] ∈ ACM
1

-

?

6
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例 1.3. 例えば，体 K = Q(
√
−3) を考える．整数環を

OK = Z + Zτ, τ =
1 +
√

3 i

2
(i :虚数単位)

として C 内の格子と見倣すとき，j 函数を近似計算すると，j(τ) ; 0 という値が求まる．

j = 0 となる楕円曲線 E は

E : y2 = x3 − 1

であって，実際 End(E) には

(x, y) 7→ (τx, y)

という元が含まれる．

1.2 2次元（Abel曲面）の場合

総実代数体の総虚 2次拡大をCM体という．K/Q を 4次 CM体として，F を K に含

まれる実 2次体，OK を K の整数環とする．OK にCMをもつAbel曲面，即ち，Abel曲

面 A/C, A の偏極 C と単射 θ : K ↪→ End(A)⊗Q で条件

(4) θ−1(End(A)) = OK

を満たすものからなる 3つ組 (A, C, θ) を考える．以下に於いては，CMをもつAbel曲面

を考えるときは，常に (4) を仮定する．

定義 1.4. K の部分体 k に対して，Cの部分体 Mk が以下の性質を満たすとき，(A, C, θ|k)
のmoduliの体という：

任意の τ ∈ Aut(C) に対して，τ ∈ Aut(C/Mk) となるための必要十分条件は

{
λ(C) = Cτ ,
λ ◦ θ(a) = θτ (a) ◦ λ (∀a ∈ k)

を満たすような同型写像

λ : A
∼−→ Aτ

が存在することである．

注意 1.4.1. 楕円曲線 E に対しては，moduliの体 Q(j(E)) と定義体は一致したが，一般

のAbel多様体に対しては，moduliの体と定義体は必ずしも一致しない．

A2 を主偏極Abel曲面のmoduli空間とする．2次元の Siegel上半空間

H2 := {τ ∈ M2(C) | τ = τ t かつ τ > 0}

を考えれば，A2 は Sp2(Z)\H2 と同一視できる．ここで，CMをもつ主偏極Abel曲面の同

型類のなす部分集合

ACM
2 := {[(A, C)] ∈ A2 | End(A) ∼= OK (∃K : 4 次 CM 体)}



202

を考える．ACM
2 のQ有理点とはmoduliの体MQがQと一致するような点である．Fact 1.1,

Fact 1.2に対応する結果として，次の結果がある．

定理 1.5 (Murabayashi [4]). K/Q を 4次CM体として，[(A, C)] ∈ A2 が End(A) ⊇ OK
を満たすとする．このとき，[(A, C)] ∈ ACM

2 かつ MQ = Q となる必要十分条件は K が以

下の条件 (a), (b)を満たすことである：

(a) K が

K = Q(
√
−q1 · · · qtεF

√
p) (t ≥ 0),

という形の表示をもつ．但し，εF は εF > 0 を満たす F = Q(
√
p) の基本単数であっ

て，p, q1, . . . , qt は以下の 3条件 (a1), (a2), (a3) のうちの 1つを満たす相異なる素数

である：

(a1) p ≡ 5 (mod 8) であって，さらに t ≥ 1 ならば，

qi ≡ 1 (mod 4) かつ

(
p

qi

)
= −1 (i = 1, . . . , t)

を満たす.

(a2) p ≡ 5 (mod 8), t ≥ 1, q1 = 2 であって，さらに t ≥ 2 ならば，

qi ≡ 1 (mod 4) かつ

(
p

qi

)
= −1 (i = 2, . . . , t)

を満たす.

(a3) p = 2 であって，さらに t = 1 ならば，

qi ≡ 5 (mod 8) (i = 1, . . . , t)

を満たす.

(b) K の相対類数 h−K が 2t となる．

定理 1.6 (Murabayashi-U [6]). K/Q を (a)かつ (b)を満たす 4次 CM体として，r =

q1 · · · qt とする．このとき，K は次の 13個の体のいずれかであって，表中の線より上は類

数が 1であり，下は類数が 2である：
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K p εF r

Q
(√
−(2 +

√
2)
)

2 1 +
√

2 1

Q
(√
−(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

1

Q
(√
−(13 + 2

√
13)
)

13 3+
√

13
2

1

Q
(√
−(29 + 2

√
29)
)

29 5+
√

29
2

1

Q
(√
−(37 + 6

√
37)
)

37 6 +
√

37 1

Q
(√
−(53 + 2

√
53)
)

53 7+
√

53
2

1

Q
(√
−(61 + 6

√
61)
)

61 39+5
√

61
2

1

Q
(√
−5(2 +

√
2)
)

2 1 +
√

2 5

Q
(√
−(5 +

√
5)
)

5 1+
√

5
2

2

Q
(√
−13(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

13

Q
(√
−17(5 + 2

√
5)
)

5 1+
√

5
2

17

Q
(√
−(13 + 3

√
13)
)

13 3+
√

13
2

2

Q
(√
−5(13 + 2

√
13)
)

13 3+
√

13
2

5

次節で解説する計算によって，上の定理の 13個の体の各イデアル類のそれぞれに対し

て，1つずつの主偏極Abel曲面の同型類 [(A, C)] ∈ ACM
2 が定まることがわかるから，次

の結論を得る．

定理 1.7 (Murabayashi-U [6]). ACM
2 には丁度 19個の Q 有理点が含まれる．

注意 1.7.1. 主偏極でない偏極をもつAbel曲面のmoduli空間に対しても，Q 有理 CM 点

の個数は決定されている (cf. [8])．

注意 1.7.2. 村林氏によって，次節で行うような計算を行わなくても，具体的な Hecke 指

標を構成することにより，理論的に各イデアル類に対応するアーベル曲面の存在がわかる

(cf. [5])．

ここで，1次元の場合には，例 1.3 で見たように，ACM
1 の Q 有理点に対応する楕円曲

線を復元することができたことを思い出してみる．これと同様に 2次元の場合にも，「19個

の主偏極Abel曲面を 4次CM体の情報から復元することは可能であるか？」という疑問が

生じる．定理 1.5 の条件を満たす 13個の体 K は巡回拡大である．ゆえに，虚数乗法論か

ら，19個の点に対応する主偏極Abel曲面 (A, C) は単純となることがわかる．よって，こ
れらは種数 2の代数曲線の Jacobi多様体として得られるから，この曲線の定義方程式を求

めることを目標とする．
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2 計算に必要な知識

まず始めに，上述の 13個の 4次CM体 K の（イデアル類 A）から対応する種数 2の代

数曲線 C の定義方程式を計算するための流れを図示しておいて，その後で各 stepに必要

な言葉の定義と意味を説明する：

[(A, C)] ∈ ACM
2

τ ∈ H2

mi : moduliの不変量

1. CM-type
+symplectic basis

2. Siegel Θ 函数

3. Igusa j 不変量 4. 逆算

-

6

?

K : 上述の 4次CM体
([A] : イデアル類)

C : 種数 2の曲線-

?

?

6

2.1 CM-type

1次元の場合は，虚 2次体の C への埋め込みを指定することで整数環（とイデアル）を

C の格子と見做すことができた．2次元の場合にも，4次CM体の整数環（とイデアル）を

C2 内の格子と見做すことができる．そのために，次のCM-typeを定義する．

定義 2.1. 4次CM体 K の C への埋め込み ι : K ↪→ C 全体のなす集合を I とする．I の

部分集合

Φ = {σ1, σ2}
に対して，Φ ∪ Φ = I となるとき，Φ を CM-type という．但し，· を複素共役とすると
き，Φ = {σ1, σ2} を意味する．

CM-type Φ = {σ1, σ2} に対して，同型

Φ : K ⊗Q R −→ C2, α⊗ a 7→ (aασ1 , aασ2)

が誘導される．K の分数イデアル A に対して，ΛA := Φ(A) は C2 内の格子となるから，

複素トーラス C2/ΛA を考えることができる．このとき，η ∈ K を

η = −η, Im(ητ ) > 0 (τ = σ1, σ2)
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を満たすようにとると，

e(Φ(x), Φ(y)) = TrK/Q(ηxy) (∀x, y ∈ K)

が C2/ΛA に付随するRiemann formとなるから，複素トーラス C2/ΛA はAbel曲面となる．

定義 2.2. 上述の様にして得られる (C2/ΛA, η) を type (K,Φ) のAbel曲面という．

逆に，K に CM をもつ Abel多様体 (A, C, θ) に対して，CM-type Φ と K のイデアル

A, さらに η ∈ K が存在する．したがって，以下では (A, C, θ) と (K,Φ; A, η) の組を同一

視する．

注意 2.2.1. CM-typeの取り方は本来は複数ある．しかしながら，我々が考えている 4次

CM体は巡回拡大だから，Gal(K/Q) の生成元を σ とする．ここで，埋め込み ι : K ↪→ C

を 1つ指定したとき，Φ = {ι ◦ id., ι ◦ σ} という 1つの CM-typeを考えれば十分であるこ

とがわかる．以下では，このCM-typeを単に Φ = {1, σ} とかく．

2.2 symplectic basis

次に，今得られた主偏極Abel曲面の複素トーラスとしての表示から，対応する Siegel上

半空間 H2 の点を求める．

定義 2.3. (A, C, θ) を K にCMをもつ主偏極Abel曲面として，対応する組を (K,Φ; A, η)

とする．A の Z 基底 (v1, v2, v3, v4) (即ち，A = Zv1 + Zv2 + Zv3 + Zv4) について，行列

(aij) = (e(Φ(vi), Φ(vj))) が

(aij) =

(
I2

−I2

)

をみたすとき，symplectic basis という．

注意 2.3.1. A が主偏極をもつとき，symplectic basis が存在する．

我々が考えている主偏極Abel曲面に対応する組を (K, {1, σ}; A, η) とする．A の sym-

plectic basis (v1, v2, v3, v4) をとって，行列 A, B を

A =

(
v1 v2

vσ1 vσ2

)
, B =

(
v3 v4

vσ3 vσ4

)

で定義する．このとき，

τ = −B−1A

が対応する Siegel上半空間 H2 の点である．
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2.3 Siegel Θ-函数

楕円曲線の場合は，保型函数 j の近似計算が必要であった．これに対応するものとして

H2 ×C2 上の Siegel Θ 函数を以下で定義する：

Θ

(
τ, z ;

[
a1 b1

a2 b2

])

:=
∑

n∈Z2

exp

(
1

2

(
n +

1

2

[
a1

a2

])t

τ

(
n+

1

2

[
a1

a2

])
+

(
n +

1

2

[
a1

a2

])t(
z +

1

2

[
b1

b2

]))
.

但し，ai, bi ∈ {0, 1} とする．ここで，

Θa1a2b1b2 := Θ

(
τ, 0 ;

[
a1 b1

a2 b2

])

とおいて，さらに，

λ1 :=

(
Θ1100Θ1000

Θ0100Θ0000

)2

, λ2 :=

(
Θ1001Θ1100

Θ0001Θ0100

)2

, λ3 :=

(
Θ1001Θ1000

Θ0001Θ0000

)2

を定義する．

命題 2.4 ([2]). τ ∈ H2 は種数 2 の曲線

y2 = x(x− 1)(x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)

に対応する．

2.4 Igusa j 不変量

上のProposittionで得られた曲線の定義方程式は，係数がいずれの体に含まれているか

わからない．我々が扱っている主偏極Abel曲面のmoduliの体 MQ が Q であるので，こ

の性質を利用して，より定義体の小さい定義方程式を求めることを考える．

C 上の種数 2 の曲線 C は

f(x) = a0x
6 + a1x

5 + a2x
4 + a3x

3 + a4x
2 + a5x + a6

に対して．

(5) C : y2 = f(x) (a0 6= 0 または a1 6= 0)

とかける．楕円曲線の j 不変量と同様に同型類を表現するための不変量として Igusa J 不
変量が知られている．これは Q[a0, . . . , a6] の元であって，以下の式で定義される：

J2 =2−2(−120a0a6 + 20a1a5 − 8a2a4 + 3a2
3),

J4 =2−7(240(a0a3a4a5 + a1a2a3a6)− 400(a0a2a
2
5 + a2

1a4a6)− 64(a0a
3
4 + a3

2a6)



CM 型の Abel 曲面について 207

+ 16(a1a3a
2
4 + a2

2a3a5)− 672a0a
2
3a6 + 240a2

1a
2
5 − 112a1a2a4a5 − 8a1a

2
3a5

+ 16a2
2a

2
4 − 16a2a

2
3a4 + 3a4

3 + 2640a2
0a

2
6 − 880a0a1a5a6 + 1312a0a2a4a6),

J6 =2−10(1600(a2
0a

2
4a

2
5 + a2

1a
2
2a

2
6) + 1600(a0a1a2a

3
5 + a3

1a4a5a6)

+ 640(a0a1a3a4a
2
5 + a2

1a2a3a5a6)− 4000(a2
0a3a

3
5 + a3

1a3a
2
6)

− 384(a0a1a
3
4a5 + a1a

3
2a5a6)− 640(a0a

2
2a4a

2
5 + a2

1a2a
2
4a6)

+ 80(a0a2a
2
3a

2
5 + a2

1a
2
3a4a6) + 192(a0a2a3a

2
4a5 + a1a

2
2a3a4a6)

− 48(a0a
3
3a4a5 + a1a2a

3
3a6)− 224(a2

1a3a
2
4a5 + a1a

2
2a3a

2
5)

+ 64(a2
1a

4
4 + a4

2a
2
5)− 64(a1a2a3a

3
4 + a3

2a3a4a5) + 16(a1a
3
3a

2
4 + a2

2a
3
3a5)

− 4096(a2
0a

3
4a6 + a0a

3
2a

2
6) + 6400(a2

0a2a
2
5a6 + a0a

2
1a4a

2
6)

+ 10560(a2
0a3a4a5a6 + a0a1a2a3a

2
6) + 2624(a0a1a3a

2
4a6 + a0a

2
2a3a5a6)

− 4432a0a1a
2
3a5a6 − 8a2a

4
3a4 + a6

3 − 320a3
1a

3
5 + 64a2

1a2a4a
2
5 + 176a2

1a
2
3a

2
5

+ 128a1a
2
2a

2
4a5 + 112a1a2a

2
3a4a5 − 28a1a

4
3a5 + 16a2

2a
2
3a

2
4 + 5120a3

0a
3
6

− 2544a2
0a

2
3a

2
6 + 312a0a

4
3a6 − 14336a2

0a2a4a
2
6 + 1024a0a

2
2a

2
4a6 − 2560a2

0a1a5a
2
6

− 2240a0a
2
1a

2
5a6 − 6528a0a1a2a4a5a6 − 1568a0a2a

2
3a4a6),

J10 =2−12disc6(f).

但し，disc6 は f を 6 次の多項式と見たときの判別式である．さらに，J10 6= 0 のとき，

moduliの不変量

m1 =
J5

2

J10
, m2 =

J3
2J4

J10
, m3 =

J2
2J6

J10

を定義する．このとき，以下の定理がある：

定理 2.5 (Igusa [1]). C と C ′ を J10 6= 0 を満たす種数 2の曲線として，mi と m′i を対

応するmoduliの不変量とする．このとき，C と C ′ が C 上同型であるための必要十分条

件はすべての i = 1, 2, 3 に対して

mi = m′i

が成り立つことである．

注意 2.5.1. 我々が扱っている主偏極Abel曲面は，moduliの体 MQ が Q であったから，

mi ∈ Q となる．

注意 2.5.2. 種数 2の曲線についてもmoduliの体と定義体は必ずしも一致しない，即ち，

mi ∈ Q であっても，Q 上のmodelをもつとは限らない (cf. Remark 1.4.1)．

3 計算例

実際に，計算をするためには，以下の 5つの stepを踏めば良い：

1. OK の整基底（対応するイデアル類 A の Z 上の基底）を求めて，適当な η を選び，

symplectic basis を用いて，対応する点 τ ∈ H2 を求める．

2. Θ 函数の値を計算して，λ1, λ2, λ3 を求める．
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3. 対応する moduliの不変量 m1, m2, m3 を求めて，Q の元で近似する．

4. moduliの不変量 m1, m2, m3 から，C を復元する．

5. 求めた C が条件を満たす曲線かどうかを確認する．

この計算を実際に行なえば，ACM
2 の 19個の Q 有理点に対応する種数 2の曲線の定義方程

式 C を求めることができる．

例 3.1. 7個の類数 1の 4次CM体 K = Q(
√
−rεF√p) に対して，moduliの不変量 mi を

求めると，以下のようになる：

p r m1 m2 m3

2 1 24 · 315 2 · 310 · 61 37 · 47

5 1 0 0 0

13 1 225 218 · 7 214 · 11

29 1 235·310·115

512
224·37·113·37·73·109

512
218·36·112·17·31·89·827

512

37 1 −230·13195

37·1112 −221·13193·5647·8167
38·1112

216·13·1297·13192 ·6976381
310 ·1112

53 1 225·315·58051935

1712 ·2912
221·310·11·571·58051933 ·884388736313

1712·2912
215·37·31·37·47·58051932 ·1952727367·p1

1712 ·2912

61 1 −225·715·390795

319 ·512·4112
225·79·13·239·390793 ·63649·69539

320 ·512·4112
215·77·487·3449·3467·390792 ·p2

322 ·512·4112

(但し，p1 = 30482871647, p2 = 42488533591199 である.)

これらのmoduliの不変量 mi をもつ曲線を以下に挙げておく：

p r C

2 1 y2 = x5 + 3x4 − 2x3 − 6x2 + 3x+ 1
5 1 y2 = x5 − 1
13 1 y2 = x5 − 156x4 + 10816x3 − 421824x2 + 8998912x − 80427776
29 1 y2 = 116x5 − 928x4 + 2552x3 − 2900x2 + 1492x − 289
37 1 y2 = 131769x5 − 951786x4 − 497048x3 − 113232x2 − 12336x − 544
53 1 y2 = 70241161x5 + 54250213x4 + 21706954x3 + 4502426x2 + 446045x + 16697
61 1 y2 = 5191138125x5 + 859281075x4 − 70429502x3 + 2736582x2 − 214719x + 6095

注意 3.1.1. これらの曲線がすべて Q 上定義されていることに注意されたい (cf. Re-

mark 2.5.2)．同様の計算により，19個のAbel曲面のすべてに対しても，定義体が Q であ

ることが確認できる．Q 上定義される 4次 CM体の整数環に CMをもつ種数 2の曲線は，

こうして得られた 19個に限られる．

注意 3.1.2. Spallekや van Wamelenも沢山のCM体を走らせて同様の計算を実行しQ 上

定義される種数 2の曲線を探索している (cf. [7], [9])．さらに，これらの曲線の Jacobi多

様体が実際にCMをもつことも確認している (cf. [10])．

注意 3.1.3. 今まで述べた計算法は ACM
2 の Q -有理点で無くても有効である．例えば，

K = Q(−3(1 +
√

2)
√

2) は，Theorem 1.5 の条件 (a)を満たさない．しかしながら，

m1 =
24 · 3 · 26221231 · 1656350182261 + 27 · 7 · 73 · 97 · 421 · 32117 · 16918079

√
2

3 · 712

=
1

3 · 712
(1 +

√
2)2
√

2
8
(5−

√
2)5(1 + 4

√
2)5(9−

√
2)5(13 + 24

√
2)5
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m2 =
2 · 3 · 31 · 109 · 151 · 28005785343139 + 24 · 7 · 13 · 31 · 1301546813215981

√
2

32 · 712
,

=
1

32 · 712
(1 +

√
2)2
√

2
2
(5−

√
2)3(−1 + 4

√
2)(1 + 4

√
2)3(9−

√
2)3

(13 + 24
√

2)3(305 + 12
√

2)(563 + 10724
√

2)

m3 =
3 · 1963819166621235607 + 23 · 52 · 7 · 20231 · 139343759033

√
2

34 · 712

=
1

34 · 712
(1 +

√
2)(5−

√
2)2(1 + 4

√
2)2(9−

√
2)2(13 + 24

√
2)2(13 + 27

√
2)

(41 + 8
√

2)(45− 11
√

2)(89 + 14
√

2)(6649 + 721
√

2)

という値を求めることができて，この値に対応する曲線の方程式は

y2 = 3x5 + (96 + 24
√

2)x4 + (836 + 280
√

2)x3 + (2256 + 696
√

2)x2 + (678 − 432
√

2)x

であることがわかる．
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暗号理論に向けての因子の加法の計算法

志村 真帆呂∗

1 公開鍵暗号の基礎知識

有限アーベル群があると (解読されやすさは別にして) 公開鍵暗号が作れます.

そこで有限アーベル群として超楕円曲線の因子類群を選び, 公開鍵暗号を作ろうという

のが本稿の背景の一つです.

定義 1 (離散対数問題) Gを有限アーベル群, a, b ∈ Gを与えたとき,次の方程式の整数解

xを求める問題を離散対数問題といいます.

ax = b.

Gの積を加法で書けば次のようになります.

ax = b.

解説 axの計算量と xを求めるための計算量に大きな差があるとき, その離散対数問題を

用いて公開鍵暗号が作れます.

例 1 (離散対数問題を用いた公開鍵暗号の例)

暗号化に必要なデータと手順:

受信者





G :有限アーベル群

P ∈ G：位数の大きな元
e ∈ Z :秘密鍵

Q := eP

(G,P,Q) :公開鍵

送信者





M ∈ G :平文 (のコード化)

r ∈ Z :秘密鍵

C1 := rP

C2 := M + rQ

(C1, C2) :暗号文

復号化の手順:

C2 − eC1 = M + rQ− erP = M + rQ− r(eP ) = M + rQ− rQ = M

解説 秘密鍵 eを知っていると上記のように簡単に復号化 (暗号を正規の手続きで解読する

こと)できます.

公開鍵 (G,P,Q)だけから eを求めるためには, eP = Qという離散対数問題を解く必要

がありますが, その計算量が膨大だとすれば現実的に安全な暗号と言えます.

もちろん, eを直接求める以外の方法で暗号が破られないかを検証する必要はあります.

∗東海大学 理学部
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1.1 目標

有効な公開鍵暗号を作るためには超楕円曲線の因子類群に関する離散対数問題の計算量

が大きくなることの保証と, 因子類群の加算を高速に行うアルゴリズムが必要です.

本稿では, 後者の因子類群の加算の高速化について論じます.

加算を高速化するには因子の表示にも工夫が必要ですが, 都合のよいことに超楕円曲線

の因子には多項式表現 (Mumford 表現)という非常に使い勝手のよいものがあります.

2 準備

2.1 定義と記法

• k : 体.

• k: k の代数閉包.

• C : k上定義された超楕円曲線.

• k[C] : C の k 上の座標環.

• k(C) :=

{
g

f

∣∣∣∣f, g ∈ k[C], f 6≡ 0

}
: C の k 上の関数体.

• k[C]P :=

{
g

f

∣∣∣∣f, g ∈ k[C], f(P ) 6= 0

}
: k[C] の 点 P (∈ C) での局所化.

2.2 超楕円曲線 (Hyperelliptic curves)

この講演では超楕円曲線暗号への応用を念頭におき, 次の形の定義方程式で与えられる

k上定義された種数 g の 超楕円曲線 C を扱います.

C : Y 2 + h(X)Y = f(X).

ここで h(X), f(X) ∈ k[X], deg h(X) ≤ g, deg f(X) = 2g+ 1, f(X) はモニックで C は

非特異代数曲線とします.

解説 h(X)Y の項は, kの標数が 2の場合も扱うためにあります.

kの標数が 2でないときは, C の定義方程式として Y 2 = F (X) という形のものが取れ

ます.

逆に kの標数が 2かつ h(X) = 0とすると, Cは非特異になりません.

また, deg f(X) = 2g + 2とすることもできますが, 取り扱いが難しいので本稿では扱い

ません.

• ∞ : Cの 無限遠点.
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• ι : C −→ C: Cの超楕円対合 (hyperelliptic involution).

ι(P ) : 点 P = (x, y) ∈ C の opposite, ι(P ) := (x,−y− h(x)) と定義する. P =∞ の
場合は, ι(P ) =∞ と定義する.

• P ∈ C が special : P = ι(P ), (つまり, Weierstrass 点).

• P ∈ C が ordinary : P 6= ι(P ).

2.3 超楕円曲線C上の多項式と有理関数

k上のCの座標環は, 次で定義されます.

k[C] = k[X, Y ]/(Y 2 + h(X)Y − f(X)).

任意の G(X, Y ) ∈ k[C] は, G(X, Y )を Y 2 + h(X)Y − f(X)で割った余り a(X)− b(X)Y

を用いて以下の形の多項式で表せます.

G(X, Y ) = a(X)− b(X)Y, a(X), b(X) ∈ k[X].

定義 2 (共役) G(X, Y ) = a(X)−b(X)Y ∈ k[C]の共役 G(X, Y )をa(X)+b(X)(h(X)+Y )

で定義する.

定義 3 (台) 因子 D =
∑

P∈C
mPP に対し, Dの台 supp(D)を次で定義する. supp(D) :=

{P ∈ C|mP 6= 0}.

定義 4 (ノルム) G(X, Y ) = a(X)− b(X)Y ∈ k[C] のノルム N(G) を GG で定義する.

定義 5 (次数) G = G(X, Y ) = a(X)− b(X)Y ∈ k[C] (G 6= 0) の次数を次で定義する.

deg (G) = max(2deg X(a), 2g + 1 + 2deg X(b)).

解説 ∞でのX の位数は 2, Y の位数は 2g + 1. つまり, deg (G)はGの ∞での位数を表
しています.

2.4 超楕円曲線の因子

P = (x, y) ∈ C に対し,

P が ordinary のとき, div(X − x) = P + ι(P )− 2∞.
P が special のとき, div(X − x) = 2P − 2∞.

定義 6 (最大公約因子) 二つの因子 D1 =
∑

P∈C
mPP とD2 =

∑

P∈C
nPP に対し, D1 と D2の

最大公約因子 gcd(D1, D2) を次で定義する.

gcd(D1, D2) :=
∑

P∈C−{∞}
min(mP , nP )P −


 ∑

P∈C−{∞}
min(mP , nP )


∞.
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3 因子の加法

3.1 楕円曲線の因子の加法

楕円曲線E : Y 2 = f(X)の加法は, P , Q ∈ E を結ぶ直線 Y = aX + bとE との第 3の

交点Rを取り, RのX 軸に関する対称点 ι(R)を P + Qとするのでした. このことは次の

ように考えると容易にわかります.

P

ι(P )

P

Q

R

P = (x, y) ∈ Eに対し, E上の関数 (X − x)を考えて div(X − x)を計算すると

0 ∼ div(X − x) = (x, y) + (x,−y)− 2∞ = P + ι(P )− 2∞ = (P −∞) + (ι(P )−∞).

よって, P −∞ ∈ Div0(E)の逆元は ι(P )−∞となります. これを略記して−P = ι(P )と

書きます.

同様にして, P,Q,R ∈ Eを通る直線 Y − aX − b = 0を考えると,

0 ∼ div(Y − aX − b) = P +Q+R− 2∞.

よって, 加法は次のようになります.

P +Q = −R = ι(R)

解説 任意の 2点 P , Q ∈ Eを通る直線がEと 3点で交わるのでこの操作でEの加法がう

まく計算できました.

3.2 超楕円曲線の因子の加法

簡単のためC : Y 2 = f(X), deg f(X) = 5 で定義される g = 2の超楕円曲線C を用いて

説明します.

超楕円曲線の場合には, 楕円曲線のように P , Q ∈ Cを通る直線を考えてもうまくいき
ません. 図からわかるように

P +Q = −R− S − T
という関係式が得られるだけです.
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P Q
R

S T

P1

P2 Q1

Q2

R1

R2

しかし, 右図のように P1,P2,Q1,Q2 ∈ C に対し, この 4点を通る 3次式を考えると, R1,

R2という 2点を交点に持ちます.

(P1 + P2) + (Q1 +Q2) = −(R1 +R2)

このように g = 2の場合, 2点の和を因子の代表として和を表すことができます.

一般に n(> 2)点の和からなる因子があると, その全てを通る (n− 1)次の曲線 Y = g(X)

が取れ, Cとmax(2(n−1), 5)(= max(g(X)2の次数, f(X)の次数))個の点で交わります. 元

は n個の点なので, それ以外の交点は

max(2(n− 1), 5)− n =

{
n− 2 (n > 3),

2 (n = 3).

つまり, n個の点の和が (n− 1)個以下の点の和になります. これを繰り返すと n = 3のと

き 2になるので, 全ての因子は 2個以下の点の和で代表されます.

解説 C を超楕円曲線とすると, P = (x, y) ∈ C が ordinary のときは div(X − x) =

P + ι(P )− 2∞より
mPP = (−mP )ι(P )

となるので, 係数は正として構いません.

また, P = (x, y) ∈ Cが special のときは div(X − x) = 2P − 2∞より

2P = 0

となるので, 係数は 0か 1とできます.

これまで見てきたように, 種数 2だと全ての因子は 2個以下の点の和で代表されますが,

種数 gの超楕円曲線でも任意の因子は高々g個の点の和と線形同値という性質が, Riemann-

Rochの定理から示せます.

この性質により, 6節で定義される被約因子が意味を持ちます.

被約因子を扱う前に, 計算に便利な半被約因子を以下のように定義します.
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4 半被約因子 (Semi-reduced divisors)

定義 7 (半被約因子 (semi-reduced divisor)) D ∈ Div0(C) が半被約因子 (semi-reduced

divisor)であるとは, Dが次の形をしていることをいう.

D =
∑

P∈C
mPP −

(∑

P∈C
mP

)
∞.

ただし,

• mP ≥ 0.

• P ∈ SuppDが ordinary ならば ι(P ) 6∈ SuppD.

• P (6=∞) ∈ SuppDが special ならば mP = 1.

定義 8 (Weight) 半被約因子 D =
∑

P∈C
mPP −

(∑

P∈C
mP

)
∞ に対し, Dの weight wt(D)

を次で定義する.

wt(D) :=
∑

P∈C
mP .

補題 1 任意の D ∈ Div0(C)に対し, Dと線型同値な半被約因子D1 ∈ Div0(C)が存在する.

(証明)

D =
∑

P∈C
mpP .

と置きます.

C上の点の集合 C0, C1, C2 を以下のように定義します.

1. P = ι(P ) ⇐⇒ P ∈ C0.

2. P ∈ C1, P 6= ι(P ) ⇐⇒ ι(P ) ∈ C2.

3. P ∈ C1 =⇒ mp ≥ mι(P ).

すると, Dは以下のように表示できます.

D =
∑

P∈C1

mPP +
∑

P∈C2

mPP +
∑

P∈C0

mPP −m∞.

ここで次の因子を考えると,

D1 = D −
∑

P=(x,y)∈C2

mPdiv(X − x)−
∑

P=(x,y)∈C0

[mP

2

]
div(X − x).

D ∼ D1 となり, 次の等式より∞以外の係数が負にならないことから半被約因子であるこ
ともわかります.

D1 =
∑

P=(x,y)∈C1

(mP −mι(P ))P +
∑

P∈C0

(
mP − 2

[mP

2

])
P −m1∞.

�
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5 半被約因子の多項式表現 (Mumford 表現)

2 次体のイデアルが高々 2 元生成であることの類似を, 超楕円曲線の因子類群でも考え

ることができます. それが半被約因子の多項式表現 (Mumford 表現)です.

これにより, 因子の計算を多項式の計算に持ち込むことができます.

Mumford表現が有効な理由� �
• 任意の因子と線形同値な半被約因子が存在する.

• 半被約因子はMumford表現によって表せる.

• Mumford表現を用いると半被約因子の加法が高速に計算できる.

• 被約因子全体と Pic0(C)は同型.

• 半被約因子と線形同値な被約因子が一意に存在する.� �
Mumford表現による計算手順� �

1. 任意の因子と線形同値な半被約因子のMumford表現を求める.

2. Mumford表現によって加法を計算する. 結果は半被約因子になる.

3. 計算結果を被約因子で表す.� �
補題 2 P = (x, y) ∈ C を ordinary, R ∈ k[C]P (つまり,R は P で極を持たない)とする.

任意の n ≥ 0 に対し, 以下の条件を満たす c0, c1, · · · , cn ∈ k と Rn ∈ k[C]P が一意に

存在する.

R =

n∑

i=0

ci(X − x)i + (X − x)n+1Rn,

(証明) P が ordinary ならば (X −x)をP での局所助変数 (local parameter) に取れるので,

補題の結果が得られます. �

補題 3 P = (x, y) ∈ C を ordinary, n ∈ N とすると, 以下の条件を満たす bn ∈ k[X] が一

意に存在する.

1. deg Xbn(X) < n.

2. bn(x) = y.

3. b2
n(X) + h(X)bn(X) ≡ f(X) (mod (X − x)n).

(証明) 補題 2 を R = R(X, Y ) = Y に適用すると,

Y =
n−1∑

i=0

ci(X − x)i + (X − x)nRn−1, Rn−1 ∈ k[C]P .
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さらに,

bn(X) :=

n−1∑

i=0

ci(X − x)i

と置くと,以下が容易に確かめられます.

1. deg Xbn(X) = n− 1 < n,

2. bn(x) = c0 = y,

3. Y 2 + h(X)Y = f(X) より,

b2
n(X) + h(X)bn(X) ≡ f(X) (mod (X − x)n).

bn(X)の一意性は, nに関する数学的帰納法で示せます. �

定理 1 半被約因子

D =
∑

Pi∈C
miPi −

(∑

Pi∈C
mi

)
∞, (Pi = (xi, yi) ∈ C)

と, 多項式

a(X) =
∏

(X − xi)mi

を与えると, 以下の条件を満たす 多項式 b(X) ∈ k[C] が一意に定まります.

1. deg Xb(X) < deg Xa(X).

2. mi > 0 を満たす任意のmi に対し, b(xi) = yi.

3. a(X) は (b2(X) + h(X)b(X)− f(X)) を割り切る.

このときDは次のように表せます.

D = gcd(div(a(X)), div(b(X)− Y )).

(証明) 次のような supp(D) の部分集合を定義します.

• C0 := {P ∈ supp(D) | P : special}.

• C1 := {P ∈ supp(D) | P : ordinary}.

• C2 := {ι(P ) | P ∈ C1}.

半被約因子の定義より, ある m ∈ Nを用いて D は次のように表せます.

D =
∑

P∈C0

Pi +
∑

P∈C1

miPi −m∞.

任意の Pi = (xi, yi) ∈ C1 に対し, 以下の条件を満たす bi(X) ∈ k[X] が一意に存在します.
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1. deg Xbi(X) < mi.

2. bi(xi) = yi.

3. (X − xi)mi は (b2
i (X) + h(X)bi(X)− f(X)) を割り切る.

任意の Pi = (xi, yi) ∈ C0 に対し, 定数関数 bi(X) = yi は以下の条件を満たす唯一の多項

式となります.

1. deg Xbi(X) < 1.

2. bi(xi) = yi.

3. (X − xi) は (b2
i (X) + h(X)bi(X)− f(X)) を割り切る.

多項式に関する Chinese Remainder Theorem を用いると, 以下の条件を満たす多項式

b(X) ∈ k[X] が一意に存在します.

b(X) ≡ bi(X) (mod (X − xi)mi), for ∀i, deg Xb(X) <
∑

mi.

よって,

div(a(X)) =
∑

P∈C0

2Pi +
∑

P∈C1

miPi +
∑

P∈C1

miιPi −m′∞.

div(b(X)− Y ) =
∑

P∈C0

tiPi +
∑

P∈C1

siPi +
∑

P∈C, P 6∈supp(D)

miιPi −m′′∞.

(X − xi)mi が N(b− Y ) = b2 + hb− f を割り切るので, si ≥ mi.

もし P = (x, y) ∈ C0 ならば, (X − x) は b2 + hb− f を割り切る.

(b2 + hb− f)′ |X=x

= 2b(x)b′(x) + h′(x)b(x) + h(x)b′(x)− f ′(x)

= b′(x)(2y + h(x)) + (h′(x)y − f ′(x)) (b(X)は定数なので,b′(x) = 0)

= h′(x)y − f ′(x)

6= 0. (Cが非特異曲線であることと,P が specialから 0にならない)

よって ti = 1 となるので,

gcd(a(X), b(X)− Y ) =
∑

P∈C0

Pi +
∑

P∈C1

miPi −m∞.

�
補題 4 a = a(X), b = b(X) ∈ k[C]が, deg Xb < deg Xaかつ a|b2 + bh − f ならば,(a, b)は

半被約因子となる.

(証明) 定理 1 の証明より明らか. �
定義 9 (多項式表現 (Mumford 表現)) C の半被約因子Dは,定理 1の対応により (a(X),

b(X)) で表現される. この表現を 多項式表現 あるいは Mumford 表現という.

つまり, (a(X), b(X))と書いたら以下の因子を表すと定めます.

D = gcd(a(X), b(X)− Y ).
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6 被約因子

定義 10 (被約因子) 半被約因子D =
∑

P∈C
mPP −

(∑

P∈C
mP

)
∞ ∈ Div0(C) が 被約因子で

あるとは, wt(D) =

(∑

P∈C
mP

)
≤ g となることをいう.

定理 2 任意の因子 D ∈ Div0(C) に対し, Dと線型同値な被約因子D1 ∈ Div0(C)が一意

に存在 する.

(証明) (存在) 半被約因子 D′ が D ∼ D′ かつ wt(D′) ≤ wt(D) と仮定します.

もし wt(D′) ≤ g ならば, D′ は被約因子.

wt(D′) > g ならば, 重複度を込めて少なくとも g+ 1個の点P1, P2, · · · , Pg+1 ∈ supp(D)

が存在します. ただし, Pi 6=∞. (a(X), b(X)) を次の因子の多項式表現とします.

P1 + P2 + · · ·+ Pg+1 − (g + 1)∞.

deg Xb(X) ≤ g かつ deg X(b− Y ) = 2g + 1 なので,

div(b(X)− Y ) = P1 + P2 + · · ·+ Pg+1 +Q1 +Q2 + · · ·+Qg − (2g + 1)∞.

D′′ = D′ − div(b(X)− Y ) と置くと D′′ ∼ D とwt(D′′) ≤ wt(D′) がわかります. この操作

を繰り返すことにより, 被約因子が得られます.

(一意性) 二つの被約因子 D1, D2 がD1 ∼ D2 かつ D1 6= D2 と仮定します. D3 ∼ D1−D2

を満たす半被約因子 D3 を考えます. D1 6= D2 なので, ordPD1 6= ordPD2 となる点 P が

存在します. よって, D3 6= 0. 仮定より D1 ∼ D2 なので, div(G) = D3 を満たす G ∈ k(C)

が取れる. ここで, wt(D3) ≤ wt(D1 −D2) ≤ wt(D1) + wt(D2) ≤ 2g となっています. D3

は半被約因子なので, G は a(X) − b(X)Y という形の多項式で表せます. deg Y = 2g + 1

であることと deg (G) = wt(D3) ≤ 2g より, b(X) = 0. よって a(x) = 0を満たす x ∈ k に
対し, P = (x, y) ∈ supp(D3) かつ ι(P ) ∈ supp(D3) が成り立ちます. しかしこれは D3 が

半被約因子であることに矛盾します. よって, 二つの被約因子 D1, D2 が D1 ∼ D2 ならば

D1 = D2 となります. �

7 Mumford 表現に関する加算アルゴリズム

解説 実は, ここで紹介するアルゴリズムよりも高速なアルゴリズムもあります. たとえば

奇標数で種数が 2の場合は, [6]などをご参照ください.

以下のアルゴリズムは, わかりやすさを重視したものです.



暗号理論に向けての因子の加法の計算法 221

入力 2つの半被約因子 D1 = (a1, b1), D2 = (a2, b2).

出力 半被約因子 D = (a, b) ∼ D1 +D2.

Step

1 d1 = gcd(a1, a2), d1 = e1a1 + e2a2.

2 d = gcd(d1, b1 + b2 + h), d = c1d1 + c2(b1 + b2 + h).

3 s1 = c1e1, s2 = c1e2, s3 = c2.

4 d = s1a1 + s2a2 + s3(b1 + b2 + h).

5 a =
a1a2

d2
.

6 b =
s1a1b2 + s2a2b1 + s3(b1b2 + f)

d
(mod a).

定理 3 D1 = (a1, b1), D2 = (a2, b2) を半被約因子とすると, D = (a, b) も半被約因子と

なる.

入力 半被約因子 D = (a, b).

出力 被約因子 D′ = (a′, b′) ∼ D.

Step

1 a′ =
f − bh− b2

a
.

2 b′ = (−h− a) (mod a′).

3 もし deg Xa
′ > gならば, a← a′, b← b′ step 1 に戻る.

4 c を a′ の先頭係数とする. a′ ← c−1a′.

5 D = (a′, b′).

定理 4 任意の半被約因子 D = (a, b) に対し, D′ = (a′, b′)は 被約因子となる.
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代数曲線暗号とその安全性

松尾 和人∗

1 はじめに

本稿では「代数曲線暗号」とその安全性に関する議論を紹介する。代数曲線暗号の研究

者には整数論出身者が多く、また多くの整数論研究者がその中に問題を見出し研究に取り

組んでいる。整数論を学んだ方が新たに代数曲線暗号の研究を始めるときや整数論を専門

とする研究者の方々が関連研究を新たに始めるときに、その研究の暗号学的な背景や意義

を知る手掛かりとなることを意図して書いた。この主旨の下、研究の流れに沿って一本の

筋を通した記述を行った。その結果いくつかの重要な結果について触れることができなかっ

たことに御留意頂きたい。

2 公開鍵暗号と離散対数問題

（代数曲線暗号が含まれる）公開鍵暗号は 1976年にDiffieとHellmanによって提案され

た [12]。このDiffieとHellmanのプロトコルは事前に秘密情報のやりとりをせずに共通鍵

暗号に利用する共通鍵を二者間で共有しようというものである。表 1にDiffie-Hellmanプ

ロトコルを示す。

システム設定

p: 素数, b ∈ F∗p (s.t. 〈b〉 = F∗p)
太郎 花子

鍵ベア生成

秘密鍵設定 Ka ∈ Z/(p− 1)Z Kb ∈ Z/(p− 1)Z
公開鍵計算 K ′a = bKa K ′b = bKb

鍵公開 公開鍵 K ′aを公開 K ′bを公開

共通鍵計算

K = K ′Kab K = K ′Kba

同一の鍵K を共有できた

表 1: Diffie-Hellman鍵共有プロトコル

∗情報セキュリティ大学院大学
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Diffieと Hellmanの提案の後、Rivest, Shamir, Adleman [35]によって RSA暗号・署名

がElGamal [13]によってElGamal暗号・署名が提案された。この中でRSA暗号・署名は

素因数分解の困難性に基づいた暗号プロトコロルであり、Diffie-Hellman, ElGamalは離散

対数問題の困難性に基づいたアルゴリズムである。

「共通鍵計算」の速度がDiffie-Hellmanプロトコルの暗号化速度であるが、これは明ら

かに pに依存する。この計算はKa ∈ Z/(p− 1)Zを整数と看做しKa = (xk−1xk−2 . . . x1x0)2

と 2進展開すればK =
∏

0≤i<kK
′2xi
b と計算され、k = O(log p)よりO(log p)回の Fp-乗算

によって実現される。また、Fp-乗算は（暗号アルゴリズムに利用される）標準的な方法で
はO((log p)2)のビット演算量を必要とする。従って pが大きくなるに連れて暗号化速度が

遅くなりプロトコルの実用性は低くなる。一方、pを小さくとるとK ′a = bKa に対する全

数探索によりKaを知ることが可能となり、K = K ′Kab から誰でも秘密Kを知ることが可

能な（「暗号」としての機能を持たない）プロトコルとなる。従って、pはK が求められ

ない程度に大きくとる必要がある。このKaを求める問題を一般に離散対数問題という。

定義 2.1 (離散対数問題) 与えられた b ∈ F∗p, a ∈ 〈b〉に対し a = bxを満足する x ∈ Z/(p−
1)Zを求める問題を Fp上の離散対数問題という。また、この xを Indbaと書く。

離散対数問題は全数探索により O(p)の Fp-演算で解くことが可能である。現在のとこ
ろ 280程度の手間の掛かる計算は不可能であると考えられているので、もし離散対数問題

の解法として全数探索が最良であるならば、80ビット程度の pを利用すれば安全な暗号

が得られる。しかし、全数探索より効率的な離散対数問題の解法アルゴリズムが存在する

ならば、安全性を確保するためにはより大きな pを選択する必要があり、それを利用した

Diffie-Hellman等の暗号プロトコルの効率が悪くなる。また、もし log pの低次多項式時間

のアルゴリズムが存在した場合には、もはやDiffie-Hellmanプロトコル等を暗号アルゴリ

ズムと呼ぶことは出来ない。

注意 2.1 離散対数問題が解ければDiffie-Hellmanプロトコルを破れるが、離散対数問題を

解かずにDiffie-Hellmanプロトコルを破る方法がないことは示されていない。

3 離散対数問題の解法

前節を受け本節では定義 2.1で与えられた離散対数問題の解法について紹介する。離散対

数問題の解法として全数探索より効率的な方法が 2種類知られている。その一つは square-

root法と呼ばれる方法であり、もう一つは（一般に）より効率的な指数計算法である。こ

こでは、まず square-root法を紹介し、次に指数計算法を紹介する。

3.1 Square-root法

良く知られた square-root法に、Shanks [36]の baby-step giant-step アルゴリズムとPol-

lard [34]の rho法がある。これらのアルゴリズムは同一の漸近計算量を持つがその性質は

大きく異なる。現実的な離散対数問題に対してはメモリー効率の優位性から rho法を用い
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ることが通常である。そこでここでは rho法を紹介する。また、中国の剰余定理を利用し

たこれらのアルゴリズムの効率向上策 [33]が知られているので、これについても紹介する。

3.1.1 Pollardの rho法

Rho法は「誕生日のパラドクス」を利用したアルゴリズムである。誕生日のパラドクス

については例えば [9, Section 5.4.1]を参照されたい。Algorithm 1に rho法の原型を示す。

Algorithm 1 Rho法の原型

Input: p: prime, b ∈ F∗p, a ∈ 〈b〉
Output: x ∈ [0, p− 2] s.t. a = bx

1: i := 0

2: repeat

3: i := i+ 1

4: Choose αi, βi ∈ [0, p− 2] randomly

5: ci := aαibβi

6: until ∃j s.t. 1 ≤ j < i, cj = ci
7: x := (βj − βi)(αi − αj)−1 mod p− 1 /*αix+ βi ≡ αjx+ βj mod p− 1*/

8: Output x and terminate

Algorithm 1のループ回数の期待値は誕生日のパラドクスよりO(
√
p)となる。従ってこ

れの計算量はO(
√
p) Fp-演算であり全数探索と比較し大幅に効率的である。実際、これに

より例えば pが 160ビット程度のとき離散対数問題の解読は 280倍程度高速化することが

見込まれる。

例 3.1 Rho法の原型による離散対数計算の具体例として与えられた p = 47, a = 40, b = 11

に対し a ≡ bx mod pを満足する xを求める。

下表のように i = 1, 2, . . . に対し αi βi ∈ [0, 45]をランダムに選択し ci ≡ aαibβi mod pを

計算していく。

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

αi 35 36 17 9 3 17 16 37 38 39

βi 3 41 15 0 28 14 7 17 25 8

ci 27 43 24 29 30 15 40 6 13 30

表から 10ステップの計算の後 i = 10において計算した結果が 5ステップ目の計算結果

と一致することが判る。従って

aα5bβ5 ≡ aα10bβ10 mod p

であり、

x ≡ β10 − β5

α5 − α10
≡ 21 mod p− 1

を得る。
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注意 3.1 ここで示したアルゴリズムは、テーブルサイズの多項式時間で探索可能なデータ

ベースに全ての (ci, αi, βi)を記録する必要があり、空間計算量O(
√
p)を必要とする。そこ

で通常は「ランダムウォーク関数」を利用して空間計算量をO(1)とした変形が利用され

る。このランダムウォーク関数の選択などについても多くの研究がなされている。これら

については [39]等を参照されたい。

3.1.2 中国の剰余定理の利用

Square-root法は中国の剰余定理によって効率化されることが知られている1[33]。

いま d | p− 1に対し ad = a(p−1)/d, bd = a(p−1)/dとすると、

ad ≡ bxdd mod p

を満足する xdに対し

x ≡ xd mod
p− 1

d

が成立する。適切に選択した十分な数の dに対し square-root法によって xdを求めれば、

中国人の剰余定理（と、場合によってはNewton反復）によって xを求めることが可能で

ある。この方法の詳細については、例えば [37, Section 11.2], [25, Section 3.6.4]を参照さ

れたい。

この方法により離散対数問題に対する square-root法の計算量はO(
√
l)となる。ここで

lは p− 1を割る最大素因数を表す。

3.2 指数計算法

離散対数問題に対して一般に square-root法より効率的な「指数計算法」と呼ばれるアル

ゴリズムが知られている [1]。Algorithm 2にこの指数計算法を示す。

1この手法を全数探索とともに用いることも可能であるが、通常は square-root法とともに用いる。
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Algorithm 2 指数計算法

Input: p: 素数, a, b ∈ F∗p s.t. 〈b〉 = F∗p, s ∈ N s.t. s < p

Output: x ∈ Z/(p− 1)Z s.t. a = bx

1: B := {lj ∈ Z | lj : prime number ≤ s}, n := #B

/*因子基底 (factor base)*/

2: i := 1

3: repeat /*STAGE 1: 対数表の作成*/

4: Choose ri ∈ Z/(p− 1)Z randomly

5: if (bri mod p) =
∏n

j=1 l
ej
j ∈ Z then /*via trial division*/

6: eij := ej for j = 1 . . . n

7: i = i + 1

8: until rank(eij) = n (over Z/(p− 1)Z)

9: Compute Indbli for i = 1 . . . n

10: repeat /*STAGE 2: Indbaの求解*/

11: Choose r ∈ Z/(p− 1)Z randomly

12: until (abr mod p) =
∏n

j=1 l
fj
j ∈ Z /*via trial division*/

13: Output
∑n

j=1 fjIndblj − r mod p− 1 as x and terminate

指数計算法は、まず小さな素数からなる因子基底と呼ばれる集合を決め、次にこの因子

基底の要素に対する対数表を作成する。そして、この対数表を用いて与えられた離散対数

問題を解くものである。以下にこのアルゴリズムの実例を示す。

例 3.2 例 3.1と同様に、与えられた p = 47, a = 40, b = 11に対し a ≡ bx mod pを満足す

る xを求める。まず、因子基底としてB = {2, 3, 5, 7, 11, 13} を選ぶ。そして、Algorithm

2のステップ 4に従い r1 ∈ Z/(p− 1)Zをランダムに選択する。例えば r1 = 9を選択すると

br1 ≡ 38 = 2 · 19 mod pが得られる。しかし、この場合はステップ 5に示された因子基底の

要素による関係が（簡単には）得られないのでこれを破棄し、新たに r1を選択し直す。幾

度かの試行の後に r1 = 42を選択すると br1 ≡ 2 = modpが得られ、因子基底の要素による

関係式が得られたこととなる。同様の試行を n個の関係式が得られる間で繰り返すと、例

えば




1142

113

1129

1111

1131

111




=




2

15

10

39

35

11




=




2

3 · 5
2 · 5
3 · 13

5 · 7
11




=




11Ind112

11Ind113 · 11Ind115

11Ind112 · 11Ind115

11Ind113 · 11Ind1113

11Ind115 · 11Ind117

11Ind1111
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が得られる。この式は指数に関し線形方程式系



42

3

29

11

31

1




=




1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0







Ind112

Ind113

Ind115

Ind117

Ind1111

Ind1113




を満足するので、これを解き小さな素数に対する「対数表」
(

Ind112 Ind113 Ind115 Ind117 Ind1111 Ind1113
)
≡
(

42 16 33 44 1 41
)

mod p− 1

が得られる。次にAlgorithm 2のステップ 10以降を実行し、対数表を用いて与えられた問

題を解く。まず、Algorithm 2のステップ 4に従い r ∈ Z/(p− 1)Zをランダムに選択する。
そして、選択した rに対し abrを計算し、対数表の作成と同様にこれが因子基底の要素に

分解されるまで繰り返す。例えば、r = 33を選択すると ab5 ≡ 40 · 1133 ≡ 12 ≡ 22 · 3 mod p

が得られ、これと対数表から

Ind1140 ≡ 2Ind112 + Ind113− 33 ≡ 21 mod p− 1

を得る。

注意 3.2 Algorithm 2は標準的なものだが、実際には対数表を作成しない変形を用いるこ

とも多い。この方法ついては例えば [37, Chapter 16]を参照されたい。

3.3 指数計算法の計算量

Algorithm 2の計算量は明らかに sの選択に依存する。すなわち、sを小さくとると「関係

式」を得られる確率が低くなり、逆に sを大きくとると、より多くの「関係式」集める必要

が生じ、さらに行列の次数が高くなるので線形代数計算のコストもより大きくなる。sの最

良の設定は素数分布等の知見から得られ、Algorithm 2の漸近計算量はO(Lp(1/2, 2+o(1)))

となる。ここで

Ln(α, β) := exp
(
β(log n)α(log logn)1−α)

である。この記法を用いると rho法の計算量はO(Lp(1, 1/2))となり、指数計算法は rho法

と比較し著しく高速であることが判る。さらに指数計算法に対し多くの改良が行われてお

り、上式においてα = 1/3のアルゴリズムが知られている。このような 0 < α < 1のアルゴ

リズムは準指数時間アルゴリズムと呼ばれる2。Algorithm 2の計算量評価については [37,

Chapter 16]を、指数計算法とその改良についてはこれの他に [10, Section 6.4], [25, Section

3.6.5]とこれらに挙げられている文献を参照されたい。

以上のように離散対数問題に対しては全数探索や square-root法と比較し著しく効率的

なアルゴリズムが知られているため、解読に 280程度の手間を必要とする暗号を離散対数

を利用して構成する場合には 1024ビット程度の pを選択する必要があると考えられてい

る。（より大きな pが必要であるとの推測もある。）
2α = 1が指数時間アルゴリズム、α = 0が多項式時間アルゴリズムである。
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4 離散対数問題の一般化と楕円曲線暗号

以上で見たように、定義 2.1で与えた離散対数問題には準指数時間計算量アルゴリズム

が知られており、近年のコンピュータ能力の指数関数的な進歩が、これを利用した暗号に

とって両刃の剣となった。すなわち、計算速度の急激な向上によって暗号解読時間もまた

急激に短くなり、安全性確保のために問題のサイズを準指数関数的に増加させる必要が生

じ、結果として暗号化速度の面でコンピュータ性能の進歩を完全には享受できないことと

なった。そこで、このようなコンピュータ性能の進歩による性能の劣化が生じない暗号が

要求されることとなった。

定義 2.1で与えた離散対数問題は以下に示すように一般の有限可換群G上の問題として

一般化可能である。

定義 4.1 (離散対数問題) 与えられた有限可換群 G, b ∈ G, a ∈ 〈b〉に対し a = [x]bを満

足する x ∈ Z/#GZを求める問題をG上の離散対数問題という。また、この xを Indbaと

書く。

3.1節で示した square-root法は一般の G上の離散対数問題に適用可能であるが、一方

Algorithm 2に示した指数計算法は一般のG上の離散対数問題に適用可能なアルゴリズム

ではない。従って、square-root法以上に効率的なアルゴリズムが存在しない問題を設定で

きれば、それを用いた暗号は上述の課題を解決できることとなる。このようなGとして有

限体上の楕円曲線の有理点群が知られている。これを用いた楕円曲線暗号は、Miller [27]と

Koblitz [20]によって独立に提案された。特に [27]は指数計算法が楕円曲線上の離散対数問

題 (ECDLP)に対して有効に働かないことを主張している。実際にその後も ECDLPに対

する指数計算法的なアルゴリズムの研究が盛んに行われているが、現在まで一般的且つ効

率的なアルゴリズムは得られていない。一方 [20]は中国の剰余定理を利用した square-root

法に対する耐性が高い曲線の構成法を主旨とした論文となっている。即ち、楕円曲線暗号

では固定された定義体の上においても曲線を選択により#Gが変化するので、適切な選択

により（中国の剰余定理が無意味となる）素数若しくは素数に近い#Gに設定可能である。

与えられた曲線の群位数が計算が可能であればそのような位数を持つ曲線を選択可能であ

り、長い間、曲線の位数計算アルゴリズムは楕円曲線暗号研究の主要課題の一つであった。

多くの研究の結果として現状では暗号に利用するサイズの位数を実用的な時間で計算する

ことが可能となっている。

位数計算を含め楕円曲線暗号全般については近年多数の良書が出版されているのでそれ

らを参照されたい [24, 22, 23, 5, 41, 6, 8]。また、特殊な楕円曲線上の離散対数問題に対す

る効率的なアルゴリズムがいくつか知られているので、これらについてもここに挙げた文

献を参照されたい。

現在では多くの製品に楕円曲線暗号が利用されている。これは同一の安全性を仮定した

場合、有限体上の離散対数問題に基づく暗号や事実上の標準暗号であるRSA暗号と比較し

てより高速な暗号を実現可能となったためである3。また、これには楕円曲線の持つ豊富な

性質を利用した高速化手法に関する研究の寄与も大きい。現在に至るまで高速化に関する

研究は盛んに行われ続けている。高速化の実際に関しては例えば [42]等を参照されたい。
3講演ではこれについても触れたが、本稿ではこれ以上触れない。講演資料 [43]を参照されたい。
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5 超楕円曲線暗号

楕円曲線暗号は強力だが暗号アルゴリズムは突然その価値を失うことが少なくない。そ

こで、新たな暗号アルゴリズムの探求が常に行われている。この観点からKoblitz [21]に

よって楕円曲線暗号の自然な一般化として超楕円曲線暗号が提案された。

以下では種数 gの超楕円曲線Cが

C : Y 2 = F (X),

F (X) = X2g+1 + f2gX
2g + · · ·+ f0 ∈ Fp[X](1)

と定義されているとする。また、C の Jacobianを JC と書く。超楕円曲線暗号は定義 4.1

においてG = JC(Fp)としたものである。効率的な暗号を構成するためにはG上の効率的

な加算アルゴリズムが必要であるが、KoblitzはこれにCantor [7]が陽に示したアルゴリズ

ムを用いた。この加算アルゴリズムを暗号界では「Cantorアルゴリズム」と呼ぶ。Cantor

アルゴリズムは JC(Fp)の要素表現に [29]に記述のある多項式の組による表現を用いてい

る。この表現を最近の暗号界では「Mumford表現」と呼ぶ。

定義 5.1 (Mumford表現) 式 (1)で与えられたCに対し、1. lc(U) = 1, 2. deg V < degU ,

3. U | F − V 2を満足する多項式の組 (U, V ) ∈ (Fp[X])2をJC(Fp)の元のMumford表現と

呼ぶ。

与えられたD =
∑

1≤i≤n Pi − nP∞ ∈ JC(Fp) (Pi ∈ C(Fp))のMumford表現 (U, V )は

U =
∏

1≤i≤n
(X −X(Pi)), Y (Pi) = V (X(Pi))

と上記 3条件から得られる。JC(Fp)の任意の元は degU ≤ gを満足するMumford表現で

一意表現されることが知られている。さらに、

JC(Fp) = {(U, V ) ∈ (Fp[X])2 | lc(U) = 1, deg V < degU ≤ g, U | F − V 2}

と看做すことが可能である。この性質によって（手間のかかる）拡大体上の演算が不要と

なるためMumford表現は暗号実装に向いた表現であるといえる。Cantorアルゴリズムと

Mumford表現の詳細については本報告集の志村氏の報告や [26]を参照されたい。また、偶

数次の超楕円曲線に対するMumford表現とCantorアルゴリズムが [32]に示されているこ

とを付記する4。

#JC(Fp) ≈ pgより、（square-root法より効率的な解読アルゴリズムが存在しないとの仮

定の下で）同一の安全性を持つ楕円曲線暗号と比較し、より小さい定義体上で超楕円曲線

暗号を構成可能であり、プラットフォームによってはより効率的な実装が可能となる。こ

のような利点を有するので、例えば [44]等JC 上の加算アルゴリズムの研究が現在に至る
まで盛んに行われている。実際、Cantorアルゴリズムを用いた超楕円曲線暗号は同一の安

全性を有する楕円曲線暗号と比較し数倍低速であることが知られていたが、多くの研究の

4これまでの処偶数次の超楕円曲線を（攻撃以外に）暗号利用する利点は見出されていない
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結果、楕円曲線暗号とほぼ同一の速度を達成可能なアルゴリズムが知られるようになった。

この種のアルゴリズムは「Harleyアルゴリズム」と呼ばれる。Harleyアルゴリズムについ

ては [8, Chapter 14]とそこに挙げられている文献等を参照されたい。また、[3], [8, Section

14.7]等、より一般の曲線の Jacobian上の加算アルゴリズムの研究も盛んに行われている

ことを付記する。

6 超楕円曲線上の離散対数問題に対する指数計算法

超楕円曲線暗号が提案されて暫くの後、[2]が超楕円曲線上の離散対数問題に対する準指数

時間アルゴリズムを示した。このアルゴリズムは、sより小さい素数に代えて次数がsより小

さい多項式を因子基底とし、Mumford表現に現れる多項式Uが因子基底の要素に分解され

る場合に対して関係式を得るものである。このアルゴリズムの計算量は log p < (2g+1)0.98,

g →∞に対しO(Lp2g+1(1/2, c < 2.181))である。またこのアルゴリズムの改良が研究され、

計算量が pg →∞に対しO(Lpg(1/2, ·)のアルゴリズムが得られている [14]。これらのアル

ゴリズムの出現により種数が 2桁以上の曲線を暗号に利用することは難しくなった。しか

し、これらは超楕円曲線暗号にとっての脅威とは考えられてこなかった。何故ならば、（暗

号応用に対して適切な設定である）gを固定した場合には、これらはいずれも指数時間計算

量のアルゴリズムであり、実際に効果が現れる種数が暗号に利用される曲線の種数より大

きいと考えられたからである。しかし、Gaudry [16]によって上記アルゴリズム低種数曲線

に対する変形が示された。このGaudryアルゴリズムは、指数時間計算量アルゴリズムで

あるものの、ある範囲の種数の超楕円曲線上の離散対数問題に対する計算量が square-root

法より小さいアルゴリズムであり、超楕円曲線の暗号応用に対し現実的な脅威となりうる

ものである。

Algorithm 3にGaudryアルゴリズムを示す。Algorithm 3に示したアルゴリズムは、Al-

gorithm 2との対応を見やすくするために、[16]に示されたアルゴリズムに修正を施したも

のであることに注意されたい。Algorithm 3をAlgorithm 2と比較するとGaudryアルゴリ

ズムが因子基底の選択を除き有限体上の離散対数問題に対する指数計算法とほぼ同一のア

ルゴリズムであることが理解される。以下にAlgorithm 3による離散対数問題解法の具体

例を示す。

例 6.1 与えられた p = 47, a = 40, b = 11に対し a ≡ bx mod pを満足する xを求める。

p = 7とし、Fp上の種数 6の超楕円曲線

(2) C/Fp : Y 2 = X13 + 5X12 + 4X11 + 6X9 + 2X8 + 6X7 + 5X4 + 5X3 +X2 + 2X + 6

を選ぶ。ここでN := #JC(Fp) = 208697であり、これは素数である。以下では

Da = (X6 + 2X5 + 4X4 +X3 + 5X2 + 3, 4X5 + 5X3 + 2X2 + 5X + 4),

Db = (X5 + 6X3 + 3X2 + 1, 3X4 +X3 + 4X2 +X + 3) ∈ JC(Fp)

に対し、Da = [IndDbDa]Dbを満足する IndDbDaを求める。
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Algorithm 3 Gaudryアルゴリズム

Input: C/Fp: 超楕円曲線, Da,Db ∈ JC(Fp) s.t. Da ∈ 〈Db〉, N := #Jc(Fp)
Output: x ∈ Z/NZ s.t. Da = [x]Db

1: B := {Pj ∈ C(Fp) \ P∞ | X(Pj) 6= X(Pi) for i 6= j}, n := #B /*因子基底*/

2: i := 1

3: repeat /*STAGE 1: 対数表の作成*/

4: Choose ri ∈ Z/NZ randomly

5: if [ri]Db =
∑n

j=1 ejP
ej
j −mP∞ then /*via factorization of U*/

6: eij := ej for j = 1 . . . n

7: i = i + 1

8: until rank(eij) = n (over Z/NZ)

9: Compute IndDbPi for i = 1 . . . n

10: repeat /*STAGE 2: IndDbDaの求解*/

11: Choose r ∈ Z/NZ randomly

12: until Da + [r]Db =
∏n

j=1[sj]Pj −mP∞ ∈ Z /*via factorization of U*/

13: Output
∑n

j=1 sjIndDbPj − r mod N as x and terminate

まず、C(Fp) = {P∞, (1, 1), (1, 6), (2, 1), (2, 6), (4, 1), (4, 6)(5, 3), (5, 4), (6, 3), (6, 4)} から
因子基底

B = {(1, 1), (2, 1), (4, 1), (5, 3), (6, 3)}
を選択する。そして、Algorithm 3のステップ 4に従い r1 ∈ Z/NZをランダムに選択する。
例えば r1 = 9343を選択すると、ステップ 5に現れる [r1]Dbは

[9343]Db = (X5 + 6X4 + 6X3 + 5X2 + 6X + 4, X4 +X3 +X2 + 4X + 6)

となる。これの第一多項式はFp上でX5+6X4+6X3+5X2+6X+4 = (X−1)2(X−4)2(X−5)

と 1次式に素因子分解される。従ってこの r1からは関係式が得られる。実際、X
4 +X3 +

X2 + 4X + 6 |X=1= 6, X4 +X3 +X2 + 4X + 6 |X=4= 1, X4 +X3 +X2 + 4X + 6 |X=5= 3

より、

[9343]Db = −[2](1, 1) + [2](4, 1) + (5, 3)

が得られる。これを繰り返すことで、線形方程式系



[9343]Db
[120243]Db
[121571]Db
[120688]Db
[151649]Db




=




−2 0 2 1 0

0 −2 1 1 −2

−1 0 2 −1 −1

2 1 0 2 0

1 0 1 −2 1







(1, 1)

(2, 1)

(4, 1)

(5, 3)

(6, 3)




が得られる。この方程式系を解き対数表
(

IndDb(1, 1) IndDb(2, 1) IndDb(4, 1) IndDb(5, 3) IndDb(6, 3)
)

≡
(

85159 114347 182999 22360 136908
)

mod N
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を得る。

従って、

Da + [105454]Db = (1, 1) + [2](2, 1) + (4, 1)− (6, 3)

であり、

IndDbDa ≡ IndDb(1, 1) + 2IndDb(2, 1) + IndDb(4, 1)− IndDb(6, 3)− 105454 ≡ 45793 mod N

を得る。

以下ではAlgorithm 3の計算量を評価する。評価を必要とするのは#B + 1 = O(p)個の

関係式を得るために必要な計算量と線形方程式系を解くために必要な計算量である。

Algorithm 3のステップ 5, 12は因子類の整数倍算と g次多項式の素因子分解を必要す

る。因子類の加算はO(g2(log p)2)ビット演算を必要とするので整数倍算に必要な計算量は

O(g2(log p)3)である。また、g次多項式の素因子分解に必要な計算量はO(g3(log p)3)ビッ

ト演算である1。従って、これらのステップの実行にはO(g3(log p)3)ビット演算を必要とす

る1。Fp上のモニック g次多項式の数は pgであり、1次式の積に分解するモニック g次多項

式の数は pg/g!であるので、O(p)個の関係式を得るために必要な計算量はO(g!g3p(log p)3)

となる。一方、対数表の作成過程で得られる行列は各行に高々g個の要素を持つ疎行列で

ある。疎行列に対しては効率的なアルゴリズムが知られており [37, Section 19.4]、これを

用いることでステップ 9に必要な計算量はO(gp2(logN)2) = O(g3p2(log p)2)となる。以上

より、Algorithm 3の計算量は

(3) O
(
g!g3p(log p)3 + g3p2(log p)2

)

ビット演算であり、種数 gが十分に小さい範囲で g ≥ 5に対し rho法より漸近的に計算量

が小さい。これはあくまでも「漸近的」な振舞について述べたものであり、暗号に利用さ

れる範囲のサイズの pに対して実際に効果があるとはいえないことに注意されたい。

7 Gaudryアルゴリズムの改良

[16]はAlgorithm 3の計算量削減手法についても言及している。この手法は (3)の 2項を

（pに関して）バランスをとり全体の計算量を削減するものである。実際、因子基底をBの

代わりに#B0 = O(pr), 0 < r < 1を満足するB0 ⊂ Bとすれば、Algorithm 3の計算量は、

（gや log pを無視して）

Õ

(
pg

prg
p+ p2r

)
= Õ

(
pg+(1−g)r + p2r

)

となる。従って、r = g/(g + 1)とすれば、その計算量が Õ(p2g/(g+1))となり、種数 g ≥ 4

に対し rho法より漸近的に計算量が小さいアルゴリズムが得られる。

また、Thériault[40]によってこのアルゴリズムのさらなる改良が行われた。この改良は

素因数分解の標準的な高速化手法として知られる larg prime手法をGaudryアルゴリズム

1暗号応用考慮し、標準的な乗算アルゴリズムを利用することを仮定している。
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に応用したものである。これは、B0の要素による関係式が得られる確率がO(pg(r−1))であ

るのに対して、1個だけB \B0の要素
5を含み他はB0の要素による関係式が得られる確率

がO(p(g−1)(r−1))と高確率であることを利用している。実際、Algorithm 3のステップ 3の

ループを ps回繰り返した後にはB0の要素による関係式がO(psg(r−1))個得られるが、さら

に 1個だけB \ B0の要素を含み他はB0の要素による関係式がO(ps(g−1)(r−1))個得られる

と期待される。これらの関係式の中にはB \B0の同一要素を含む組がO(p2s(g−1)(r−1)−1)組

あると期待されるので、それぞれの組からB \B0の要素を消去することでB0の要素のみ

による新たな関係式が得られる。そしてその数は元々得られていた関係式の数より多い。

そこで、rと sを最適に選択することでGaudryアルゴリズムの計算量が削減される。

さらに、Nagao [30]と Gaudry, Thomḿe, Thériault, Diem [19]によって独立に 2個の

large primeを利用する改良が示された。このアルゴリズムの計算量は

Õ
(
q2− 2

g

)

であり、これが低種数の超楕円曲線上の離散対数問題に対する現在までの最良計算量アル

ゴリズムである。この計算量から種数 gが十分に小さい範囲で g ≥ 3に対し rho法より漸

近的に計算量が小さいアルゴリズムであることがわかる。

このように種数が 3以上の代数曲線上の離散対数問題に対しては漸近計算量が rho法よ

り小さいアルゴリズムが存在するため、これらを暗号利用する際にはその安全性に際し詳

細な議論を必要とするようになった。特に種数が大きい代数曲線については暗号速度を維

持しつつ安全性を確保することが困難であり、事実上暗号利用は不可能である。

注意 7.1 上記のような改良は素因数分解では漸近計算量削減手法ではなく高速化手法であ

るのに対し、超楕円曲線上の離散対数問題に対しては漸近計算量削減手法として働く。更

に large primeを 3個以上含む関係式を利用しても漸近計算量は削減されない。

注意 7.2 ここで紹介したアルゴリズムは超楕円曲線以外の代数曲線上の離散対数問題に対

しても適用可能である。更に、最近になってDiem [11]によって同一種数の超楕円曲線と

比較して次数が小さい平面代数曲線に対するより効率的なアルゴリズムが示された。この

アルゴリズムの計算量は次数 d ≥ 4の平面代数曲線に対して

Õ
(
p2− 2

d−2

)

である。このアルゴリズムの出現により、超楕円曲線以外の高種数代数曲線を暗号に利用

することは困難になった。

8 楕円曲線上の離散対数問題への応用

前節で紹介した攻撃法を拡大体上定義された楕円曲線（や超楕円曲線等）の上の離散対

数問題に適用可能な場合があることがFrey, Gangle [15]によって指摘された。これは、楕

5このような要素を large primeという。
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円曲線のFpk有理点群E(Fpk)を種数 g ≥ kの代数数曲線Cの Jacobianの有理点群JC(Fp)
に埋め込み、JC(Fp)上で前節のアルゴリズムによって離散対数問題を解くものである。こ
の攻撃は「Weil descent攻撃」と呼ばれる。その後、Gaudry, Hess, Smart [18]によって、

この攻撃の陽な（GHS-Weil descentと呼ばれる）アルゴリズムが示され、これについて多

くの研究がなされてきた。これらについては [6, Chapter VIII], [8, Section 22.3]等を参照

されたい。この攻撃が効率的であるためには Cの種数 gが（g = kを満足する等）kに十

分に近い必要があり、どの程度の数の曲線に対し効果があるか等研究課題が多い。このよ

うな状況において、例えば、Fp4上の（暗号に適した）楕円曲線の全てに対しWeil descent

攻撃の計算量が漸近的に rho法より小さいこと等が示され始めている [4]。さらに、高種数

代数曲線Cを介さない方法が最近提案された [17], [31]。これは、因子基底に JC(Fp)を用
いる代わりに

B =
{
P ∈ E(Fp)|X(P ) ∈ Fp

}

を用いて（従って、一般にはB 6⊂ E(Fpk)）、「関係式」を得るために 1変数多項式の素因子

分解を行う代わりに多変数代数方程式系の求解を行うものである。

暗号に利用されるサイズの離散対数問題に対してこれらのアルゴリズムがどの程度の効

果を持つのかについては、現在迄殆ど知見がない状態である。

9 おわりに

本稿では触れることができなかったが、（楕円曲線暗号を含む）代数曲線暗号に関する

最近の研究成果の多くが「ペアリング暗号」に関するものであることを付記する。この分

野は、[45]や [28]等、日本人の研究結果を端緒としている。また、多くの（計算）数論的

な問題を残している分野である。この分野の研究状況については [6, Part 4]や [41, 8]の他

に本スクールの直前に東京で開催された国際会議の proceedings [38] 等を参照されるとよ

いだろう。
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アーベル多様体の有理等分点について

小川 裕之∗

§1 序文

(a) いきなりですが, 定理をひとつ.

定理 1.1 (Mordell-Weil) k を有限次代数体とし, A を k 上定義されたアーベル多様体

とする. このとき, A の k-有理点の全体 A(k) (Mordell-Weil 群) は有限生成アーベル群で

ある.

アーベル多様体について学び始めてすぐに習う定理のひとつと思います. 多様体の有

理点は適当な連立方程式系の解で, 有限個の生成元を求めればすべての解がわかるわけで

す. 例えとして適切ではないかもしれませんが, Pell 方程式の解の全体が二次体の単数群

に関係し, 基本解 (基本単数) から簡単な手続きですべての解が得られることに似ています.

Mordell-Weil 群の生成元を具体的に求めることができるでしょうか. ”アーベル多様体とそ

の点の記述方法”を考え, ”有理点をすべて見つけるアルゴリズム”を作る. 有理数体上の楕

円曲線 (1 次元アーベル多様体) の場合でもまだ完全ではありません. 問いを少し易しくし

て, ”自由部分の階数がどの程度であるか” とか, ”ねじれ部分群としてどの様な群が現れる

か” とか, ”等分点の位数としてどの様な数が現れるか” とか. 自由部分の階数については,

”幾らでも階数の大きな, 有理数体上定義された楕円曲線が存在するだろう” と思われてい

ますが, ”有理数体上定義された楕円曲線の階数は上に有界であろう” と相反する予想もあ

ります. どちらもそれなりに言い分があります. 階数にはあまり深入りせず, Mordell-Weil

群のねじれ部分群について話します.

(b) アーベル多様体の等分点は,類体の構成など重要な対象ですが, 図形的にも面白い. 有

理数体上定義された楕円曲線の場合, 例外点 (exceptional point) というものがありました.

楕円曲線上のある点 P0 から始めて, その点での接線が元の楕円曲線と交わる点 P1 とおく.

P1 での接線が再び楕円曲線と交わる点を P2 とおきます. 以下これを繰り返して, 楕円曲

線上の点を取り続けます. 点の列が周期的になるとき P0 を例外点と言いました. 例外点で

なければ, 楕円曲線上の有理点がどんどん見つかります. 周期の長い例外点を探す過程で,

加法群としての楕円曲線が詳しく調べられました. 各回の操作は楕円曲線の −2 倍写像で,

例外点は等分点に当たります. 例外点の周期の長さの探求は, ”有理数体上定義されたすべ

ての楕円曲線について, 等分の位数は有界か?” (Kubert) という上限予想につながりまし

た. 結局,
∗大阪大学大学院 理学研究科
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定理 1.2 (Mazur) (Springer LNM 601 (1977), 107–148) 楕円曲線 E/Q に対して, Q-有

理等分点全体 E(Q)tors は次の群のいずれかに同型である : Z/nZ (n = 1, 2, 3, · · · , 9,

10, 12) , Z/2Z× Z/2mZ (m = 1, 2, 3, 4)

これら 15 個の群が実際に現れることは具体的に計算すればできますが, これら以外の群

が現れないことを証明するのは非常に大変なことです. Billing-Mahler (J. London Math.

Soc. 15 (1940), 32–43), Ogg (Invent. Math. 12 (1971), 105–111), Mazur-Tate (Invent.

Math. 22 (1973/74), 41–49) らによって, 与えられた自然数が有理等分点の位数として現

れないことを証明する方法が確立されました. Ogg (Bull. Amer. Math. Soc. 81, 1975) が

上の 15 個に限ると予想し, Mazur が証明しました.

(c) 次に向かうべき方向は, 定義体をより大きな次数の代数体に取ることと, 次元の高い

アーベル多様体を扱うことの 2 つ考えられます. 定義体の次数を上げる方向でも, 次の様

に予想されました.

予想 1.3 (楕円曲線の上限予想) 自然数 d にのみ依存する定数 B(d) が存在し, 次が成り

立つ : d 次代数体 k 上定義された楕円曲線 E に対して, E の k-有理等分点の位数は

B(d) を越えない.

Kenku-Momose (Nagoya Math. J. 109 (1988), 125–149) によって, 二次体上定義された

楕円曲線の有理等分点群の取り得る形 (25 個) が得られ, 更に 17 以上の素数位数等分点が

存在しないなら, その 25 個に限ることが示されました. また, 幾つかの素数について, その

位数の等分点が存在しないことも示されました. Kamienny (Bull. Amer. Math. Soc. 23

(1990), no. 2, 371–373 / Invent. Math. 109 (1992), no. 2, 221–229) により, ”二次体上定

義された楕円曲線において, 有理等分点の位数の素因子は 13 以下である” ことが示され,

定理 1.4 (Kamienny-Kenku-Momose) 2次体 k上定義された楕円曲線の有理等分点の

なす群は,次のいずれかに同型である : Z/nZ (n = 1, 2, · · · , 14, 16, 18) , Z/2Z×
Z/2mZ (m = 1, 2, · · · , 6) ,

Z/3Z×Z/3mZ (m = 1, 2 k = Q(
√
−3)) , Z/4Z×Z/4Z (k = Q(

√
−1))

Kamienny は, 二次体のときの流れを踏まえて, ”楕円曲線の有理等分点の素因子は, 定義

体の次数にのみ依存する定数を上限にもつだろう”と, 上限予想より少し弱い予想を考えま

した. Kamienny-Mazur (Astérisque No. 228 (1995), 3, 81–100) は, Kamienny の予想から

上限予想が従うことを示し, d ≤ 8 について Kamienny の予想が成り立つことを示しまし

た. Abramovich (Astérisque No. 228 (1995), 3, 5–17) は, Kamienny-Mazur の方法を精密

化して d ≤ 12 について上限予想が正しいことを示しました. 結局, Merel (Invent. Math.

124 (1996), no. 1–3, 437–449 ) により, d 次代数体について, 楕円曲線の有理等分点の位数

の素因子は (1 + 3d/2)2 以下であることが示されました.

定理 1.5 (Merel) すべての自然数 d に対して, 上限 B(d) が存在する. つまり, 楕円曲

線の上限予想は正しい.

Parent (J. Reine Angew. Math. 506 (1999), 85–116) は, Merel 結果から B(d) の効率的

な上界を与るために, 素数ベキ位数の等分点に関する評価を与えました. 煩雑になります

が, Merel の結果と合わせると, B(d) の具体的な評価式が得られます.
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定理 1.6 (Parent) d 次代数体上定義された楕円曲線について, 有理等分点の位数が pn

(p ≥ 5 は素数) であるなら, pn ≤ 65 (3d − 1) (2d)6 が成り立つ.

(d) アーベル多様体の次元を上げる方向には, 余り多くの結果は得られていません. とも

かく想定されるのは, 次の一般上限予想でしょう.

予想 1.7 (一般上限予想) 自然数 d, g にのみ依存する定数 B(d, g) が存在し, 次が成り立

つ : d 次代数体 k 上定義された絶対既約な g 次元アーベル多様体 A に対して, A の k-

有理等分点の位数は B(d, g) を越えない.

虚数乗法をもつアーベル多様体に限るなら, Silverberg (Contemp. Math. 133 (1992),

175–193) により,

定理 1.8 (Silverberg) アーベル多様体として虚数乗法をもつもののみを考えるとき, 上

限予想は正しい. 特に, 虚数乗法をもつ有理数体上定義された 2 次元アーベル多様体につ

いて, 有理等分点の位数は 185640 を越えない.

一般的には殆ど何も得られておらず, 良し悪しは別にして, 楕円曲線で例外点と言って楽

しんでいたころの様なのんびりした雰囲気にあるようです. 以下, §2 で代数曲線の因子類
群について話します. Torelli の定理により, 3 次元以下の (絶対既約な) アーベル多様体は

非特異完備代数曲線のヤコビ多様体に同型であるので, 代数曲線の因子類群に限定しても

それほど不都合はないでしょう. 一般のアーベル多様体で加法を扱うのはとても大変なの

ですが, 因子類群の加法なら Riemann-Roch の定理を使って, 楕円曲線と同じ感覚で計算

できるでしょう. §3 で位数の高い有理等分点探索の記録について話し, それらのもとになっ

た Leprévost による位数の高い有理因子類を見つける方法を §4 で解説します.

§2 有理因子類

(a) k を有限次代数体とし, k をその代数閉包とする. ガロア群を Gk = Gal(k/k) とおく.

C を k 上定義された非特異完備代数曲線とし, その種数を g = g(C) とする. C の点で生

成された自由アーベル群を C の因子類群 Div(C) という. 任意の因子 D ∈ Div(C) は, C

の各点ごとにまとめた和 D =
∑
eP P (eP ∈ Z) に表すことができる. すべての係数 eP

が非負の因子 D を整因子といい, D ≥ 0 と書く. 因子 D の係数の和 degD =
∑
eP を D

の次数といい, 次数が 0 の因子の全体を Div0(C) と書く. k(C) を C の函数体とする. 有

理函数 ϕ ∈ k(C)× の因子を div(ϕ) と書く. 函数の因子を主因子といい, 主因子全体のな

す群 Div`(C) を主因子群という. 主因子の次数は 0 なので, 主因子群は Div0(C) の部分群

である. Pic0(C) = Div0(C)/Div`(C) を因子類群 (Picard 群) という. 因子 D の属する因

子類を [D] と書く.

(b) 代数曲線 C として k 上定義された物を取ったので, ガロア群 Gk の作用を考えるこ

とができる. これまで単に C の点というときには, 座標が k に含まれるものを考えていた.

点の各座標に Gk を作用させることで, C の点の全体に Gk が働く. この作用で不変な点
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P ∈ C を k-有理点と呼び, k-有理点の全体を C(k) と書く. C への Gk の作用が因子群に

自然に延びる. Gk-不変な因子を k-有理因子といい, k-有理因子の全体を Div(C)(k) と書

く. Div(C)(k) ⊂ Div(C) は Gk-不変な部分群である. 因子の次数はガロア群の作用で変わ

らないので, Div0(C) ⊂ Div(C) も Gk-不変な部分群である. 有理函数の係数への作用によ

り, Gk は函数体にも働く. Gk-不変な有理函数を k 上定義された有理函数といい. k 上定

義された有理函数の全体を k(C) と書く. 任意の σ ∈ Gk に対して div(ϕ)σ = div(ϕσ) が成

り立つので, 主因子群 Div`(C) ⊂ Div(C) も Gk-不変な部分群である. Div0(C) も Div`(C)

も Gk-不変だったので, 因子類群 Pic0(C) = Div0(C)/Div`(C) に自然にガロア群 Gk が作

用する. 実際 σ ∈ Gk, [D] ∈ Pic0(C) に対して, [D]σ = [Dσ] で σ の作用が定まる. Gk-不

変な因子類を k-有理因子類といい, k-有理因子類の全体を Pic0
k(C) とおき, k-有理因子類

群という.

(c) Riemann-Roch の定理より, 種数 g = g(C) が 0 のとき 0 次の因子は主因子になり

(Div0(C) = Div`(C)), 因子類群 Pic0(C) は消える. 以下, 種数は 1 以上とする. 因子類群

Pic0(C) は C のヤコビ多様体 J(C) (の k-有理点全体のなす群) に同型で, Pic0
k(C) はその

k-有理点群 J(C)(k) である. ヤコビ多様体は g = g(C) 次元の k 上定義されたアーベル多

様体なので, Mordell-Weil の定理により k-有理因子類群 Pic0
k(C) は有限生成アーベル群に

なる. 位数が有限の因子類を等分点 (あるいは, ねじれ因子類) といい, 位数が有限の k-有

理因子を k-有理等分点という. Pic0
k(C) のねじれ部分群を Pic0

k(C)tors と書き, k-有理等分

点群という.

(d) 点 P0 ∈ C を任意にとる. C から Pic0(C) への写像 ΦP0 : C 3 P 7−→ [P − P0] ∈
Pic0(C) を (P0 を基点とする) 基準写像という.

Riemann-Rochの定理より,種数が 1なら ΦP0 は単射になる. ΦP0 により C は Pic0(C)に

(部分多様体として) 埋め込まれる. 曲線 C の n 個の対称積を Symn(C) とおく. Symn(C)

は n 次の整因子の全体に等しい. n 次の因子 D0 に対して, 写像 ΦD0 : Symn(C) 3 D 7−→
[D − D0] ∈ Pic0(C) が定義できる. ΦD0 を D0 を基点とする (一般) 基準写像という.

Riemann-Roch の定理より, n ≥ g のとき ΦD0 は全射になる. 特に g = 1 のとき, 基準写

像 ΦP0 : C → Pic0(C) は C からヤコビ多様体 J(C) への代数多様体の同型写像を引き起

こす. ヤコビ多様体 (因子類群) の加法演算が, 基準写像を通して, 種数 1 の代数曲線 C の

上に定義される. C の加法演算における零元は P0 なので, 結局のところ, 種数 1 の代数曲

線 C に零元 P0 を指定することでアーベル多様体 (C, P0) (= J(C) = Pic0(C)) が定まる.

同じ様に, 種数 g の非特異完備代数曲線 C に対して, g 次の (整) 因子 D0 を指定すること

で, 因子類群 Pic0(C) の加法演算を Symg(C) の上に描くことができる. ただし, 種数が 2

以上の場合 ΦD0 は単射でないので因子類の代表としての Symg(C) の元の選び方を指定す

る必要がある. 殆どの点で (余次元 1 以下の部分多様体の和を除いて) 単射なので, 計算機

に載せるのでなければ, あまり神経質にならなくてもちょっと手を動かしてみればすぐに見

分けがつくようになるでしょう. 最も簡単な場合だが, 種数が 2 のものをまとめておく.

命題 2.1 C を種数が 2 の超楕円曲線とし, 無限遠点 ∞ は超楕円対合に関して不変とす
る. 2 次の因子として 2∞ をとると, Φ2∞ は Φ−1

2∞(0) を除いて 1 対 1 に対応する. 更に

Φ−1
2∞(0) = {P + P ′ ∈ Sym2(C)} ' P1 である.
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基準写像を使って, 因子類の代表として次数 g の整因子を取った. 2 点 P , Q ∈ C に対
して, 因子類 [P − Q] をパケットという. 種数が 2 のとき, 因子類の代表としてパケット

を取ることができる. 基準写像は基点の選び方に依存する. パケットで代表を取ると, 基点

の様なものに依存せず, 因子類の点を表せる. 一般の種数 (偶数の方が易しい) に対しても,

パケットの和, あるいは g/2 次の整因子のパケットを考えれば, 基点によらない因子類の

記述ができる.

命題 2.2 C を種数が 2 の非特異完備曲線とし, 写像 Ψ : C × C 3 (P, Q) 7−→ [P −Q] ∈
Pic0(C) を考える. このとき Ψ は全射で, Ψ−1(0) = {(P, P ) ∈ C × C} ' C を除いて 2 対

1 に対応する.

(e) n 次整因子の全体 Symn(C) に自然に Gk が作用する. Gk-不変な n 次整因子の全体

を Symn
k(C) とおく. D0 ∈ Symn

k(C) をとる. 基準写像 ΦD0 : Symn(C) → Pic0(C) につい

て, Symn
k(C) の像は k-有理因子類群 Pic0

k(C) に含まれる.

§3 位数の高い有理等分点探索の記録

ここでは, 定義体は有理数体 Q か 1 変数有理函数体 Q(t) 上定義された非特異完備代数

曲線で, 位数の高い有理等分点をもつものの構成についてまとめます. 一般上限予想 (予想

1.7) で言うなら B(1, g) の下界を与えることになります. 上限 B(1, g) が種数 g に関して

どの様な変動をするか眺めることができるかもしれない. 1 変数つき (Q(t) 上) で考える

のは, 等分点のモジュライ空間に射影直線などの多様体が (Q 上で) 埋め込まれているかど

うかなど, モジュライ空間の様子を垣間見たい. あるいは, ともかく Q 上定義されるもの
をたくさん作って楽しみたい.

一般上限予想では絶対既約なアーベル多様体に限定していますが,楕円曲線の直積など絶

対既約でないものも許せば B(d, g) ≥ B(d, 1)g +O(1)となります. B(d, g)は有理等分点群

に含まれる最大位数の上限なので, 互いに素な有理点を選ぶ必要があるので誤差項 O(1)を

含んでいます. 誤差項の評価を良くすることもできますが,余り意味がないので書きません.

また, 代数体上の楕円曲線の線形制限 (scalar restriction) を考えれば B(d, g) ≥ B(dg, 1)な

どの評価も得られます.

E. V. Flynn (J. Number Theory 36 (1990), no. 3, 257–265) は, Q(t) 上定義された種数

が g の超楕円曲線で位数が 2g2 + g+ 1 の有理等分点をもつものを作りました. 特に g = 2

のとき 2× 22 + 2 + 1 = 11 なので, 有理数体上定義された楕円曲線の有理等分点として現

れない, 位数 11 の有理等分点を得ました.

F. Leprévost (C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math. 313 (1991), no. 7, 451–454 / no. 11,

771–774) は, 有理等分点を作り出すうまい手続きを与え, それを使って種数が 2 のときに

位数 13, 15, 17, 19, 21 の有理等分点をもつ超楕円曲線の 1 パラメータ族を作りました. そ

の手続きを一般種数に拡げ, Leprv́ost (Manuscripta Math. 75 (1992), no. 3, 303–326) は,

種数が g の超楕円曲線で位数が 2g2 + 2g + 1 のものと 2g2 + 3g + 1 のものの 1 パラメー

タ族を作りました. 次節 (§4) でその方法を説明します. 更に Leprévost (C. R. Acad. Sci.

Paris Sér. I Math. 316 (1993), no. 8, 819–821) は, 一つか二つずつですが, 22 ∼ 29 の等
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分点をもつ, 種数 2 の Q 上の超楕円曲線を作りました. これらの幾つかはそのヤコビ多様

体が絶対既約ではないのですが, 29 等分点をもつものは絶対既約になっています. ここで

得られた下限 B(1, 2) ≥ 29 は, B(1, 2) について現在最良のものです.

Ogawa (Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 70 (1994), no. 9, 295–298) は, Leprévost

の方法を真似て, 23 等分点をもつ超楕円曲線の 1 パラメータ族を作りました. 単に作るだ

けでなく問題意識として 2 のことを指摘しました. ひとつはこの節の始めにある絶対既約

の必要性で, もうひとつは, パラメータ族が等分点のモジュライ空間で退化していないこと

を井草不変量を使って確かめることです.

Leprévost (Manuscripta Math. 92 (1997), no. 1, 47–63) は, Q 上で位数が 2g(2g+ 1) の

有理等分点をもつ超楕円曲線と, 2g2 + 5g + 5 の有理等分点をもつ超楕円曲線を作りまし

た. g ≥ 3 では B(1, g) ≥ 2g(2g + 1) が下限として現在知られている最良のものです.

Leprévost (Forum Math. 12 (2000), no. 3, 315–364) は, 絶対既約でないものについて

も, 曲線のヤコビ多様体という条件下でなら自明とは言い切れないことから, 絶対既約のも

のとは区別して有理等分点の位数の評価を問うた. 種数 2 で 63 等分点, 種数 3 で 60 等

分点をもつものを作っています. 絶対既約でない場合は有理等分点群が幾つもの巡回群の

直積に分かれるので, 有理等分点群の位数としては, 種数 2 のとき位数 128, 種数 3 のとき

位数 864 のものが得られています. 2 個の楕円曲線の直積で, 位数が 12 × 7 = 84 の有理

等分点や 10× 9 = 90 の有理等分点をもつものが作れ, 3 個の楕円曲線の直積では, 位数が

12× 7× 5 = 420 や 10× 9× 7 = 630 のものが作れます. 有理等分点群の位数としては g

個の直積で (2× 8)g = 16g のものが作れます. それらが曲線のヤコビ多様体 (に同種) なも

のとして作れるかどうかはわかっていません. 絶対既約などの条件をつけても, 有理等分点

の位数の上限は殆ど同じではないかと思われていますので, これらの数が B(d, g) の値の

目標値になるかもしれません.

§4 Leprèvost の方法

(a) Leprévost は, 位数の高い有理等分点をもつ超楕円曲線を見つける方法を考えました.

楕円曲線のときは因子類群と曲線自身が同型だったので, 各因子類は楕円曲線のある 1 点

に対応していました. 種数が 2 以上のときは因子類の代表として, 曲線上の幾つかの点の

組で表されます. 曲線上の有理点を幾つかとって, うまく組み合わせて適当な位数の有理因

子類を作り出すのが彼のアイディアです.

g ≥ 1 とする. 代数曲線

C : y2 = f(x) = A2(x)− λ xg+1(x− a)g

をとる. ここで A(x) ∈ Q[t] (degA ≤ g), λ ∈ Q とし, f(x) = 0 が重根を持たないようにと

る. このとき C は種数 g の超楕円曲線で, Q-有理点 P0 = (0, A(0)), P1 = (1, A(1)) をも

つ. また f(x) は奇数次なので C は唯一つの無限遠点 ∞ をもつ. このとき ∞ もまた Q-

有理的なので, {P0, P
′
0, P1, P

′
1, ∞} ⊂ C(Q) となる. 因子 D0 = P0 −∞, D1 = P1 −∞ は

ともに Q-有理因子なので, 因子類 [D0], [D1] は Q-有理因子類になる.

命題 4.1 a [D0] + b [D1] = 0 をみたす a, b ∈ Z をとり, ` = (g + 1) b− g a とおく. この

とき `[D0] = 0 が成り立つ.
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この命題を示す. ϕ(x, y) = y − A(x) ∈ Q(C) とおくと,

ϕϕ′ = (y − A(x))(−y − A(x)) = −y2 + A2(x) = λ xg+1(x− 1)g

ここで ϕ(P0) = ϕ(P1) = 0, ϕ(P ′0) 6= 0, ϕ(P ′1) 6= 0 なので,

div(ϕ) = (g + 1)P0 + g P1 − (2g + 1)∞ = (g + 1)D0 + gD1

となる. 因子類で書くと (g + 1) [D0] + g [D1] = 0 となる. よって

` [D0] = ((g + 1)b− g a) [D0] = b(g + 1) [D0]− g a [D0] = −b g [D1]− g (−b) [D1] = 0

が従う.

(b) Leprévost が最初に与えた 13等分点をもつ種数 2の超楕円曲線は, Flynnの方法を真

似て作ったものであった. 有理的な Weierstrass 点で高々 22 位の極をもつ有理函数の全体

の中で, 特定の零点をもつ有理函数を見つける必要があり, 煩雑な計算の後に得られている.

1992年の位数 2g2+2g+1の有理等分点をもつ超楕円曲線は, ` = 2g2+2g+1 = (g+1)2+g2

(a = −g, b = g + 1) に対して上の命題を満たす A(x) ∈ Q[x], λ ∈ Q を与えたものである.

一般の g でも全く同じ計算で, ここでは g = 2 で述べる. 2 × 22 + 2 × 2 + 1 = 13 なの

で, 13 等分点をもつ種数 2 の超楕円曲線が得られる. 計算に必要な有理函数は, 有理的な

Weierstrass 点で高々 5 位の極をもつもので, Flynn の方法の大幅な改良になっているだけ

でなく, 驚くほど簡単に定義方程式が得られる.

a = −2, b = 3, ` = (2 + 1) b − 2 a = 32 + 22 = 13 とおく. A(x) ∈ Q[x] (degA ≤ 2),

λ ∈ Q で, 超楕円曲線 C : y2 = f(x) = A2(x) − λ x3(x − 1)2 の有理因子 D0 = P0 −∞,

D1 = P1 −∞ が −2[D0] + 3[D1] = 0 となるものを与えたい. 超楕円対合で D′0 = P ′0 −∞
とおくと, div(x) = P0 + P ′0 − 2∞ なので, [D′0] = −[D0] となる. 満たすべき条件式は

0 = −2[D0] + 3[D1] = 2[D′0] + 3[D1] = [2P ′0 + 3P1 − 5∞]

と書ける. 有理函数 h で div(h) = 2P ′0 + 3P1− 5∞ となるものを作ればよい. ∞ でのみ 5

位の極をもつ有理函数の全体 L(5∞) を考える. Riemann-Roch の定理より dimL(5∞) =

`(5∞) = 5− 2 + 1 = 4 となる. 座標関数 x は ∞ でのみ 2 位の極をもち, y は ∞ でのみ
5 位の極をもつ. L(5∞) は 1, x, x2, y を基底にもつ. h ∈ L(5∞) なので h = u(x) − y
(deg u ≤ 2) とおける.

div(h h′) = div(h) + div(h)′ = 2 (P0 + P ′0 − 2∞) + 3 (P1 + P ′1 − 2∞) = div(x2(x− 1)3)

なので,

h h′ = µx2(x− 1)3 (µ ∈ Q)

と書ける.

h h′ = (u(x)− y)(u(x) + y) = u2(x)− y2 = u2(x)− A2(x) + λ x3(x− 1)2

だから,

(u(x)− A(x))(u(x) + A(x)) = u2(x)− A2(x) = x2(x− 1)2((µ− λ)x− µ)

を得る. A(x) も u(x) も次数は 2 以下なので, µ = λ である. h = u(x) − y は P ′0 =

(0, −A(0)) と P1 = (1, A(1)) を零点にもつので, u(0) +A(0) = 0, u(1)−A(1) = 0 を満た

す. 従って

u(x)− A(x) = r (x− 1)2 , u(x) + A(x) = s x2 , r s = −λ (r, s ∈ Q)

となる.
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すべてを 1 パラメータつきで取り直して,

λ = 4 t ∈ Q(t) , A(t) = t x2 − (x− 1)2, u(x) = t x2 + (x− 1)2 ∈ Q(t)[x] (r = −2 ,

s = 2t)

とおく. Q(t) 上定義された超楕円曲線

C : y2 = (t x2 − (x− 1)2)2 − 4 t x3(x− 1)2

において, 有理函数 y−u(x) の因子は div(y−u(x)) = 2P ′0 + 3P1− 5∞ である. −2 [D0] +

3 [D1] = 0 なので, 有理因子類 [D0] は 13 [D0] = 0 を満たす.
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1 前書き

この講演ではMumfordのAbelian varieties [Mum]の２章 Algebraic theory via varietiesと
３章 Algebraic theory via schemesについて解説する. 内容はアーベル多様体の純代数的な取
り扱いについてである. これにより基礎体の標数が正の場合にもアーベル多様体が扱える.
さてこの講演のタイトルはMumfordの本の３章の名前だったのだが,２章の内容に重点

をおき紹介する. そういう意味ではタイトルに偽りありである. しかし内容やアイデアを理
解するには２章で十分で, via varietiesといっておきながらも,２章でも scheme論の強力な
定理や道具たちをフル活用するので,抽象代数幾何的方法を味わうには十分である.
この講演では line bundleが頻出し, 内容は line bundleの研究といってもよいので, これ

らに馴染みがないとつらいのだが,よく知られているように複素トーラスの line bundleの
sectionは,複素一意化により theta関数と思える. したがって line bundleやその sectionが
出てきたら theta関数が代数的に登場していると思うと理解の助けになるかもしれない. ま
たこの講演では invertible sheaf と line bundleを同一視する. 実際ほとんどの場合 sheaf と
思っている.
前書きの最後にアーベル多様体の基本文献について述べておく. Mumford [Mum]の他に

は,古典として Lang [L]がよく知られているが,スキームではなくWeilの Foundationの言
葉で書かれている. 現代的な解説としては Arithmetic Geometoryという本の中で, Milneが
書いたもの [Mil1]もよく知られている. また彼の Web pageに Lecture Note [Mil2] もおい
てある ([Mil1]とは異なる.) 最近の本としては Polishchuk [Pol]がある. また Van der Geer
とMoonenが最近アーベル多様体の本を書いており, GeerのWeb pageに書きかけの draft
[GM] (かなりの章が完成しているようにみえる)があり,おもしろい. Mumford [Mum]の他
にこれらも参考にしていただけたらと思う.
前書きの最後に,講演機会をくださった岩手大学の大西良博さんに感謝致します.

∗名古屋大学大学院多元数理科学研究科

247



248

2 アーベル多様体の基本的な性質と Cubeの定理

2.1 アーベル多様体の定義

kを代数閉体とする. k上の完備 (complete, つまり k上 proper)な代数多様体X(integral,
separated, finite type over k)と,群の公理の条件をみたす “２項演算morphism” , “単位元”, “
逆元をとるmorphism”

m : X ×X → X, e ∈ X, i : X → X

が与えられているとき, Xとその演算の組をアーベル多様体という. ここでは２項演算の可
換性は仮定してないが,下ですぐに見るように, 自動的に可換になるので, mを+, eを 0, i
を (−1)X または単に−と書くことにする.
X には群演算があるのでX はもしある一点で non-singularだったら平行移動により他

の任意の点でも non-singular. X は varietyなので必ず non-singularな点はあるから X は

non-singularであることがわかる.
次の基本的な補題を使うと演算も自動的にアーベルになることがわかる. ここでは完備

であることが非常に効いている. これ以外にも完備性 (compact性と思ってよい)は群演算を
もつ多様体に非常に強い制約を与える. たとえばあとでみるようにXは射影多様体になる.

Lemma 2.1 (Rigidityの補題) X を完備代数多様体, Y, Z を任意の代数多様体とする. ここ
でmorphismf : X × Y → Z がある y ∈ Y に対し, X × {y}を一点 z0につぶすと仮定する.
このとき f はある写像 g : Y → Z と projection p2 : X × Y → Y の合成である.

証明 任意の x0 ∈ Xをとって g(y) = f(x0, y)とおく. X × Y の既約性より,これが求める
性質をもつことは f と g ◦ p2が空でない開集合上一致することを示せばよい. U を z0を含

むアフィン開集合とし, このときX の完備性より p2が閉写像であることを使うと, ちょっ
とした集合論的な議論により Y の空でない開集合 V をとって f が写像X × V → U を引き

起こすようにできる. ここで任意の y ∈ V に対し,完備な代数多様体はX ×{y}はアフィン
多様体 U におくられることになるので f |X×{y}は定数写像. これより (x, y) ∈ X × V に対
し f(x, y) = f(x0, y) = g ◦ p2(x, y). �

この補題より,原点を固定するmorphismは必ず群の homomorphismになることがわかる.
実際 f(x+ y)− f(y)− f(x) (正確には f(x · y) · f(y)−1 · f(x)−1と書いた方がよいかもしれ

ない)にRigidityの補題を適用すればよい. 演算がアーベルであることは逆元をとるという
写像は原点を固定するので homomorphismになることからわかる.
これらの性質は簡単に導けたが,たとえば等分点の構造などアーベル多様体の基本的な性

質を導くためには,次の節でみるシーソーの定理やCubeの定理などのツールが必要になる.

2.2 Cubeの定理とその応用

アーベル多様体を研究する上での基本的なツールは次のものがある.
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Theorem 2.2 (シーソーの定理 ) Xを完備代数多様体. T を任意の代数多様体. L をX × T
上の line bundleとする. このとき集合

T1 = {t ∈ T | L |X×{t}は trivial line bundleと同型 }

は T の閉集合. そしてある T1上の line bundle M があって

p∗2M = L |X×T1 .

ここで p2は second projection X × T1 → T1.

Theorem 2.3 (Cubeの定理 ) X , Y を完備代数多様体. Z を任意の代数多様体. x0, y0, z0を

それぞれX, Y, Zの点とする. このときX × Y ×Z 上の line bundle L が trivialになるため
の必要充分条件は次の３つの line bundleがすべて trivialになることである.

L |{x0}×Y×Z , L |X×{y0}×Z , L |X×Y×{z0}

これらの定理の応用としてただちに次のことがわかる.

Corollary 2.4 X を代数多様体, Y をアーベル多様体とし, 3つのmorphism f, g, h : X → Y

を考える. このときL ∈ Pic(Y )に対し,

(f + g + h)∗L ∼= (f + g)∗L ⊗ (g + h)∗L ⊗ (h + f)∗L ⊗ f ∗L −1 ⊗ g∗L −1 ⊗ h∗L −1.

証明 下のダイヤグラムよりX = Y × Y × Y で f, g, hは projectionである場合に示せば
十分.

Y

X
f×g×h // Y × Y × Y

p1

66lllllllllllllll p2 //

p3

((RRRRRRRRRRRRRRR Y

Y

この場合は左辺と右辺の line bundleの商は x0 = y0 = z0を Y のゼロ元として Cubeの定
理の仮定を満たすことがただちにわかる. したがって trivial. �

Remark 2.5 Y が楕円曲線E, X = E×E×E, f, g, hが projectionとし, L が原点がつくる

divisor[0]に対応する line bundle OE([0])とする. このとき上の系はEのWeierstrass σ-関数
に対し,関数

σ(z + y + w) σ(z) σ(y) σ(w)

σ(z + w) σ(y + w) σ(w + z)

がE × E × E上 rational,つまりそれぞれの変数に対し２重周期関数であるというよく知
られた事実に他ならない. (σはL の (定数倍をのぞいて)唯一の global sectionに対応して
おり, line bundleが trivializeされると普通の rational functionになる. )　
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Remark 2.6 この系はいわゆる theta関数の cubical structure というものを与える (Breen
[Br]). また Barsotti, Cristanteの代数的 (ベキ級数)theta関数の理論で本質的な役割を果
たす ( [Bar], [Cri1], [Cri2], [CC]). つまり Y 上の line bundeの sectionから上のようにして
projectionによりY ×Y ×Y 上に引き戻すことで, line bundleを trivializeし, rational function
を取り出す. この 3dimY -変数関数を適当な条件下 (ordinaryなど)で代数的に splitさせて
Y 上の theta関数を取り出す. (Mazur-Tateの p-adic theta関数 [MT]もこのようにして作る
ことができる.)

Corollary 2.7 X をアーベル多様体, nを整数. このときL ∈ Pic(X)に対し,

n∗XL ∼= L ⊗n(n+1)
2 ⊗ (−1)∗XL ⊗n(n−1)

2 .

証明 上の系において, X = Y , f = (n + 1)X , g = 1X , h = (−1)X として (n + 2)∗XL ,
(n+ 1)∗XL , n∗XL に関する 3項間の関係式を得る. n = 0, 1のときは自明だから,帰納法が
成立. �

Intersection theoryや line bundleの degreeの理論と後で示す ample line bundle の存在を
認めると, 上の系からアーベル多様体の n倍写像の degreeが n2dimX であることがわかる.
(degreeはそのmorphismから生じる関数体の拡大の拡大次数.) 実際,Dをampleで symmetric
((−1)∗D = D)なdivisorとする. (たとえばDが ampleなら (−1)∗D+Dは ample symmetric.)
Dは symmetricだから上の系より n∗XL ∼= L n2

がわかる. このとき Intersection theoryから
g = dimX個のDの self-intersectionに関して

(deg nX)(D, . . . , D)X = (n∗XD, . . . , n
∗
XD)X = n2g(D, . . . , D)X .

または line bundleの degreeの理論を使うと,

n2gdeg L = deg L n2

= deg (n∗XL ) = deg nX · deg L .

ample性は (D, . . . , D)X , deg L が zeroでないことを保証する.
n倍写像の degreeが n2gであることがわかると,楕円曲線のときと同じような簡単な議論

でXの n等分点がなす群の構造がわかる. (nのすべての約数 dに関しても degreeが d2gで

あることが効く.)

Theorem 2.8 kの標数を p, dimX = gとおく.
i) deg nX = n2g.
ii) nが pと素ならば, Xn = Ker nX = (Z/nZ)2g.
iii)ある自然数 0 ≤ i ≤ gがあってXpn = (Z/pnZ)i.

次の定理は様々な応用上 (双対アーベル多様体の構成, Weil pairingの構成など)非常に重
要である.
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Theorem 2.9 (正方形定理) X をアーベル多様体, x, y を X の点とする. このとき L ∈
Pic(X)に対し,

T ∗x+yL ⊗L ∼= T ∗xL ⊗ T ∗yL ,

あるいは

T ∗x+yL ⊗L −1 ∼= (T ∗xL ⊗L −1)⊗ (T ∗yL ⊗L −1).

ここで Txは xをたすという平行移動X → X, y 7→ y + x.

証明 系 2.4において, X = Y , f をすべての点を xにおくるという定数写像, gをすべての
点を yにおくるという定数写像, hを identityとして適用すればよい. Tx = id + f に注意. �

ここで次の重要な (抽象群としての)写像を定義する.

Definition 2.10 アーベル多様体X上の line bundle L に対し,写像 φL を次で定義する.

φL : X −→ Pic(X), x 7−→ T ∗xL ⊗L −1.

正方形定理より φL は群の homomorphismになる. φL が自明な写像になるようなL の集

合をPic0(X)とおく. このときやはり正方形定理より φL の像は Pic0(X)に含まれる.

Remark 2.11 楕円曲線Eの場合, L = OE([0])として, linear equivalence ∼に対し

φL : E → Pic0(E) = Div0(E)/ ∼, P 7→ [P ]− [0]の class.

双対アーベル多様体の節で,実は φL : X → Pic0(X)は全射になることをみる. ここでは
まず φL の核の性質を調べる.

Definition 2.12 K(L) = Ker φL = {x ∈ X | T ∗xL ∼= L }

φL は単なる抽象群の写像として定義したので,次は非自明である.

Proposition 2.13 K(L)はXの Zariski閉部分集合.

証明 閉集合であること以外は自明. 閉集合であることはX = T としてX × T 上の line
bundle m∗L ⊗ p∗1L −1に対しシーソーの定理を使えばよい. �

次の命題はアーベル多様体の射影埋め込みを与える.

Proposition 2.14 Dをアーベル多様体の effective divisor. L = OX(D)とおく. このとき次
は同値.

i). Xの部分群H = {x ∈ X | T ∗xD = D}は有限. (divisor classではなく divisorとしての
等号.)

ii). K(L )は有限.
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iii). linear system
|2D| = {D0 | D0は effectiveでD0 ∼ 2D}

は base pointをもたなく, それから誘導されるX → PN (N = dimΓ(X,L ) − 1)は
finite morphism.

iv). L は ample.

Remark 2.15 おおざっぱなイメージとしては, linear system |D|はOX(D)に付随する正則

theta関数の divisorになるものたち. base pointがないとはOX(D)に付随する正則 theta関
数たちは共通零点をもたないということ. したがって Γ(X,L )の基底をつくる theta関数
(section)たちを射影座標にならべて morphism X → PN を作ることができる. (古典的な
theta関数による射影埋め込み.) これらの正確な scheme theoreticな扱いや任意のスキーム
Xに一般化したものはHartshorne §7, Chapter IIにある.

L が ampleとは非常に大雑把にいうと global sectionが十分にあるということ. L が

ampleになるための必要十分条件はある自然数 nがあってL nは base pointがなくそこか
ら誘導されるX → PN が closed immersionになることである (Hartshorne §7, Chapter II.)

証明 iii)⇒ iv)は一般論. Serreの ample性に関するコホモロジカルな判定法により, finite
morphismによる pull backで ample性は保たれるから (Hartshorne, ex 5.7, Chapter III.)

iv)⇒ ii)を示す. 完備代数多様体Xの Zariski閉集合K(L )が有限でないとすると, 0を

含む連結成分 Y は positiveな次元をもつアーベル多様体になる. このときL の Y への制限

LY も ample. Y ⊂ K(L )よりシーソーの定理からm∗LY ⊗ p∗1L −1
Y ⊗ p∗2L −1

Y は trivialであ
ることがわかる. これからLY ⊗ (−1)Y ∗LY も trivialであることがわかる. しかしLY が

ampleだからこの Y の trivial bundleも ample. これは次元が 0でないと起こりえない.
ii)⇒ i)は自明.
i)⇒ iii)を示す. base pointがないことは T ∗xD + T ∗−xD ∈ |2D|をみることでわかる. なぜ

なら任意の u ∈ Xに対し, SuppD ± uは codimension 1なので u± x /∈ SuppDとなる xが

とれる. したがって u /∈ T ∗xD + T ∗−xD. これより basis s1, . . . , sN+1 ∈ Γ(X,L )を PN の座標
にならべて f : X → PN を作れる. つまり f ∗OPN (1) = L で f ∗zi = siとなるように作れ

る. ここで ziは PN の i-座標関数が定める section. f が finiteでなかったとしよう. このとき
X に含まれる曲線 C で f で一点 z ∈ PN につぶれるものがある. ここで任意のD′ ∈ |2D|
に対して, D′は f(D′)が zを含むかどうかに応じて C ⊂ D′または C ∩D′ = ∅である. 実
際, Γ(X,L )の basisの取り方で f : X → PN は単にPN の自己同型だけ違うだけだから,最
初からD′は section s1の zero-divisorとしてよい. このとき x ∈ D′であるための必要十分
条件は f(x)の第一成分が 0である. これから zの第一成分が 0かどうかに応じて C ⊂ D′

または C ∩D′ = ∅である. したがってある x ∈ X に対し, Cと T ∗xD + T ∗−xDは disjointで
ある. (上でみたようにこの形の divisorたちは base pointをもたないから.) Eをこのような
T ∗xD + T ∗−xDの既約成分とする. i)の条件より TxE = Eとなる無限個の xを構成すればよ

い. Xの元でCの 2つの元の差として表されるものに対してはこれが成り立つことを示す.
任意の xに対し, T ∗xEとEは同じ degreeでCに制限しても同じ degreeだが, EとCは交

わらないので degree 0. ところが T ∗xE|C は non-negative divisorなので全体か空集合でなけ
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ればならない. これから任意の xに対し T ∗x (C) ⊂ Eまたは T ∗xC ∩ E = ∅がわかる. ここで
c1, c2 ∈ C, u ∈ Eに対し, u ∈ T ∗u−c2(C) ∩ Eなので T ∗u−c2(C) ∩ Eは空ではなく,したがって
T ∗u−c2(C) ⊂ E. とくに u− c2 + c1 ∈ E. ここで u ∈ Eは任意なので T ∗c1−c2E ⊂ E. 次元と既
約性より T ∗c1−c2E = E. �

Corollary 2.16 アーベル多様体は射影的.

証明 U をXのアフィン開集合とする. Xは完備代数多様体なのでよく知られているよう
に補集合D = X − U は divisorになる. (任意の点P ∈ X − U に対し, U で正則でP では定

義されないような有理関数 (関数体の元)がとれる. したがってこの関数体の元の極 divisor
Dは作り方から P ∈ D ⊂ X − U . したがってX − U は divisorの合併.) Dは ampleにな
ることを示す. 平行移動で 0 ∈ U としてよい. もし T ∗xD = Dとすると T ∗xU = U で 0 ∈ U
だから x ∈ U . したがって完備なK(L )がアフィン開集合 U に含まれることになるので,
K(L )は有限集合でなければならない. ゆえに上の命題から ampleであることがわかる. �

2.3 Cubeの定理の証明

シーソーの定理, Cubeの定理の証明に使われるのは,次の Grothendieckによる上半連続
定理である.

Theorem 2.17 f : X → Y を Noetherスキームの proper morphismとする. またF をX 上

の coherent sheafで Y 上 flatなものとする. このとき次が成り立つ.
a)任意の整数 p ≥ 0に対し,次の関数

Y → Z, y 7→ dimk(y) H
p(Xy,Fy)

は upper-semicontinuous (任意の自然数 nに対し [n,∞) ∩ Zの逆像が閉集合.)
b)関数

Y → Z, y 7→ χ(Fy) :=
∞∑

p=0

(−1)p dimk(y) H
p(Xy,Fy)

は Y 上局所定数.
c)もし Y が reducedかつ connectedならば次の i), ii)は同値.
i) Y → Z, y 7→ dimk(y) H

p(Xy,Fy)は定数関数.
ii) Rpf∗F は Y 上の locally free sheafで,任意の y ∈ Y に対し,自然な写像

Rpf∗F ⊗OY k(y) −→ Hp(Xy,Fy)

は同型. またもしこの同値な条件がみたされるならば任意の y ∈ Y に対し,次も同型

Rp−1f∗F ⊗OY k(y) −→ Hp−1(Xy,Fy).
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シーソーの定理の証明 : 一般に完備代数多様体X とそれ上の line bundle L が trivialに
なるための必要十分条件は

dimk Γ(X,L ) ≥ 1 かつ dimk Γ(X,L −1) ≥ 1.

なぜならば上の条件が満たされると, non-zeroなOX -moduleの homomorphism

ρ : OX −→ L −→ OX
がある. ρによる 1の行き先は OX の non-zero sectionだからX が properなことより定数
(6= 0). これよりこの写像は (non-zeroな)定数倍. 従って上の２つの射は全部同型.
この判定法と上半連続定理より T1が閉集合であることがわかる. 最後のパートは T と T1

を入れ替えて T = T1とすると (ただし T はもはや代数多様体ではなく単なる k上 finiteな
reduced scheme),任意の t ∈ T に対しL |X×{t}は trivialで

dimk(t) H
0(X × {t},L |X×{t}) = 1.

よってやはり上半連続定理よりM = p2∗L は invertible sheafで

M ⊗OT k(t)→ H0(X × {t},L |X×{t})

は同型. L |X×{t}が trivialであることを使うと自然な射 ϕ : p∗2M → L はX × {t}上では
trivial sheafの射OX → OX . この射は global sectionでは上の同型を引き起こすので zeroで
はない. これより任意の t ∈ T に対しϕはX × {t}上では同型. これより中山の補題からϕ

は全射,従って (invertible sheaf間の射なので)同型であることがわかる. �　

Cubeの定理の証明 :

Lemma 1. シーソーの定理より任意の x ∈ X , z ∈ Z に対し, L が {x} × Y × {z}上で
trivialをいえばよい. (シーソーより下図の line bundle M が存在し, L |X×{y}×Z が trivialだ
からM も trivial.)

L

�
��

// ∃M

��
X × Y × Z p13 // X × Z

X × {y} × Z

OO

∼=

77ooooooooooo

Lemma 2. Xは non-singular curveとしてよい.
なぜならばxとx0を結ぶXのcurve C ′をとる. (例えばChowの補題を使ってXがprojective
な場合に帰着し, Bertiniの定理などを使って x, x0を通る超平面でXを切断してC ′を得る.
)　C → C ′を normalizationとすれば写像

{x} × Y × {z} → C × Y × Z → X × Y × Z
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を得る. Step 1よりL |C×Y×Z が trivialを言えばよいから. (C × Y × Z上で Cubeの定理の
仮定も満たされている.)

Lemma 3. Zを z0を含む空でない開集合 Z ′に取り替えてもよい.
シーソーよりL |X×Y×{z}が trivialなるような z達は閉集合だから, Zの既約性より開集合
Z ′を含めば全体 Zに一致するから.

Key idea.　簡単のため (y, z) ∈ Y ×Zに対しL |X×{y}×{z}をL(y,z)と書く. Cubeの定理
を証明するためには, L(y,z0)の自明性からL(y,z)の自明性を導けばよい. (このとき Lemma
1と同じでL 自身が trivialになる.)　方法は上半連続定理で, とくに c)の ii)の部分から
p = 0に対しL(y,z0)とL(y,z) を fibreとして結びつける p23∗L を使って自明性を導きたい.
そのためには p = 0に対し c)の i)が成り立つことを示さないといけないが,これを直接示
すのは難しい. しかし上半連続定理の b)で Euler指標の定数性はわかっているので, もし
L(y,z)の 0次以外のコホモロージが全部消えていれば c)の i)が p = 0で成り立つ. L(y,z)自

身は trivialになると予想されているのでこのような都合のよいことになっていないが,証明
のアイデアはL の無害な twistを考えることでこの状況にもっていくことである.

Step 1. L の twist L ′.
非特異カーブXの種数をgとする. つまりg = dim H0(X,Ω1). このときXの点P1, . . . , Pgで

divisorD =
∑g

i=1 Piに対し, dim H0(X,Ω1⊗OX(−D)) = 0となるものが取れる. (H0(X,Ω1)

の basis ω1, . . . , ωgに対し, Xg = X × · · ·×Xで projection piに対し,

∣∣∣∣∣∣∣

p∗1ω1 · · · p∗1ωg
...

...
...

p∗gω1 · · · p∗gωg

∣∣∣∣∣∣∣
の

supportとして定義されるXgの閉集合の外から (Pi) ∈ Xgを取ればよい. ) p1 : X×Y ×Z →
Xに対しL ′ = L ⊗ p∗1OX(D)とおく. このときL ′は次の性質 1, 2をもつ.
1. z0を含むある開集合 Z ′で,任意の z ∈ Z ′に対しH i(X,L ′

(y,z)) = 0 (i 6= 0).
Xは非特異曲線なので i = 1としてよい. L ′

(y,z0) = OX(D)なので z = z0に対しては,

dim H1(X,L ′
(y,z0)) = dim H0(X,Ω1 ⊗OX(−D)) = 0.

したがって集合F = {(y, z) ∈ Y ×Z | dim H1(X,L ′
(y,z)) ≥ 1}は z0を含まない. 上半連続定

理より F は閉集合だから, Y の proper性とこの F を使ってZの中で dimH i(X,L ′
(y,z)) ≥ 1

となる zを削って,求めたい開集合Z ′を見つけることができる.　
とくに Lemma 3から Z = Z ′としてよい. このとき

2. 任意の (y, z) ∈ Y × Zに対し dimH0(X,L ′
(y,z)) = 1.

なぜならば性質 1,上半連続定理の b)の Euler指標の定数性と Riemann-Rochから

dimH0(X,L ′
(y,z)) = χ(L ′

(y,z)) = χ(L ′
(y0,z0)) = χ(OX(D)) = 1− g + degD = 1.

性質 2より p23 : X × Y × Z → Y × Zに対し, L ′には上半連続定理の c)の ii)が p23∗L
′

は invertible sheafで次は同型.

p23∗L
′ ⊗ k(y, z) −→ H0(X,L ′

(y,z)).
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L(y,z)の自明性を示すということはL ′
(y,z)がOX(D)と同型であることを示すことである.

つまり 1次元べクトル空間H0(X,L ′
(y,z))の非自明 sectionの zero-divisorがDを示すことで

ある.
Step 2. X × Y × Z 上の divisor D̃で D̃|X×{y}×{z} が H0(X,L ′

(y,z))の非自明 sectionの
zero-divisorになるものの構成.
Y × Zの open cover (Ui)で Ui上 invertible sheaf p23∗L

′を trivialにするようなものをと
る. 生成元

σUi ∈ Γ(Ui, p23∗L
′) = Γ(p−1

23 Ui,L
′)

の p−1
23 Ui上の zero-divisorを D̃Uiとする. σUiと σUj はUi ∩ Uj上どこでも消えない正則関数

倍しか違わないから, D̃UiはUiごと張り合ってX × Y ×Z上の divisor D̃を作る. 作り方か
ら D̃のX × {y} × {z}への制限はH0(X,L ′

(y,z))の非自明 sectionの zero-divisorに等しい.

とくに D̃のX × {y0} × {z}, X × {y} × {z0}への制限はD.
Step 2より次を示せば Cubeの定理の証明は完成する.

Final Step. D̃ =
∑g

i=1{Pi} × Y × Z.

ある自然数に対し D̃ =
∑g

i=1 ni{Pi} × Y × Z を示せば, X × {y0} × {z0}への制限より
ni = 1がわかるので, Supp D̃ = ∪i{Pi}×Y ×Zを示せば十分. そのためには任意のP 6= Pi
(i = 1, . . . , g)に対し

S = Supp D̃ ∩ ({P} × Y × Z) = ∅
を示せば, Supp D̃ ⊂ ∪i{Pi} × Y × Z で両方とも pure codimiension 1でX × {y0} × {z0}
への制限を考えれば一致することがわかる. Sが空集合であることは次のようにしてわか
る. Sの projection {P} × Y × Z → Zによる像は Z全体にならない (z0は像に入らない. )
　したがってある Zの codimension 1の閉集合 Ti(i = 1, . . . , m)で S ⊂ ∪mi=1{Pi} × Y × Ti
となるものがある. S が空集合でないとすると両方とも pure codimiension 1であるから

S = ∪ni=1{Pi} × Y × Tiの形. しかし S ∩ ({P} × {y0} × Z) = ∅だから矛盾する. �

Remark 2.18 実は非特異曲線の Jacobi多様体の存在を認めるとCubeの定理は簡単に示せ
る. Xが非特異曲線の場合に帰着させるまでは同じで,このときXの Jacobi多様体をJとお

く. 示したいのはL(y,z)の自明性だが, (y, z) ∈ Y ×Zに対し, L(y,z)を対応させて, morphism
f : Y × Z → J を得る. ( y = y0または z = z0のときL(y,z)は自明で,特に degreeは 0. し
たがって一般の (y, z)に対してもL(y,z)の degreeは 0で,集合論的に射 f が定まる. この集
合論的射が代数多様体のmorphismになるのは Jacobi多様体の重要な性質で自明ではない.
Cubeの定理より難しい?) f({y0} × Z) = 0なので Rigidityの補題と z0での自明性より, f
は 0写像であることがわかる. したがってL(y,z)は trivial.
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3 双対アーベル多様体

アーベル多様体X の双対アーベル多様体とは大雑把にいうと (閉点の集合が)抽象群と
して Pic0(X)に同型なアーベル多様体である. “大雑把に”というのは, これだけでは特徴
づけにならないからである. Pic0(X)に代数多様体としての構造が複数入るかもしれない

し,我々は同型を除いて uniqueに定めたい. とくに標数が正のときは purely inseparable な
isogenyがあるので閉点の構造だけでは同型を除いて uniqueに定めることができない. ここ
で登場するのが Poincaré bundleで, この bundleと組にすることで, 双対アーベル多様体は
同型を除いて uniqueに定まる.

3.1 双対アーベル多様体の定義と性質

Definition 3.1 Xをアーベル多様体とする. 次の性質をもつアーベル多様体 X̂とX × X̂上
の line bundle Pの組 (X̂,P)を考える.

i). 任意の α ∈ X̂に対し, Pの埋め込みX × {α} → X × X̂による pull-backは Pic0(X)

の元で,抽象群としての同型 X̂ ∼= Pic0(X)を引き起こす.

ii). (Rigidity) P|{0}× bX は trivial.

iii). (Universality)任意の normalな代数多様体 S,とX×S上の line bundle K で次の性質

1. 2.をもつものを考える.
1. ある閉点 s ∈ S に対し (従って結果として任意の閉点 s ∈ S に対し), K |X×{s} ∈
Pic0(X).
2. K |{0}×S は trivial.
このとき代数多様体のmorphism f : S → X̂で集合の圏での図式

S //

s 7→ K |X×{s} ''OOOOOOOOOOOOOO X̂

i) の同型
��

Pic0(X)

を可換にし, K ∼= (1X × f)∗Pとなるものがただ一つ存在する.

i), ii)の性質とシーソの定理からこのような組 (X̂,P)は存在すれば同型を除いてただひと

つであることがわかる. X̂をXの双対アーベル多様体, Pを Poincaré bundleという.

Remark 3.2 Xが楕円曲線Eのときは, E自身が双対アーベル多様体で Poincaré bundleは
E × Eの divisor ∆− (E × {0})− ({0} × E)に対応する line bundleである. ここで∆は足

し算m : X ×X → X, (x, y) 7→ x+ yの核. とくにWeierstrass σ-関数に対し,

σ(z + w)

σ(z)σ(w)

はEの Poincaré bundleの section. この関数は本質的に CM楕円曲線の２変数 p-進 L関数

の母関数になることが知られている (cf. [BK]).



258

3.2 双対アーベル多様体の構成のアイデア

L を ample line bundleとする. このとき今まで見てきたように,

φL : X → Pic0(X)

の核は有限群K(L )であった. もしPic0(X)にアーベル多様体の構造が入り, φL が scheme
の射になるなら,核の有限性より φL は isogenyであり,全射であることがわかる. したがっ
て φL の “スキームとしての核”を K̃(L )とすると Pic0(X)は抽象群としてX の有限群ス

キーム K̃(L )による商と同型でなければならない. ここで K̃(L )とK(L )には K̃(L )を

被約化したものがK(L )という関係があるはずである. (位相空間としては同型だが,のっ
ている関数環が無限小レベルで違う.) 双対アーベル多様体はこれを逆手にとって次のよう
に構成する.

i). φL : X → Pic0(X)の全射性を証明する.

ii). 有限群K(L )に適切な有限群スキームとしての構造を入れ,商多様体X/K(L )を構

成する.

iii). これが Poincaré bundleによる双対アーベル多様体の特徴付けをみたすことを示す.

ii)についてだが, もし基礎体 kの標数が 0ならば, すべての isogenyは separable で, 核
はétaleな有限群スキームになる. つまりスキームの構造は忘れて単なる有限群と思ってよ
い (trivialなスキーム構造). とくに K̃(L ) = K(L )であり,欲しい商多様体はX を普通の

有限群K(L )で割ればよいので, ii)の部分は簡単になる.
Mumfordの２章では “有限群”による商多様体の一般論を展開し,双対アーベル多様体を

標数 0の場合に構成している. ３章では,シーソーの定理をスキーム論的に一般化し (無限
小の厚みをつける),単なる集合ではなくK(L )を schemeとして構成する. そして今度は”
有限群スキーム”による商多様体の一般論を展開し,双対アーベル多様体を任意の標数で構
成する. ２章も３章も方法論的にまったく同じで,２章の内容は３章の内容に完全に含まれ
てしまうが,アイデアを理解するためには２章だけで十分で,証明も簡略化される (それが
Mumfordが２章を挿入した理由であろう.) この講演でも２章の内容のみを紹介してきた.
３章を説明するためには,シーソーの定理, Cubeの定理を代数多様体だけでなく,さらにス
キーム論的に無限小の厚みをつける必要がある.

3.3 φL の全射性

アーベル多様体X に対し, 次が命題が成り立つことはシーソーの定理や Cubeの定理か
らただちにわかる.

Proposition 3.3 i). L ∈ Pic0(X)⇐⇒ m∗L ∼= p∗1L ⊗ p∗2L on X ×X .

ii). 任意のスキームSと f, g : S → XとL ∈ Pic0(X)に対し, (f + g)∗L ∼= f ∗L ⊗ g∗L .

とくに n∗XL ∼= L n.
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iii). Sを任意の代数多様体. s1, s2 ∈ Sとする. このときX × S上の任意の line bundle L

に対し,
Ls1 ⊗L −1

s2 ∈ Pic0(X).

ここで Ls = L |X×{s}. つまり一つの fibreで Pic0(X)の元ならほかの fibreでもそう
である.

Proposition 3.4 L ∈ Pic0(X)に対し,もしL がnon-trivialならば,任意の iに対しH i(X,L ) =

0.

証明 H0(X,L )がゼロでなかったとすると non-trivialな global sectionの divisor Dを考え
るとDは non-negativeでL = OX(D). ここで

OX ∼= L ⊗L −1 ∼= L ⊗ (−1)∗L

だから non-negative divisor D + (−1)∗XDが 0に linealy equivalentになるのでD = 0. L が

non-trivialに矛盾. 写像 s1 : X → X ×X, x 7→ (x, 0)を考えるとm ◦ s1は恒等写像で,

H i(X,L ) H i(X ×X,m∗L )
s∗1oo H i(X,L )

m∗oo

も恒等写像. ところがm∗L ∼= p∗1L ⊗ p∗2L (前命題)よりKünneth formulaを使うと

H i(X ×X,m∗L ) ∼= H i(X ×X, p∗1L ⊗ p∗2L ) ∼=
∑

k+l=i

Hk(X,L )⊗H l(X,L ).

帰納法を使えばこの群は 0としてよい. よって恒等写像がゼロ写像を引き起こすことにな
りH i(X,L ) = 0. �

Theorem 3.5 L をアーベル多様体Xの ampleな line bundleとする. このとき任意のM ∈
Pic0(X)に対して,ある x ∈ Xがあって

M ∼= T ∗xL ⊗L −1

とかける. つまり φL は全射.

証明 アイデアはX ×X上の line bundle

K = m∗L ⊗ p∗1L −1 ⊗ p∗2L −1 ⊗ p∗2M−1

のコホモロジーをみることである. 定義から任意の x ∈ Xに対し,

K |{x}×X ∼= T ∗xL ⊗L −1 ⊗M−1, K |X×{x} ∼= T ∗xL ⊗L −1.

このとき２つの projection X ×X → Xに関する Lerayスペクトル系列

H l(X,Rkp1∗K ) ⇒ Hk+l(X ×X,K ),
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H l(X,Rkp2∗K ) ⇒ Hk+l(X ×X,K )

を考える. もしこの定理の主張が正しくないとするとK |{x}×Xは常に non-trivialになる. し
たがって前命題よりK |{x}×X のすべてのコホモロジーは消える. よって上半連続定理より
Rkp1∗K の fibreはすべて trivialで, Rkp1∗K 自身が trivialになる. これより最初のスペクト
ル系列からすべての kに対しHk(X ×X,K ) = 0. つぎに同様の議論で

Supp(Rkp2∗(K )) ⊂ K(L )

がわかる. K(L )は有限集合だから２番目のスペクトル系列から

⊕x∈K(L ) R
kp2∗(K )x ⊂ Hk(X ×X,K ) = 0.

これから全て xに対し, Hk(X,K |X×{x}) = 0. しかしK |X×{0}は trivialだから non-trivial
な global sectionをもつので矛盾. �

3.4 双対アーベル多様体の構成

φL は全射であることがわかったので, ample line bundle L に対し, X の有限群による
K(L ),X/K(L )は抽象群としてPic0(X)と同型になることがわかった. したがってPic0(X)

にアーベル多様体としての構造をいれることができた. しかし双対アーベル多様体の構成
のアイデアでのべたように,一般にはこれが双対アーベル多様体 X̂であるとは期待できな

い. もし基礎体の標数が 0ならばそうであると期待できるのであった. 以下では基礎体の標
数は 0として, Poincaré bundleの構成とX/K(L )が双対アーベル多様体になることをみる.

3.4.1 Poincaré bundleの構成

X̂ = X/K(L )とおき, 自然な projection X → X̂ を πとおく. このとき容易にわかるよ
うに Poincaré bundle P が存在するならば, Pの

X ×X 1×π // X × X̂

による pull-backは
M := m∗L ⊗ p∗1L −1 ⊗ p∗2L −1

でなければならない. これよりX ×Xへの有限群 {0} ×K(L )の作用をM に自然にのば

して商M /{0} ×K(L )をPとおけばよいことがわかる.
一般に有限群GのXへの作用をX上の line bundleに自然にのばすことはできないが (た

とえばGがいわゆるMumfordの theta群だったら ample symmetric line bundleに作用をの
ばすことができるというのがMumfordの theta理論の核心で,まったく自明でない),しかし
ながらこのM には次のようにして {0} ×K(L )の作用をのばせる. 作用をのばすために
は任意の a ∈ K(L )に対し, canonicalに同型 T ∗(0,a)M

∼= M を与えてあげればよい. (いい
加減にあたえると作用の結合性などが成り立たなくなる.) a ∈ K(L )より同型 T ∗aL ∼= L
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が存在するので,このような同型 faをひとつとって固定する. faの取り方には定数倍の曖
昧さがあることに注意しておく. そして同型

T ∗(0,a)M
∼= m∗T ∗aL ⊗ p∗1L −1 ⊗ p∗2T ∗aL −1 ∼= m∗L ⊗ p∗1L −1 ⊗ p∗2L −1 = M

を考える. ここで最初の同型は canonicalで２番目は fa⊗ id⊗ f⊗−1
a である. faは constant倍

の自由度があるが,この同型は faと f⊗−1
a が constant倍の曖昧さを打ち消し合って faの取り

方に依存しなく canonicalである. この canonical同型 T ∗(0,a)M
∼= M を使って {0} ×K(L )

のM への作用が定まる. 　

さて基礎体の標数が 0のときはこのようにしてできた組 (X̂,P)が実際に双対アーベル

多様体を特徴づける性質をもつことを示そう. 特徴付けの性質のうち, iii)のUniversalityの
みが非自明である. 実際正標数のときはこれが成り立つとは限らず,この組は双対アーベル
多様体を定めない. しかし標数 0という仮定をつけるとこれが成り立つ. 特徴付けの ii)と
同じ記号を使う.
アイデアは欲しい f : S → X̂のグラフ Γ = {(x, f(x)|x ∈ S} ⊂ S × X̂に注目することで

ある.

Γ ⊂ S × X̂
p1

zzuuuuuuuuuuu
p2

$$JJJJJJJJJJ

S X̂

もし欲しい f があったとすると (集合論の圏ではあるので), Γの見当はつき,幾何的に構成
できる. つまりX × S × X̂上の line bundle E = p∗12(K )⊗ p∗13(P−1)に対して

Γ := {(s, α) ∈ S ×X | E |X×{(s,α)}は trivial }

とおけばシーソの定理よりこれはZariski閉集合で,集合論的には存在する fのグラフになっ

ていることがわかる. よってスキームの間の射である p1は集合論的に Γと Sに bijectionを
引き起こす. ここで標数が 0を使うと,これはΓとSの (代数多様体の射としての) birational
equivalenceであることがわかる. (標数が 0を使うのはここのみ!) ここで Sは normalだか
ら Zariski の主定理より, p1は Γと S の代数多様体としての同型を引き起こすことがわか

る. よってこの逆写像を p−1
1 とすれば欲しい f を p2 ◦ p−1

1 として得る. ほかの主張はシーソ
の定理をつかって容易に証明できる.

標数が pのときは, K(L )に適切なスキーム構造を入れた後,同様に双対多様体を定義し,
Universalityも上と同様にグラフΓを考えてまったく同様な方針で証明される. しかし p1が

Γ上で同型であることを示すのはテクニカルにずっと困難になる. Mumfordの本ではその
過程で次の重要な事実も証明される.

Proposition 3.6

H i(X × X̂,P) =

{
0 (i 6= g),

1次元ベクトル空間 k (i = g).
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4 Riemann-Rochの定理と直線束のコホモロジー
Theorem 4.1 (Riemann-Roch) L をアーベル多様体X の line bundle OX(D)とする. この
とき

χ(L ) =
(Dg)

g!
, χ(L )2 = deg φL .

ここで (Dg)は g個のDの self-intersection number.

証明 まずL1⊗L
−1

2 ∈ Pic0(X)ならば, χ(L1) = χ(L2)である. これはPic0(X)はPによ

りパラメータづけられ,上半連続定理よりオイラー指標は fibreで constantであることから
わかる. したがってオイラー指標の計算はmodulo Pic0(X)ですればよい. 任意の line bundle
は symmetricな bundleとPic0(X)の元の積としてかけるので, L は symmetricとしてよい.
このとき Corollary 2.7より任意の整数 nに対し, n∗XL = L n2

で,

χ(L n2k) = χ(n∗XL k) = deg nX · χ(L k) = n2gχ(L k).

いま χ(L k)は kに関する多項式 (Hilbert polynomial)なので,

χ(L k) = constant× kg

の形でなければならない. よって χ(L k) = a(L ) · kg/g!とおいて, a(L ) = (Dg)を示せば

よい. 任意の line bundleは適当な very ample line bundle (sectionたちをならべてできる射
影空間への写像が閉埋め込みを定義するような bundle) L1, L2を使ってL = L1 ⊗L −1

2

と書ける. ここである多項式 P (x, y)があって P (n1, n2) = χ(L n1
1 ⊗ L n2

2 ) とかけること

と, intersection numberの線形性を使うと, ちょっとした議論により, 結局 very ampleなL

について証明すればよいことがわかる. このときはL の global section σ0, . . . , σgを使って

morphism φ : X → Pgを作ることができる. その際, σ1, . . . , σgを適当に取り替えてそれら

の zero-divisorが transversalに交わるようにできる. したがってこれらの divisorの交わりは
異なる (Dg)個の点である. とくに点 (1 : 0 : · · · : 0) ∈ Pgの φによる逆像は (Dg)個の点で

あり, deg φ = (Dg)である. 一方

a(L ) · k
g

g!
= χ(L k) = χ(φ∗OPg(k)) = deg φ · χ(OPg(k)) = deg φ · k

g

g!
.

�

Proposition 4.2 L をアーベル多様体X の ample line bundleとする. このときある非負整
数 i0があって, i 6= i0ならばH i(X,L ) = 0. またH i0(X,L ) 6= 0.

証明 Proposition 3.6ではPのコホモロジーを計算したが,そこから標準的な議論でm∗L ⊗
p∗1L

−1 ⊗ p∗2L −1のコホモロジー (second projectionによる higher direct image)を計算でき
る. これから

dim H i(X × X̂,m∗L ⊗ p∗1L −1) =

{
0 (i 6= g),

deg φL (i = g).
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hi(L ) = H i(X,L )とおくと, Künneth formulaより

q∑

i=0

hi(L )hq−i(L −1) =

{
0 (q 6= g),

deg φL (q = g).

主張はこのことから従う. �

Corollary 4.3 J を non-singular curve C の Jacobian. Θを C の theta divisor とする. この
とき

dim Γ(J,OJ(nΘ)) = ng.

証明 divisor nΘは effectiveなので global sectionをもつ. よって前定理よりコホモロジー
はH0のみ zeroでない. したがって Riemann-RochよりH0の次元は (Θg)を計算すればわ

かる. しかし (Θg) = g!であることが知られている.　 �
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超楕円曲線のヤコビ多様体の形式群

西来路文朗∗

0 序文

本稿では第 1 節において, 形式群の本田理論とQ上の楕円曲線の形式群への応用につい
て述べる. また, 第 2節においては, Freijeの結果と筆者の結果を中心に, ヤコビ多様体の形

式群に関する結果について述べる.

1 形式群の本田理論とその応用

形式的べき級数の諸性質や形式群の定義を振り返った後, 標数 0 の体上の形式群が加法

群に同型であることを示す. そして, p 進整数環上の形式群の本田 [8] による分類理論につ

いてまとめる. 具体例を与えた後, 楕円曲線の形式群に関する本田の定理を紹介する.

1.1 形式的べき級数

R を可換環とする. n を自然数, x1, . . . , xn を変数とし, x を列ベクトル t(x1, . . . , xn) と

おく. 自然数 m に対し, xm := t(xm1 , . . . , x
m
n ) とおく. n 変数形式的べき級数環を R[[x]]

とあらわす. また, R[[x]] の元を成分とする m 次列ベクトル t(ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) 全体を

R[[x]]m とあらわす.

R[[x]]m の 2 元 ϕ(x), ψ(x) が次数 d で合同とは, ϕ(x)− ψ(x) の各成分ϕj(x)− ψj(x)

が全次数 d− 1 以下の項を含まないことをいい,

ϕ(x) ≡ ψ(x) mod deg d

とあらわす. 関係 mod deg d は同値関係である.

R[[x]] において, mod deg 1 で 0 に合同な元全体を R[[x]]0 とあらわす.

R[[x]]0 = {ϕ(x) ∈ R[[x]] | ϕ(0) = 0}

が成り立つ. y = t(y1, . . . , yn) とする. R[[y]]n の元 ψ(y) とR[[x]]n0 の元 ϕ(x) に対し, yi
に ϕi(x) を代入することができ, 合成 (ψ ◦ ϕ)(x) が定義できる.

∗広島国際大学, Email : sairaiji@it.hirokoku-u.ac.jp

265



266

R[[x]]n0 の元 ϕ(x) に対し,

(ϕ ◦ ψ)(x) = (ψ ◦ ϕ)(x) = x

を満たす R[[x]]n0 の元 ψ(x) が存在するとき, ϕ(x) は可逆であるという. このとき, ψ(x)

は一意的に定まる. ψ(x) を ϕ−1(x) とあらわす.

命題 1.1 (形式的陰関数定理 cf.eg. [1] IV35). x = t(x1, . . . , xm), y = t(y1, . . . , yn)とし,

F (x,y) = t(F1(x,y), . . . , Fn(x,y)) を R[[x,y]]n0 の元とする.

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

∈ GLn(R)

ならば, R[[x]]n0 の元 ϕ(x) がただひとつ存在し,

F (x, ϕ(x)) = 0

を満たす.

命題 1.2 (形式的逆関数定理). x = t(x1, . . . , xn) とする. R[[x]]n0 の元 ϕ(x) が可逆である

ための必要十分条件は,

ϕ(x) ≡ Px mod deg 2

を満たす GLn(R) の行列 P が存在することである.

証明 必要条件であることは明らか. 十分条件であることを示す. y = t(y1, . . . , yn) とし,

F (x,y) := x− ϕ(y) とおく. F (0, 0) = 0 だから, F (x,y) ∈ R[[x,y]]n0 であり, また,

[
∂Fi
∂yj

(0, 0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

= −P ∈ GLn(R)

が成り立つので, 形式的陰関数定理より, R[[x]]n0 の元 ψ(x) が存在し,

F (x, ψ(x)) = x− ϕ(ψ(x)) = 0

が従う. したがって, ϕ(x) は可逆である.

1.2 形式群

定義 1.3 (形式群). x := t(x1, . . . , xg), y := t(y1, . . . , yg) とする. R[[x,y]]g0 の元 F (x,y)

がR 上定義された (g 次元可換)形式群とは, 以下の 3 条件を満たすことをいう.

(1) F (x,y) ≡ x+ y mod deg 2,

(2) F (F (x,y), z) = F (x, F (y, z)),
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(3) F (x,y) = F (y,x).

命題 1.4. F (x,y) を R[[x,y]]g0 の元とする. 定義 1.3の条件 (2) の仮定のもと, 定義 1.3の

条件 (1) は,

(1)′ F (x, 0) = x, F (0,y) = y

と同値である.

証明 (1)′ ⇒ (1) は明らか. (1)⇒ (1)′ を示す. 条件 (2) において, y = z = 0 として,

(1.1) F (F (x, 0), 0) = F (x, F (0, 0)) = F (x, 0)

が成り立つ. ϕ(x) := F (x, 0) とおくと, ϕ(x) ∈ R[[x]]g0であり, 条件 (1)より,

[
∂ϕi
∂xj

(0)

]

1≤i≤n
1≤j≤n

= Ig ∈ GLg(R)

が成り立つ. ただし, Ig は g 次単位行列とする. したがって, F (x, 0) は可逆であり, (1.1)

式より,

F (x, 0) = x

を得る. F (0,y) = y についても同様である.

定義 1.3 の条件 (1)-(3) はそれぞれ, 群の公理における, 零元の存在, 結合則, 可換則に対

応する. また, 形式的陰関数定理により, 次の命題 1.5 が成立する. 命題 1.5 は群の公理の

逆元の存在に対応する.

命題 1.5. F (x,y) を R 上の g 次元形式群とする. このとき, R[[x]]g0 の元 [−1]F (x) がた

だひとつ存在し,

F (x, [−1]F (x)) = 0, [−1]F (x) ≡ −x mod deg 2

を満たす.

例 1.6 (形式群). R 上の 1 次元形式群の例をあげる.

(1) Ĝa(x, y) := x + y は R 上の形式群である. 加法群と呼ばれる.

(2) Ĝm(x, y) := x + y − xy は R 上の形式群である. 実際,

1− Ĝm(x, y) = (1− x)(1− y)

より,

1− Ĝm(Ĝm(x, y), z) = (1− x)(1− y)(1− z) = 1− Ĝm(x, Ĝm(y, z))

が成り立つ. Ĝm(x, y)は乗法群と呼ばれる.
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(3) Ft(x, y) := (x+ y)/(1− xy)はR上の形式群である. 形式群 Ft(x, y)は

tan(x+ y) = Ft(tan x, tan y)

を満たす.

(4) 2 ∈ R∗ と仮定する. Fs(x, y) := x
√

1− y2 + y
√

1− x2 は R 上の形式群である. 形式

群 Fs(x, y) は

sin(x+ y) = Fs(sin x, sin y)

を満たす.

注意 1.7. T : x2 + y2 = 1 とおく. 乗法 (x1, y1)⊗T (x2, y2) := (x1x2− y1y2, x1y2 + x2y1) に

より, T は R 上のアフィン代数群になる. y/x, y は T の単位元 (1, 0) における局所変数で

あり, これらの局所変数により T の乗法を展開すると, 例 1.6 (3), (4) の形式群が得られる.

問題 1.8. s(u) をレムニスケートサインとする. このとき, レムニスケートコサインは,

c(u) =

√
1− s2(u)

1 + s2(u)

と表され, レムニスケートサインの加法公式は

s(u+ v) =
s(u)c(v) + s(v)c(u)

1− s(u)s(v)c(u)c(v)

となる. この加法公式から, Z[2−1] 上の形式群 Fl(x, y) が得られる. (問題 1.28に続く. )

F (x,y), G(x,y) を R 上の g 次元形式群とする. ϕ(x)をR[[x]]g0 の元とする.

定義 1.9. ϕ(x) が F (x,y) から G(x,y) へのR上の準同型であるとは,

ϕ(F (x,y)) = G(ϕ(x), ϕ(y))

を満たすことをいう. さらに, 可逆な準同型を弱同型といい, ϕ(x) ≡ x mod deg 2 を満た

す弱同型 ϕ(x) を強同型という.

R 上の形式群において, R 上の弱同型の存在, R上の強同型の存在は, 同値関係となる.

それぞれ,

F (x,y) ∼R G(x,y), F (x,y) ≈R G(x,y)

とあらわす.

例 1.10 (形式群の自己準同型). F (x,y) を R上の g 次元形式群とする.
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(1) 非負整数 n に対し, [n]F (x) ∈ R[[x]]g0 を,

[0]F (x) = 0, [n]F (x) = F (x, [n− 1]F (x)) (n > 0)

により帰納的に定義し, 負の整数 n に対しては, 命題 1.5の [−1]F (x) を利用して,

[n]F (x) = [−1]F ◦ [−n]F (x) (n < 0)

と定義する. [n]F (x) は F (x, y) の自己準同型になる. n 倍自己準同型という.

特に,

[n]Ĝa(x) = nx, [n]Ĝm(x) = 1− (1− x)n

が成り立つ.

(2) R = Fq と仮定する.

F (x,y)q = F (xq,yq)

となるので, xq は F (x,y) の自己準同型になる. Frobenis q 乗自己準同型と呼ば

れる.

例 1.11 (形式群の準同型). (1) Q ⊂ R と仮定する. f(x) := − log(1 − x) は, 乗法群

Ĝm(x, y) から加法群 Ĝa(x, y) へのR 上の強同型である. 実際,

− log(1− x)(1− y) = − log(1− x)− log(1− y)

より,

f(Ĝm(x, y)) = Ĝa(f(x), f(y))

が成り立つ.

(2) Q ⊂ R と仮定する. 例 1.6 (2)(3)より, tanx, sin xはそれぞれ, 加法群 Ĝa(x, y)から,

Ft(x, y), Fs(x, y)へのR上の強同型である.

(3) 2 ∈ R∗と仮定する. tan(arcsin x) = x/
√

1− x2だから, x/
√

1− x2は Fs(x, y)から

Ft(x, y)へのR上の強同型である.

(4) 2 ∈ R∗, i ∈ Rと仮定する. 1−
√

1− x2 − ixは Fs(x, y)から Ĝm(x, y)への弱同型で

ある.

注意 1.12. 例 1.11 (3) は代数群 T : x2 + y2 = 1の単位元 (1, 0)における 2つの局所変

数 yと y/x の変数変換を表している. また, 例 1.11 (4) は Tから乗法群 Gm への準同型

(x, y) 7→ x+ yiに対応している.

次の命題により, 標数 0の体上の任意の形式群は, 加法群 Ĝg
a(x,y) = x + y と強同型と

なる.

命題 1.13 (cf. e.g. [8], Thm. 1). Q ⊂ Rと仮定する. このとき, R上の任意の g次元形

式群 F (x,y)に対し, F (x,y)から Ĝg
a(x,y)への強同型 f(x)が一意的に存在する.



270

定義 1.14. 命題 1.13において, 強同型 f(x)を F (x,y)の変換子という.

注意 1.15. f(x)を形式群 F (x,y)の変換子とするとき,

(1.2) f(F (x,y)) = Ĝg
a(f(x,y)) = f(x) + f(y)

が成り立つ. f(x)は可逆だから,

F (x,y) = f−1(f(x) + f(y))

が成り立つ. 形式群 F (x,y)は 2g変数であるが, g変数の変換子 f(x)を用いて表される.

注意 1.16. f(x)を形式群 F (x,y)の変換子とする. (1.2)式の両辺を xで全微分すると,

g∑

j=1

g∑

k=1

∂fi
∂xk

(F (x,y))
∂Fk
∂xj

(x,y)dxj =

g∑

j=1

∂fi
∂xj

(x)dxj

が成り立つ. すなわち,
g∑

j=1

∂fi
∂xj

(x)dxj

は, 右移動 x 7→ F (x,y)に対する不変微分である.

kを代数体とし, Okを kの整数環とする. pをOkの素イデアルとし, Opで p進完備化を

あらわす. 命題 1.13により, 次のHasseの原理が成り立つ.

系 1.17. (1) F (x,y)を k上の形式群とする. F (x,y)がOk 上定義されるための必要十
分条件は, すべての pに対し F (x,y)がOp上定義されることである.

(2) F (x,y), G(x,y)をOk上の形式群とする. F (x,y)とG(x,y)が, Ok上で強同型とな
るための必要十分条件は, すべての pに対し F (x,y)とG(x,y)が, Op上で強同型と

なることである.

したがって, Ok上の形式群を分類するには, Op上の形式群を分類すればよい.

1.3 p進整数環上の形式群の本田理論

kpをQpの有限次不分岐Galois拡大とする. Opを kの整数環とする. σ ∈ Gal(kp/Qp)を

pのFrobenius準同型とする. Mg(Op)[[T ]]を行列環係数の 1変数形式的べき級数環とする.

ただし, 係数Aと T の交換関係を

TA = σAT (∀A ∈Mg(Op))

と定める. 写像

∗ : Mg(Op)[[T ]]× kp[[x]]g0 → kp[[x]]g0

を (∑

ν≥0

cνT
ν

)
∗ f(x) :=

∑

ν≥0

cν
σνf(xp

ν

)

により定義する. 写像 ∗ は左作用になる.
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定義 1.18. Mg(Op)[[T ]]の元 vが特殊元であるとは,

v ≡ pIg mod deg 1

をみたすことをいう. また, kp[[x]]g0の元 f(x)が特殊元 v に属するとは,

(1) f(x) ≡ x mod deg 2,

(2) (v ∗ f)(x) ≡ 0 mod p

を満たすことをいう. ただし, f(x) ≡ 0 mod pは, fi(x)の各係数がイデアル pに属するこ

とを意味する.

また本稿では, 形式群 F (x,y)の変換子 f(x)が特殊元 vに属することを, 単に, F (x,y)

が特殊元 vに属するという.

定理 1.19 ([8], Thm. 2-4). (1) F (x,y) を kp 上の形式群とする. F (x,y) が Op 上定

義されるための必要十分条件は, F (x,y) がある特殊元 v に属することである.

(2) Op 上の g 次元形式群 F (x,y), G(x,y) が, それぞれ, 特殊元 v, u に属すると仮定す

る. F (x,y) と G(x,y) が, Op 上で強同型となるための必要十分条件は, Mg(Op)[[T ]]

の単元 t が存在して,

u = tv

を満たすことである.

命題 1.20. {Ap, Cp}p:prime を互いに可換なMg(Z) に属する行列の集合とする. 形式的 L

級数を ∑

n≥1

Ann
−s :=

∏

p

(In − App−s + Cpp
1−2s)−1

により定義する. このとき, ∑

n≥1

An
n
xn

は特殊元 pIn − ApT + CpT
2 に属する.

証明
∑

n≥1Ann
−s が形式的 Euler 積を持つことは,

Amn = AmAn ((m,n) = 1)

Anp2 = ApAnp − pCpAn (n ≥ 1)
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と同値である. この関係式を用いると次が従う.

(1.3)

(pIn − ApT + CpT
2) ∗

∑

n≥1

An
n
xn

= p
∑

n≥1

An
n
xn − Ap

∑

n≥1

An
n
xnp + Cp

∑

n≥1

An
n
xnp

2

= p

( ∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xn
)

+
∑

n≥1
(n,p)=1

Anp
np
xnp +

∑

n≥1

Anp2

np2
xnp

2

)

− Ap
( ∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xnp +

∑

n≥1

Anp
np
xnp

2

)
+ Cp

∑

n≥1

An
n
xnp

2

= p
∑

n≥1
(n,p)=1

An
n
xn +

∑

n≥1
(n,p)=1

Anp − ApAn
n

xnp +
∑

n≥1

Anp2 − ApAnp + pCpAn
np

xnp
2

≡ 0 mod p

例 1.21. 命題 1.20により, 次が従う.

(1) Ĝm(x, y) は特殊元 p − T に属する. なぜならば, 変換子 − log(1− x) =
∑

n≥1 x
n/n

に対応する形式的 L 級数は Riemann ゼータ関数

∑

n≥0

1

ns
=
∏

p

1

1− p−s

である.

(2) Ft(x, y) は特殊元 p− (−4/p)T に属する. なぜならば, 変換子は

arctan x =

∫
dx

1 + x2
=
∑

n≥1

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
=
∑

n≥1

(−4

n

)xn
n

であり, 対応する形式的 L 級数は指標 (−4/n) に付随する Dirichlet級数

∑

n≥1

(−4

n

) 1

ns
=
∏

p

1

1− (−4/p)p−s

である.

楕円曲線の形式群の本田の定理の理解のため, 形式群 Ĝm(x, y)/Zp が特殊元 p− T に属
することを, 幾何的に説明する.

代数群 Gm において, p を法とする簡約を考えると, p 乗Frobenius自己準同型と p 倍写

像が等しくなる. したがって, Ĝm(x, y)/Fp においても, p 乗Frobenius自己準同型と p倍写

像が等しくなる. 実際, 例 1.10 により,

(1.4) [p]Ĝm(x) = 1− (1− x)p ≡ xp mod p
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が成り立つ. Ĝm(x, y) の変換子を f(x) とおくと, (1.4) 式より,

f−1(pf(x)) ≡ xp mod p

が成り立ち, 次の命題 1.22 により,

pf(x)− f(xp) ≡ 0 mod p

が成り立つ. すなわち, Ĝm(x, y)/Zp は特殊元 p− T に属する.

命題 1.22 ([8], Lem. 4.2). f(x) をある特殊元 v に属するとする. このとき, kp[[x]]n0 の

元 ψ1(x) とOp[[x]]n0 の元 ψ2(x) 対し, 次は同値である.

(1) f ◦ ψ1 ≡ f ◦ ψ2 mod p,

(2) ψ1 ≡ ψ2 mod p.

1.4 計算例：Fs(x, y) の属する特殊元

p 6= 2 と仮定し, R := Zp とおく. Zp 上定義された形式群 Fs(x, y) の属する特殊元を 3

通りに求める.

命題 1.23. Fs(x, y) は特殊元 p− (−1/p)T に属する.

証明 1 Fs(x, y) が Ft(x, y) と Zp 上強同型であることを利用する.

例 1.11(3) により, Ft(x, y) と Fs(x, y) は Zp 上強同型である. また, 例 1.21(2)により,

Ft(x, y) は特殊元 p − (−1/p)T に属する. したがって, 命題 1.19(2) より, Fs(x, y) は特殊

元 p− (−1/p)T に属する.

証明 2 1 Fs(x, y) の変換子
∑

n≥1 anx
n/n = arcsin x の係数 an の関係式を, p 進ガンマ

関数 Γp(x) を用いて書き下す.

(1.3) 式と同様に計算して,
∑

n≥1 anx
n/n が特殊元 p− (−1/p)T に属することは, 合同式

anp − (−1/p)an ≡ 0 mod pν+1

と同値である. ただし, pν ‖ n とおいた. arcsin x は奇関数であるから, n が偶数のとき,

an = 0 である. 任意の奇数 n に対して,

anp − (−1/p)an ≡ 0 mod pν+1

を示せばよい.

(1.5) arcsin x =

∫
1√

1− x2
dx =

∑

j=0

[
−1/2

j

]
(−1)jx2j+1

2j + 1
=
∑

j=0

1

22j

[
2j

j

]
x2j+1

2j + 1

1この方法は大西-安田 [10] による.
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が成立つことに注意する. (1.5)式より,

anp =
(np− 1)!

2np−1((np− 1)/2)!((np− 1)/2)!

が成り立つ. ここで, p 進ガンマ関数 Γp(x) に関する等式 (cf. e.g. [11], p.369)

(np− 1)! = Γp(np)(−1)np(n− 1)!pn−1

((np− 1)/2)! = Γp((np + 1)/2)(−1)(np+1)/2((n− 1)/2)!p(n−1)/2

を用いると,

anp =
−Γp(np)

2np−1Γ2
p((np + 1)/2)

[
n− 1

(n− 1)/2

]
=

−Γp(np)

2np−nΓ2
p((np+ 1)/2)

an

ところが, 次の合同式 (cf. e.g. [11], p.369)

2n(p−1) ≡ 1 mod pν+1

Γp(np) ≡ Γp(0) = 1 mod pν+1

Γ2
p((np+ 1)/2) ≡ Γ2

p(1/2) = (−1)(p+1)/2 mod pν+1

が成り立つので, 第 1 補充法則 (−1/p) = (−1)(p−1)/2 を用いて,

anp ≡ (−1/p)an mod pν+1

を得る.

証明 3 形式群 Fs(x, y) の p 倍べき級数 [p]Fs(x) に着目する. f(x) = arcsin x とおく.

cos px + i sin px = (cos x + i sin x)p ≡ cosp x+ i sinp x mod p

より,

sin px ≡ ip−1 sinp x mod p

を得る. さらに,

[p]Fs(x) = f−1(pf(x)) = sin(p arcsin x)

より,

[p]Fs(x) = f−1(pf(x)) ≡ ip−1xp mod p

が成り立つ. 命題 1.22, 第 1 補充法則 (−1/p) = (−1)(p−1)/2 と f(x) = arcsin x が奇関数で

あることから,

pf(x) ≡ f(ip−1xp) ≡ (−1/p)f(xp) mod p

が成り立つ. したがって, Fs(x, y) は特殊元 p− (−1/p)T に属する.
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1.5 楕円曲線の形式群

1.5.1 加法公式を用いた形式群の構成

ciを不定元とし, k := Q(c1, . . . , c6), R := Z[c1, . . . , c6] とおく. E を Weierstrass モデル

y2 + c1xy + c3y = x3 + c2x
2 + c4x+ c6

で定義された k 上の楕円曲線とする. E には無限遠点 O を零元とするアーベル群構造が入

る. O における局所変数 t := −x/y をとり, 加法公式を用いて形式群 Ê(x, y) を構成する.

w := −1/y とおく. このとき,

(1.6) w − c1tw − c3w
2 = t3 + c2t

2w + c4w
2 + c6w

3

が成立する. 陰関数定理により, (1.6)を満たす

w = w(t) ∈ R[[t]]0

がただひとつ存在する.

E の加法を ⊕E で表す. t1, t2 を不定元とし,

(t1, w(t1))⊕E (t2, w(t2)) = (Ê(t1, t2), w(Ê(t1, t2)))

により, Ê(t1, t2) を定義する. E の加法の性質（零元の存在, 結合則, 可換則）より, Ê(x, y)

は k 上の形式群になる.

命題 1.24 (cf. e.g. [14], p.115). Ê(x, y) は R 上の形式群である.

証明

(t1, w(t1))⊕E (t2, w(t2))⊕E (t3, w(t3)) = O

とおく.

[−1]Ê(t) =
−t

1− c1t− c3w(t)
∈ R[[t]],

Ê(t1, t2) = [−1]Ê(t3(t1, t2))

が成り立つので, t3(t1, t2) ∈ R[[t1, t2]]を示せば十分である.

λ :=
w(t1)− w2(t2)

t1 − t2
∈ R[[t1, t2]],

ν := w(t1)− λt1 ∈ R[[t1, t2]]

とおく. t1, t2, t3 は (1.6) と直線 w = λt+ ν との交点だから,

t3 = t3(t1, t2) = −t1 − t2 +
c1λ+ c3λ

2 − c2ν − 2c4λν − 3c6λ
2ν

1 + c2λ+ c4λ2 + c6λ3
∈ R[[t1, t2]]

が成り立つ.
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1.5.2 不変微分を用いた形式群の構成

不変微分 ωE := dx/(2y + c1x+ c3) を

dx

2y + c1x + c3

=
∑

n≥0

bnt
ndt

t

と展開する. このとき, bn ∈ Z, b1 = 1 が成立する. このとき, 右辺が形式群 Ê(x, y) の不変

微分になることから,

(1.7) Ê(x, y) = f−1(f(x) + f(y)), f(x) :=
∑

n≥1

bn
n
xn

が成立する. したがって, 式 (1.7) により Ê(x, y) を定義することも可能である.

1.5.3 本田の定理

GQ の E 上の l 進表現に関する L 級数を

L(E/Q, s) =
∏

p

1

1− apps + εpp1−2s
=
∑

n≥1

an
ns

とおく. このとき, an は l によらず Z の元となり, a1 = 1 が成立する. E の L 級数

L(E/Q, s) の形式群 L̂(x, y) を

L̂(x, y) := g−1(g(x) + g(y)), g(x) :=
∑

n≥1

an
n
xn

により定義する.

定理 1.25 ([8], Thm. 9). L̂(x, y) は Z 上の形式群である. また, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Z
上で強同型である.

証明 証明の概略を述べる. 命題 1.20 により, L̂(x, y)/Qpは特殊元 p − apT + εpT に属す

る. したがって, 命題 1.19により, L̂(x, y) は Zp 上の形式群となる. Hasseの原理により,

L̂(x, y) は Z 上の形式群である.

p を E のよい素点とする. E の p を法とする簡約の Frobenius p 乗自己準同型に着目

して,

f−1(pf(x)− apf(xp) + f(xp
2

)) ≡ 0 mod p

を得る. Ê(x, y) は Z 上の形式群だから, 命題 1.22 により,

pf(x)− apf(xp) + f(xp
2

) ≡ 0 mod p

が成り立つ. したがって, Ê(x, y)/Zp は特殊元 p− apT + εpT に属する.

悪い素点 pに対しては, Ê(x, y) の p を法とする簡約が Ĝa(x, y), または Ĝa(x, y) に強同

型になることを用いて, Ê(x, y)/Zpは特殊元 p− apT + εpT に属することが示される.

したがって, 再び命題 1.19 を用いて, 任意の p に対して, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Zp 上で
強同型である. Hasseの原理により, L̂(x, y) と Ê(x, y) は Z 上で強同型となる.



超楕円曲線のヤコビ多様体の形式群 277

系 1.26. 任意の素数 p に対し, ap ≡ bp mod p が成り立つ.

証明 (1.3)式と同様に計算する. Ê(x, y)/Zp が特殊元 p− apT + εpT
2 に属することは,

bnp ≡ apbn mod p ((n, p) = 1),

bnp2 ≡ apbnp − pεpbn mod pν+1 (n ≥ 1)

と同値である.

注意 1.27. Hasse-Weilの不等式 |ap| ≤ 2
√
p を利用すると, p ≥ 17 においては,

ap = (bp の p を法とする絶対値最小の剰余)

が成り立つ.

問題 1.28. 以下の形式群は, Z[2−1] 上定義され互いに強同型である.

(1) レムニスケートサインの加法公式から定義した形式群 Fl(x, y) (問題 1.8),

(2) 楕円積分

∫
dx√

1− x4
を変換子にもつ形式群,

(3) y2 = x3 − x の形式群, また, y2 = x3 − x の L 級数の形式群.

2 ヤコビ多様体の形式群

本節ではヤコビ多様体の形式群について述べる.

標数 0の体上定義された楕円曲線の場合, 形式群の構成には, 加法公式を用いた構成と正

則微分形式を用いた構成がある (1.5節).

加法公式を用いた構成は, Grant [6], Flynn [4] により, 種数 2 の超楕円曲線のヤコビ多

様体に一般化されている. Grant [6] は, 超楕円曲線が定義体上有理的な Weierstrass 点を

持つと仮定した場合に, Flynn [4] はこの仮定なしに, それぞれ, P8, P15 へのヤコビ多様体

の埋め込みを与え, 定義方程式や加法公式を明示的に与え, ヤコビ多様体の形式群を構成し

ている.

正則微分形式を用いた構成は, Freije [5]により,代数曲線が定義体上有理的なWeierstrass

点を持つという仮定の下で, 種数が 1 以上の場合に一般化されている.

本節では, Freije の議論を一般化し, 代数曲線の正則微分の局所変数による展開とヤコビ

多様体の形式群の強同型類の特殊元との関係を明らかにする. また, 代数曲線が超楕円曲

線の場合に, Riemann-Rochの定理を用いて, ヤコビ多様体の加法公式を明示的に与え, ヤ

コビ多様体の形式群を構成する.
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2.1 Ω1(C) を用いた Ĵ(x,y) の構成

2.1.1 Freije の結果

k を標数 0 の体とし, C を体 k 上定義された種数 g の完備非特異代数曲線とする. 代数

曲線 C は Weirestrass 点ではない k 有理点 P を持つと仮定する. J を C のヤコビ多様体

とし, C から J への k 上の基準写像 Λ をΛ(P ) が J の零元に一致するようにとる.

まず, 本節で扱うヤコビ多様体の形式群 Ĵ(x,y) を定義する. アーベル多様体の形式群

は, 零元における局所変数を用いて加法を展開することにより得られる. したがって, 局所

変数の選び方が問題である.

C の点 P における局所変数 t をとし, Cg の点 (P, . . . , P ) における局所変数

t = t(t1, . . . , tg)

を, 各 tj が t に等しくなるようにとる. t1, . . . , tg の j 次基本対称式を sj(t) であらわし,

s(t) := t(s1(t), . . . , sg(t))

とおくと, s(t) は対称空間 SymgC の点 (P, . . . , P ) における局所変数となる. Λ は対称空

間 SymgC から J への双有理写像 Λg を引き起こす. Λg は (P, . . . , P ) において双正則で

あるから, Λg を通じ, s(t) を J の零元における局所変数と同一視できる. Ĵ(x,y) を局所

変数 s(t) に付随する形式群とする.

次に, Freijeによる Ĵ(x,y) の変換子の明示的な構成について説明する.

有理点 P はWeierstrass点ではないと仮定したので, C の正則微分形式の基底 {ωj}gj=1

を,

ωj ≡ (−t)j−1dt mod tgdt (1 ≤ j ≤ g)

を満たすようにとれる. 便宜上, 列ベクトルを用いて,

ω := t(ω1, . . . , ωg)

とおく. k[[t]]g0 の元 l(t) = t(l1(t), . . . , lg(t)) を

l(t) =

∫
ω

により定義する. x = t(x1, . . . , xg) とおき, k[[x]]g0 の元 L(x) = t(L1(x), . . . , Lg(x)) を

(2.8) L(s(t)) = l(t1) + · · ·+ l(tg)

により定義する.

定理 2.1 ([5], Thm. 2). L(x) は Ĵ(x,y) の変換子である.

定理 2.1により,

(2.9) Ĵ(x,y) = L−1(L(x) + L(y))

が成立する. したがって, Ĵ(x,y) は L(x) を用いて明示的に構成できる.
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2.1.2 形式群 Ĵ(x,y) の本田理論

k を Qp の有限次不分岐拡大, Op をその整数環とする. σ ∈ Gal(k/Qp)を pの Frobenius

準同型とする.

正則微分形式の展開係数を用いて, 形式群 Ĵ(x,y) を定義する場合, Ĵ(x,y) がいつ整数

環 Op 上定義されるかを調べることが問題となる. この問いに対する答えのひとつが形式

群の本田理論を用いて得られる. Freije [5]の議論を一般化し, Ĵ(x,y) が Op上定義される

為の必要十分条件を求める.

定義 2.2. Op[[t]]
g
0 の元 l(t) = t(l1(t), . . . , lg(t)) が特殊元 v に属するとは, l(t) が次の 2 条

件を満たすことをいう.

(1) lj(t) ≡ (−1)j−1tj/j mod deg g + 1 (1 ≤ j ≤ g),

(2) (v ∗ l)(t) ≡ 0 mod p.

l(t), L(x), Ĵ(x,y) は 2.1.1 節の通りとする. このとき, 次の定理が成立する.

定理 2.3. Ĵ(x,y) が Zp 上定義される為の必要十分条件は, l(t) がある特殊元 v に属する

ことである.

注意 2.4. 十分条件であることは, 本田 [9, Thm. 1] において本質的に示されている. 定理

2.3は, C = X0(N), P = i∞ の場合には, Freije [5]により証明されている. この場合, 特殊

元は Ig − ApT + εpT
2 (Ap ∈Mg(Zp), εp = 0, 1) という形になる.

k 係数の列ベクトル c(n) = t(c1(n), . . . , cg(n)) を,

l(t) =
∑

n

c(n)
tn

n

により定義する.

定義 2.5. 行列
[
c(p),−c(2p), . . . , (−1)gc(gp)

]
を, Cartier-Manin 行列, または, Hasse-

Witt 行列と呼ぶ.

定理 2.6. l(t) が v = pIg + b1T + · · · に属すると仮定する. このとき, p > g ならば, 合

同式 [
c(p),−c(2p), . . . , (−1)gc(gp)

]
≡ −b1 mod p

が成り立つ.

k = Q とする. Hasse の原理と定理 2.3 により, 次の系が得られる.

系 2.7. Ĵ(x,y) が Z 上定義されるための必要十分条件は, 任意の素数 p に対し, l(x) があ

る特殊元に属することである.
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2.1.3 定理 2.3 の証明

I = (i1, . . . , ig) を非負整数の添え字の集合とし, I! = i1! . . . ig!, NI = i1 + 2i2 + · · ·+ gig,

そして,

B(I) :=
(−1)i2+i4+···(i1 + i2 + · · ·+ ig − 1)!

I!

とおく. 任意の n = 1,. . .,g に対し, inB(I) は多項係数となり, 整数となる. inB(I) が整数

なので, NIB(I) =
∑

n ninB(I) も整数である.

また, xI := xi11 x
i2
2 · · ·xigg とおく.

補題 2.8 ([5], Lem. 1).

xn1 + · · ·+ xng = n
∑

I,NI=n

B(I)s(x)I

が成り立つ.

補題 2.9 ([5], Lem. 4). 合同式B(I/pν) ≡ pνB(I) mod p が成立する. ただし, pν - I の
とき, B(I/pν) = 0 と定める.

定理 2.3 は, 以下の 2 つの補題から従う.

補題 2.10. 次は同値である.

(1) lj(t) ≡ (−1)j−1tj/j mod deg g + 1 (1 ≤ j ≤ g),

(2) L(x) ≡ x mod deg 2.

証明

L(s(x)) =
∑

n

c(n)
xn1 + · · ·+ xng

n

=
∑

n

c(n)
∑

I,NI=n

B(I)s(x)I

=
∑

I

c(NI)B(I)s(x)I

が成り立つ. それゆえ,

(2.10) L(x) =
∑

I

c(NI)B(I)xI

が成り立つ. (2.10)により,

L(x) ≡
∑

i1+···+ig=1

c(NI)B(I)xI mod deg 2

≡
g∑

n=1

c(n)(−1)n−1xn mod deg 2
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が成立する. それゆえ条件 (2) は, 条件 (1)
[
c(1),−c(2), . . . , (−1)gc(g)

]
= [(−1)i−1δij]

と同値である.

補題 2.11. 次は同値である.

(1) (v ∗ l)(t) ≡ 0 mod p,

(2) (v ∗ L)(x) ≡ 0 mod p.

証明 特殊元 v を v = pIg +
∑

ν bνT
ν とおく. bν が Mg(Zp) の行列であることに注意する.

(v ∗ l)(t) = (pIg +
∑

ν

bνT
ν) ∗

∑

n

c(n)
tn

n

= p
∑

n

c(n)
tn

n
+
∑

k

∑

ν

bν
σνc(n)

tnp
ν

n

= p
∑

k

c(n)
tn

n
+
∑

k

∑

ν

bν
σνc(n/pν)

pνtn

n

が成り立つ. ただし, pν - n のとき, c(n/pν) = 0 と定める. tn の係数 anは,

(2.11) an =
1

n

(
pc(n) +

∑

ν

pνbν
σν c(n/pν)

)

を満たす.

一方で, 次が成り立つ.

(v ∗ L)(x) = (pIg +
∑

ν

bνT
ν) ∗

∑

I

c(NI)B(I)xI

= p
∑

I

c(NI)B(I)xI +
∑

I

∑

ν

bν
σν c(NI)B(I)xIp

ν

= p
∑

I

c(NI)B(I)xI +
∑

I

∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)B(I/pν)xI .

ただし, pν - I のとき, B(I/pν) = 0 と定める. NI/pν = NI/p
ν if pν|I であることを注意す

る. xI の係数 AI は

AI = pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σνc(NI/p

ν)B(I/pν)

となる. 補題 2.9 と NIB(I) が整数であることより,

AI = pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)B(I/pν)

≡ pc(NI)B(I) +
∑

ν

bν
σν c(NI/p

ν)pνB(I) mod p

≡ 1

NI

(
pc(NI) +

∑

ν

pνbν
σνc(NI/p

ν)

)
NIB(I) mod p

≡ aNINIB(I) mod p
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が従う.

また, I = (n, 0, . . . , 0) のとき, NI = n かつ NIB(I) = 1 が成り立つ. したがって,

A(n,0,...,0) ≡ an mod p

が成り立つ.

それゆえ, すべての n について an ≡ 0 mod p であることと, すべての I について

AI ≡ 0 mod p であることとは同値である. 以上により補題の主張が示された.

2.2 Pic0(C) の加法公式を用いた Ĵ(x,y) の構成

2.2.1 超楕円曲線の場合

f0, . . . , f2g+2 を不定元とし, k := Q(f0, . . . , f2g+2), R := Z[f0, . . . , f2g+2, f
−1/2
2g+2 , 2

−1] とお

く. 関数体 k 上の種数 g の超楕円曲線 C を

y2 = f2g+2x
2g+2 + f2g+1x

2g+1 + · · ·+ f1x+ f0,

u2 = 1 + f2g+1t + · · ·+ f1t
2g+1 + f0t

2g+2

を双有理変換

x =
1

t
, y =

u

tg+1

で張り合わせた抽象多様体として定義する. (x, y)座標を用いて,

P0 := (0,
√
f0), P ′0 := (0,−

√
f0)

とおく. (t, u) 座標を用いて,

P∞ := (0, 1), P ′∞ := (0,−
√
f2g+2)

とおく. P は Wierstrass 点ではなく, t は P における局所変数となる. 実際,

x =
1

t
, y =

√
f2g+2

tg+1
+

f2g+1

2
√
f2g+2

1

tg
+ · · ·

が成り立つ. dn を

(2.12)
∑

n≥0

dnt
n = u =

√
f2g+2 +

f2g+1

2
√
f2g+2

t + · · · ∈ R[[t]]

により定義する. 2.1.1 節における固定点 P として P∞ をとり, ヤコビ多様体 J の局所変

数系 s(t) に対する形式群を Ĵ(x,y) とおく. このとき, 次が成り立つ.

定理 2.12. 形式群 Ĵ(x,y) は R 上定義される.

注意 2.13. Flynn [4] は, g = 2 の場合にヤコビ多様体 J の, s(t) とは異なる, ある局所変

数系に付随する形式群がR 上定義されることを示している.
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2.2.2 定理 2.12 の証明

この節ではヤコビ多様体 J の加法を因子類群 Pic0(C) の加法としてとらえる. Λ(g) :

Symg(C)→ Pic0(C) : Q 7→ Q− P∞ が全射, かつ, 一般点上で単射であることに注意する.

(ti, ui) (i = 1, . . . , 2g)をCの一般点とする. 加法

3g∑

n=2g+1

(tn, un) :=

g∑

n=1

(tn, un)⊕J
2g∑

n=g+1

(tn, un)

を
g∑

n=1

(tn, un)− gP∞ +

2g∑

n=g+1

(tn, un)− gP∞ ∼
3g∑

n=2g+1

(tn, un)− gP∞

により定義する. つまり,

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− 2gP∞ − gP ′∞ ∼ 0

が成立する. C 上の関数 h を

div(h) =

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− 2gP∞ − gP ′∞

により定義する.

y +
∑g+1

n=0 dnx
g+1−n ∈ L((g + 1)P∞ − P ′∞) に注意する. Riemann-Roch の定理を用いて,

L(2gP∞ + gP ′∞) = 〈xn | 0 ≤ n ≤ g〉 ⊕ 〈xn(y +

g+1∑

m=0

dmx
g+1−m) | 0 ≤ n ≤ g − 1〉

が成り立つ.

h =

g∑

n=0

A2g−nx
n +

g−1∑

n=0

Ag−1−n

(
xn(y +

g+1∑

m=0

dmx
g+1−m)

)

とおく. ここで, A0 6= 0である. なぜならば, もしA0 = 0ならば,

div(h) + (2g − 1)P∞ + gP ′∞ > 0

が成り立ち, それゆえ,

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un)− P∞ > 0

が成り立つ. ある i に対し, (ti, ui) = P∞ または P ′∞ が成り立ち, (ti, ui) が一般点であるこ

とに矛盾する.
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以下, A0 = 1 と仮定して一般性を失わない. h を変型して,

h =

g∑

n=0

A2g−nt
−n +

g−1∑

n=0

Ag−1−n

(
t−n
(
ut−(g+1) +

g+1∑

m=0

dmt
−(g+1)+m

))

= t−2g

( g∑

n=0

A2g−nt
2g−n +

g−1∑

n=0

Ag−1−nt
g−1−n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m)

)

= t−2g

(g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n

)

を得る. div(t) = P∞ + P ′∞ − P0 − P ′0 なので,

div

(g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n

)

=

2g∑

n=1

(tn, un) +

3g∑

n=2g+1

(tn,−un) + gP ′∞ − 2gP0 − 2gP ′0(2.13)

である. h は (ti, ui) (1 ≤ i ≤ 2g) を零点として持ち,

g−1∑

n=1

Ant
n
i (ui +

g+1∑

m=0

dmt
m
i ) +

2g∑

n=g

Ant
n
i = −

(
ui +

g+1∑

m=0

dmt
m
i

)
(1 ≤ i ≤ 2g)

が成り立つ. 行列を用いて表示すると,

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

][
Ai

]

1≤i≤2g
j=1

=

[
−ui −

g+1∑

n=0

dnt
n
i

]

1≤i≤2g
j=1

を得る. Cramerの公式を用いて,

An = A′n/M (1 ≤ i ≤ 2g)

を得る. ただし,

M := det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]
,

A′1 := det

[[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=1

[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
2≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]
, . . .

とおく. 記法を簡潔にするため,

A′0 := M

とおく.

∆ :=
∏

1≤i<j≤2g

(ti − tj)
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とおく. A′n (0 ≤ n ≤ 2g) は t1, . . . , t2g の交代的形式的べき級数だから, A′n は ∆で割り切

れる.

Bn := A′n/∆ (0 ≤ n ≤ 2g)

とおく.

補題 2.14. Bn (0 ≤ i ≤ 2g)はR[[t1, . . . , t2g]] に属する.

Bn = AnM/∆ (0 ≤ i ≤ 2g) より, 等式

g−1∑

n=0

Ant
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Ant
n = 0

は等式
g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n = 0

と同値である. t2g+1, . . . , t3g を得るために連立方程式





g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n = 0

u2 = f2g+2 + f2g+1t + f2gt
2 + · · ·+ f0t

2g+2

を解く. u を消去して,

(∑g−1
n=0Bnt

n
∑g+1

m=0 dmt
m +

∑2g
n=g Bnt

n

−∑g−1
n=0 Bntn

)2

=

2g−2∑

n=0

f2g−2−nt
n

(g−1∑

n=0

Bnt
n

g+1∑

m=0

dmt
m +

2g∑

n=g

Bnt
n

)2

−
(g−1∑

n=0

Bnt
n

)2(2g−2∑

n=0

f2g−2−nt
n

)
= 0(2.14)

を得る. (2.14) の右辺を Φ(t) とおく. Φ(t) の次数は 4g 以下である. (2.13) により

g−1∑

n=0

Bnt
n(u+

g+1∑

m=0

dmt
m) +

2g∑

n=g

Bnt
n ∈ L(2gP0 + 2gP ′0 − gP ′∞)

が成り立つので, Φ(t) は tg で割り切れる. 4g, 4g − 1, 4g − 2 次の係数は, それぞれ,

B2
2g −B2

g−1f0,

2B2gB2g−1 − 2Bg−1Bg−2f0 − B2
g−1f1,

B2
2g−1 + 2B2g(B2g−2 + dg−1Bg−1)− (B2

g−2 + 2Bg−1Bg−3)f0 − 2Bg−1Bg−2f1 − B2
g−1f2

である. Φ(t) の係数は BiBj の R線型結合である.
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命題 2.15.

B2
2g − B2

g−1f0 ≡ 22g mod deg 1

が成り立つ. 特に,

B2
2g − B2

g−1f0 ∈ R[[t1, . . . , t2g]]
∗

が成立する.

証明 Vandermondeの公式を用いることにより,

A′2g = det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g−1

[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=2g

]

≡ det

[[
2tji

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g−1

[
−2

]

1≤i≤2g
j=2g

]
mod deg g(2g − 1) + 1

≡ 2g∆ mod deg g(2g − 1) + 1

が成り立つ. ただし,

∆ = det

[
tj−1
i

]

1≤i≤2g
1≤j≤2g

とおく. B2g = A2g/∆ かつ ∆ は g(2g − 1) 次だから,

(2.15) B2g ≡ −2g mod deg 1

を得る. さらに,

A′g−1 = det

[[
tji (ui +

∑g+1
n=0 dnt

n
i )

]

1≤i≤2g
1≤j≤g−2

[
−ui −

∑g+1
n=0 dnt

n
i

]

1≤i≤2g
j=g−1

[
tji

]

1≤i≤2g
g≤j≤2g

]

より, A′g−1 の最も次数の低い項の全次数は

1 + 2 + · · ·+ (g − 2) + 0 + g + (g + 1) + · · ·+ 2g = 2g2 − 1

以上となる. したがって,

A′g−1 ≡ 0 mod deg g(2g − 1) + 1

が成り立つ. それゆえ,

(2.16) Bg−1 ≡ 0 mod deg 1

が成り立つ. (2.15) と (2.16)により 1番目の主張が従う. また, 2 が R の単元だから, 2 番

目の主張も成り立つ.

sd(z1, . . . , zn) を z1, . . . , zn の d 次基本対称式とする. また, s0(z1, . . . , zn) := 1 とおく.

{ti}3g
i=1 は Φ(t) = 0 の根だから,

s1(t1, . . . , t3g) = −2B2gB2g−1 − 2Bg−1Bg−2f0 −B2
g−1f1

B2
2g − B2

g−1f0
, . . .

が成り立つ.
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補題 2.16. 基本対称式 sd(t2g+1, . . . , t3g) は t1, . . ., t2g の R 係数の形式的べき級数となる.

証明 (−1)dsd(t1, . . . , t3g) は, Φ(t) の 4g− d 次の係数の最高次の係数による商で表される
ので, sd(t1, . . . , t3g) は, BiBj の R 線型結合の B2

2g −B2
g−1f0 による商である. 補題 2.15 に

より, sd(t1, . . . , t3g) は t1, . . . , t2g の R 係数の対称式で表される. 公式

sd(t1, . . . , t3g) = sd(t2g+1, . . . , t3g) +
d∑

i=1

sd−i(t1, . . . , t2g)si(t2g+1, . . . , t3g),

により, 帰納的に sd(t2g+1, . . . , t3g) ∈ R[[t1, . . . , t2g]] (1 ≤ d ≤ g) が得られる.

ξ1 := s(t1, . . . , tg), ξ2 := s(tg+1, . . . , t2g)

とおく. 形式群 F (x,y) ∈ R[[x,y]]g0 を

F (ξ1, ξ2) = s(t2g+1, . . . , t3g)

により定義する. このとき, Ĵ(x,y) = F (x,y) が成り立つ. 補題 2.16 により, 定理 2.12 が

成り立つ.

2.3 Ĵ(x,y) が Z 上定義されるための必要十分条件

この節では, k = Q, R = Z とおく. また, fn ∈ Z (0 ≤ n ≤ 2g + 2), f2g+2 = 1 を仮定す

る. さらに, x2g+2 + f2g+1x
2g+1 + · · ·+ f1x+ f0 は重解をもたない, すなわち C は完備非特

異代数曲線である, と仮定する.

定理 2.17. 次は同値である.

(1) Ĵ(x,y) が Z 上定義される.

(2) u が Z[[t]] に属する.

(3) 2 g + 1 次以下の Z[t] の多項式 h が存在し,

1 + f2g+1t+ · · ·+ f2g+2t
2g+2 ≡ h2 mod 4

を満たす.

系 2.18. g = 2 を仮定する. このとき, Ĵ が Z 上定義されるための必要十分条件は,

(f5, . . . , f0) が 4 を法として次のいずれかに合同になることである.

(0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 2, 0, 0, 1), (0, 2, 0, 1, 0, 0), (0, 2, 2, 1, 2, 1),

(2, 1, 0, 0, 0, 0), (2, 1, 2, 2, 0, 1), (2, 3, 2, 1, 0, 0), (2, 3, 0, 3, 2, 1)

2(3) は山内卓也氏（広島大）による.
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2.4 計算例：H(a, b, c) のヤコビ多様体上の λ 進表現

超楕円曲線 C として, 橋本-Brumer の曲線族 H(a, b, c)から,

H(0, 0, 0) : u2 = 1− 4t+ 2t2 − 6t3 + t4 + 2t5 + t6

をとる (cf. 橋本 [7]). このとき, EndQ(J) ∼= Z[(−1 +
√

5)/2] が成立し, J は GL2-type の

アーベル多様体になる. さらに, 橋本 [7] により, 次のような可換図式が得られる.

[
2 −5

1 −3

]
∈ M2(Z) -

(−1 +
√

5)/2 ∈ Z[(−1 +
√

5)/2] -

? ?

M2(Q)

EndQ(Ω1(C))

EndQ(Ω1(J))

EndQ(J)

?

?

?
ω:fix

Λ∗

pull-back

ρ

∑
ann

−s を J の λ 進表現の L 級数とする. このとき, λ のとりかたによらず, an は

Z[(−1 +
√

5)/2] の元である. 系 2.18 より Ĵ(x,y) は Z 上の形式群である. また, Deninger-

Nart [3] により, p が J のよい素点ならば, Ĵ(x,y)/Zp は特殊元 pI2 − ρ(ap)T + T 2 に属す

る. したがって, 定理 2.6により, p > 2 において, 合同式

(2.17) [c(p),−c(2p)] ≡ ρ(ap) mod p

が成り立つ.

合同式 (2.17)の左辺の計算は容易であるが, 右辺の計算は難しい. この合同式は, 正則微

分形式の展開係数 c(n) から, λ 進表現の L級数の係数 ap を求める合同式と見ることがで

きる.

例えば, p = 3 のとき, C の合同ゼータ関数の主要部は,

1 + 3z + 7z2 + 9z3 + 9z4 = (1− −3 +
√

5

2
z + 3z2)(1− −3−

√
5

2
z + 3z2)

である. したがって,

a3 =
−3 +

√
5

2
または, a3 =

−3−
√

5

2

が成り立つ. ρにより行列で表現すると,

ρ(a3) =

[
1 −5

1 −4

]
または, ρ(a3) =

[
−4 5

−1 1

]
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が成り立つ. しかしながら,

[c(3),−c(6)] =

[
1 −86

−2 59

]
≡
[

1 1

1 −1

]
mod 3

だから,

a3 =
−3 +

√
5

2

であることがわかる.

同様に p = 5 のとき, C の合同ゼータ関数の主要部は

1 + 5z2 + 25z4 = (1−
√

5z + 5z2)(1 +
√

5z + 5z2)

となり, Cartier-Manin 行列は

[c(5),−c(10)] =

[
25 −15375

−17 9350

]
≡
[

0 0

−2 0

]
mod 5

で与えられる. したがって,

a5 = −
√

5

が成り立つ.

p を J のよい素点とし, a′p を ap の Q 上の共役とする. ρ(ap) 6≡ ρ(a′p) mod p であれば,

上述の方法で ap を決定することができる.
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アーベル多様体の Birch-Swinnerton-Dyer 予想

についての話題

安田 正大∗

1 ごあいさつ

皆さんお早うございます. 本年度のサマースクールもようやく最終日を迎えました. 本

日の私の講演では Birch-Swinnerton-Dyer予想についてお話しいたします.

Birch-Swinnerton-Dyer予想とは, 大域体上のアーベル多様体のL 関数の特殊値に関する

予想です. この講演ではまず Birch-Swinnerton-Dyer予想について述べたあと, その予想中

に現れる高さ対 (height pairing)や Shafarevich-Tate群といった概念について説明をします.

特に主偏極アーベル多様体の Shafarevich-Tate群の位数が平方数になるかどうかの判定条

件を与える Poonen-Stoll [44] の結果を紹介します. そのあと強い Birch-Swinnerton-Dyer

予想を玉河数に関する公式として解釈できるという Bloch [5] の結果と, 正標数の大域体の

場合の強い Birch-Swinnerton-Dyer予想に関する加藤-Trihan [26] の結果について解説し

ます.

モジュラ楕円曲線や GL2 型のアーベル多様体など, 楕円モジュラ曲線と関係するアー

ベル多様体に関しては, Gross-Zagier [23], Kolyvagin [28], [29], 加藤 [25] などの Birch-

Swinnerton-Dyer予想を支持する重要な結果がいろいろとあります. ひょっとすると皆さん

の中には, こういった結果に関する解説を期待しておられた方もいらっしゃるかもしれま

せん. そういった方には大変申し訳ないのですが, これらの結果について本日はほとんど

触れません. 触れない理由はふたつあります. 今回のサマースクールのテーマが種数の高

い曲線ということですので, 楕円曲線と関連して出てくるような話題をなるべく避けよう

というのがひとつの理由です. 楕円モジュラ曲線に関する話題はあちこちで耳にする機会

があり, 退屈に感じられるかたもいらっしゃるでしょうから, ここでは多くの皆さんにとっ

てあまり聞く機会がないような話をしたいというのがもうひとつの理由です.

この原稿は 2007 年 8 月 24 日に, 第 15 回整数論サマースクールにおいて筆者が行った

講演のスライドに加筆・修正を加えたものです. 講演の機会を与えてくださいました大西

良博氏にこの場を借りて感謝いたします. 岡崎武生氏と山内卓也氏には, 合宿中の体調の

整え方について有益な助言を賜りました. 大坪紀之氏は講演終了後に, スライドにあった誤

りをいろいろとご指摘くださいました. 山下剛氏は完成前の原稿を通読し, 沢山あった書き

誤りおよび内容に関していくつもの改善すべき点をご指摘くださいました. 小林真一氏は

完成直前の原稿にあったいくつもの書き誤りをご指摘くださいました. 五人に対しここに

感謝の意を表します.

∗京都大学 数理解析研究所
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2 記号の準備

本稿を通じて以下の記号・用語を用います.

2.1 集合に関する記号

有限集合 S に対し, S の濃度を ]S で表わします.

2.2 記号 Z, Q, R, C

記号 Z, Q, R, C で, それぞれ有理整数のなす環, 有理数体, 実数体, 複素数体を表わしま

す. 素数 p に対し, Zp, Qp でそれぞれ p 進整数のなす環, p 進数のなす体を表わします.

2.3 アーベル群に関する記号

アーベル群 M に対し, 以下の記号を用います.

• 記号 Mtors で位数が有限の元全体のなす M の部分群を表わします. M = Mtors のと

き, M を捻れアーベル群とよびます.

• 整数 mに対し, 記号M [m] で位数が mの元全体のなすMtors の部分群を表わします.

• 素数 p に対し, 記号 M{p} で位数が p 巾の元全体のなす Mtors の部分群を表わしま

す. Mtors =
⊕

pM{p} となることに注意しておきます.

• 記号 MQ で Q ベクトル空間 M ⊗Z Q を表わします.

• 記号 Mred で M を M の最大可除部分群で割った剰余群を表わします.

2.4 関数体

有限体上の一変数代数関数体のことをこの稿では関数体とよびます. 大域体とは代数体

または関数体のことです.

2.5 大域体の素点に関する記号

F を大域体, v を F の素点とするとき, Fv で F の v による完備化を表わします. また

v における正規化された乗法的付値を | |v : Fv → R で表わします. (v が複素素点のとき

は, | |v を通常の複素数の絶対値の 2 乗となるように正規化します). さらに v が F の有限

素点のとき, Ov, kv, qv でそれぞれ Fv の整数環, Ov の剰余体, kv の位数を表わします.
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2.6 大域体の整イデアル

F を代数体とするとき, OF で F の整数環を表わします. OF のイデアルのことを F の

整イデアルとよびます. 0 でない F の整イデアル A ⊂ OF に対し, N(A) = ](OF/A) と

おきます. F を関数体とするとき, F に対応する有限体上の代数曲線 X 上の構造層を OF
で表わします. OF のイデアル層のことを F の整イデアルとよびます. 0 でない F の整イ

デアル A ⊂ OF に対し, N(A) = ](Γ(X,OF/A)) とおきます.

2.7 スキームに関する記号

スキーム X に対し, X の構造層を OX で表わします. X を体 F 上のスキーム, F ′ を F

の拡大体とするとき, X ×SpecF SpecF ′ のことを XF ′ で表わします.
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3 Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張

F を大域体, A を F 上のアーベル多様体とします. A の次元を g とします.

3.1 アーベル多様体の L 関数

Birch-Swinnerton-Dyer予想とは, A の L 関数 L(A, s) の s = 1 におけるふるまいに関

する予想です. ここで A の L 関数 L(A, s) は Euler 積

(3.1) L(A, s) :=
∏

v

Pv(A, q
−s
v )−1

で与えられる複素数 s についての関数です. 上式 (3.1) の右辺の積において v は F の有

限素点を動きます. また §3.2, 3.3 で詳しく述べますが, Pv(A, T ) は定数項が 1 の T につ

いてのとある Z 係数多項式です. Euler 積 (3.1) は Re(s) > 3/2 の範囲で絶対収束します.

したがって L(A, s) は同じ範囲で s についての正則関数となります.

予想 3.1. 関数 L(A, s) は全複素平面に正則に解析接続される.

すべての無限素点を含む素点の有限集合 S に対し,

LS(A, s) :=
∏

v 6∈S
Pv(A, q

−s
v )−1.

とおきます. また

(3.2) Λ(A, s) :=

{
L(A, s)ΓC(s)g[F :Q], F が代数体のとき

L(A, s), F が関数体のとき

とおきます. ここで ΓC(s) = 2 · (2π)−sΓ(s) です. このとき 予想 3.1 よりも強く次のこと

が予想されています.

予想 3.2. 関数 Λ(A, s) は全平面に正則に解析接続され, さらに関数等式とよばれる等式

Λ(A, 2− s) = ±N(NA)s−1Λ(A, s)

が成り立つ. ここで NA は A の導手である.

上の予想に現れる A の導手 NA とは A から定まる F の 0 でない整イデアルです. NA

の定義は §3.3 で与えます. また予想 3.2 の式に現れる符号を A から具体的に定めること

によって予想 3.2 を精密化することもできますが, 本稿ではそれについての詳細も省略し

ます (詳しくは [34], [14], [56] をご参照ください). 予想 3.1, 3.2 は, F が関数体の時には証

明されています. F が代数体の場合にはこれらの予想が解かれている場合は今のところあ

まり多くはなく, 虚数乗法論やモジュラ曲線等を通じて L(A, s) が保型 L 関数と結びつく

ような場合くらいしかありません.
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3.2 多項式 Pv(A, T ) の定義 (その 1)

F の各有限素点 v に対し, 多項式 Pv(A, T ) は以下のようにして定義されます.

A が v でよい還元 Av を持つとき. このとき C 係数の可逆行列 ϕv であって, 任意の有

限次拡大 k/kv に対し det(1−ϕ−[k:kv]
v ) = ]Av(k) を満たすものが存在します. この ϕv を用

いて Pv(A, T ) := det(1− ϕvqvT ) と定義します.

v が一般の有限素点のときも, A の Néron モデルの還元の単位元成分を Av とおくこと

により, A が v でよい還元 Av を持つときと同様の方法で Pv(A, T ) を定義します (A の

Néron モデルについては §3.4 で説明します).

3.3 多項式 Pv(A, T ) の定義 (その 2)

ここ §3.3 では, §3.2 で定義した多項式 Pv(A, T ) の別の記述のしかたを紹介します. F

を F の分離閉包, GF = Gal(F/F ) を F の絶対 Galois 群とします. F の有限素点 v に

対し, Gv, Iv, Frobv ∈ Gv/Iv をそれぞれ v における分解群, 惰性群, (幾何的) Frobenius

とします. 素数 ` であって v - ` となるものをひとつ固定し, T`A := Hom(Q`/Z`, A(F )),

V`A := (T`A)Q とおきます. この T`A のことを A の ` 進 Tate 加群とよびます. T`A, V`A

には GF が連続に作用します. このとき Pv(A, T ) は

Pv(A, T ) := det(1− FrobvqvT ; (V`A)Iv).

で与えられます.

この V`(A) を用いると, 予想 3.2 の主張に現れた F の整イデアル NA の定義ができま

す. NA は F の整イデアルであって, F の各有限素点 v に対し次の条件を満たす唯一のも

のです.

kv の標数と異なる素数 ` をとり, GF の表現 V`A の v における分解群 Gv ⊂ GF へ

の制限を V`,v = ResGFGv V`A とおくと, 等式

(3.3) ordv(NA) = sw(V`,v) + 2g − dimQ`(V`,v)
Iv

が成り立つ.

ここで sw(V`,v) は V`,v の Swan 導手を表わします. Swan 導手については例えば Serre

[50, §19] をご参照ください. [50, §19] ではGv が有限商を経由して作用するような Gv の

線型表現のみを取り扱っていますが, v での暴惰性群が V`,v に有限商を通じて作用する

(Grothendieck [51, APPENDIX])ことから, [50, §19] の方法で V に対しても Swan 導手を

定義できます. 式 (3.3) の右辺を art(V`,v) と書くこともあります (群 Iv は V`,v に有限商を

通じて作用するとは限らないので, [50, §19] にある Artin 導手の定義は V`,v に適用できる

とは限りません). 整数 sw(V`,v) および dimQ`(V`,v)
Iv は素数 ` のとり方に依存しないこと

が知られているので, 式 (3.3) の右辺は ` に依存しないことに注意しておきます. また, 剰

余体 kv の標数が A の次元 g に比べて十分大きいときは sw(V`,v) = 0 となります. した
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がってこのとき kv 上の可換群スキーム Aav, A
t
v を後述の式 (3.4) に現れるものとすると,

等式

ordv(NA) = 2 dim Aav − dim Atv

が成り立ちます.

3.4 Néron モデル

本節ではアーベル多様体の Néron モデルについて簡単に説明します.

F が代数体のとき, X = SpecOF とおきます. F が関数体のとき, X をF を関数体に持

つ有限体上滑らかかつ射影的な代数曲線とします. 以下では X の閉点と F の有限素点と

をしばしば同一視します.

U ⊂ X を空でない開部分スキームとします. このとき U 上のスキーム AU であって,

性質

(N) AU は U 上滑らか,かつU 上滑らかな任意のスキーム Y に対し,AU(Y ) := HomU(Y,AU) ∼=
A(Y ×U SpecF ) が成り立つ.

によって特徴づけられるものが存在します ([40], [9]). この AU を A の U 上の Néron モ

デルとよびます. U = X のとき, 以下では AX のことを A で表わします. AU は U 上の

可換群スキームの構造を持ちます. U ′ を連結かつ U 上エタールなスキーム, F ′ をO′U の
全商環の大域切断とすると, AU ×U U ′ は A×Spec F SpecF ′ の U ′ 上の Néron モデルとな

ります.

3.5 Néron モデルの閉ファイバー

閉点 v ∈ X に対し A の v でのファイバーを Av とおきます. 体 kv 上の可換群スキー

ムとしてAv は次の標準的なフィルトレーションを持ちます:

(3.4) Av ⊃ Aov ⊃ Aav ⊃ Atv.

ここで Aov は連結群スキーム, Av/A
o
v は有限エタール群スキーム, Aav は連結アフィン群ス

キーム, Aov/A
a
v はアーベル多様体, Atv はトーラス, Aav/A

t
v は巾単群スキームです. 素数 `

が体 kv の標数と異なるとき, T`A
o
v := Hom(Q`/Z`, Aov(kv)) ∼= T`A

Iv が成り立ちます. A∗

を A の双対アーベル多様体とすると, 完全対 T`A × T`A
∗ → Z`(1) が存在します. 偏極

A → A∗ によって交代的かつ非退化な双一次形式 T`A × T`A → Z`(1) が得られます. こ

の対に関して, T`(A
t
v) = T`(A

o
v) ∩ T`(Aov)⊥ が成り立ちます (Grothendieck [59, Exposé IX,

Théorème 2.4]).

定義 3.3. v を F の有限素点とする. A が v で良い還元を持つとは, 次の同値な条件を満

たすことをいう.

1. Av はアーベル多様体である.
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2. Av は κ(v) 上固有である.

3. Aav = 1 である.

4. 群 Iv は T`A に自明に作用する.

この 4 条件の同値性については [59, Exposé IX, Corollaire 2.2.9] をご参照ください.

定義 3.4. v を F の有限素点とする. A が v で半安定還元を持つとは, 次の同値な条件を

満たすことをいう.

1. Aav = Atv である.

2. 群 Iv は T`A/(T`A)Iv に自明に作用する.

3. 群 Iv は T`A に巾単に作用する.

この 3 条件の同値性については [59, Exposé IX, Proposition 3.5] をご参照ください.

定義 3.5. U ⊂ X を空でない開部分集合とする. A が U 上で良い (ないし半安定)還元を

持つとは, A が U のすべての閉点で良い (ないし半安定)還元を持つことをいう.

定理 3.6 ([59, Exposé IX, Théorème 3.6], [59, Exposé I, Théorème 6.1]). F を

大域体, A を F 上のアーベル多様体とすると, ある有限次分離拡大 F ′/F が存在して

A×SpecF SpecF ′ は半安定還元を持つ.

例 3.7. A = E が楕円曲線の場合, C を E の X 上の極小正則モデルとすると, E の X 上

の Néron モデル E は C から, C の特異ファイバーの滑らかでない部分をすべて取り除い
たスキームと同型です. X の閉点における C のファイバーの形は小平 [27], Néron [40] に

よって分類されています. また E が具体的に Weierstrass 方程式で与えられているとき,

Tate のアルゴリズム [55] により, 方程式の係数から C の各閉ファイバーの形を容易に決
定することができます. 例えば F = Q(

√
−1), v を 2 の上にある F の唯一の素点, a ∈ F

を 0 ≤ ordv(a) ≤ 3 を満たす元とし, E を Weierstrass 方程式 y2 = x3 + ax で与えられる

楕円曲線とすると, C の v での閉ファイバーの分類は次のようになります.

ordv(a) a の合同条件 型 m f c

0 1(v3) 1(v4) I∗0 5 8 kv
3 + 2

√
−1(v4) 3± 2

√
−1(v6) II∗ 9 4 0

7± 2
√
−1(v6) I0 1 0 0

−1(v3) −1(v4) −1, 3(v6) I∗2 7 6 OF /v2

−1 + 4
√
−1, 3 + 4

√
−1(v6) I∗2 7 6 kv

1 + 2
√
−1(v4) I∗0 5 8 0

±
√
−1(v3) II 1 12 0

1 III 2 14 kv
2 2

√
−1(v4) 6

√
−1(v5) 8 + 6

√
−1, 4 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 OF /v2

6
√
−1, 12 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 kv

2
√
−1(v5) 12 + 6

√
−1, 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 OF /v2

4 + 6
√
−1, 8 + 2

√
−1(v7) I∗4 9 10 kv

2(v4) 2(v5) I∗2 7 12 kv
6(v5) I∗2 7 12 OF /v2

3 III∗ 8 14 kv
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上の表で m は E の極小モデルの特殊ファイバーの幾何的既約成分の個数, f = ordv(NE)

は E の導手NE の v での指数, c は A = E に関する群Av/A
o
v(kv) ⊂ Av/A

o
v(kv) のOF 加

群としての構造を表わします.

例 3.8. 同じく A = E が楕円曲線の場合, vをF の素点, C ′を E のOv 上の極小Weierstrass

方程式

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

で定義されるモデルとすると, E0
v は C ′ の閉ファイバーの滑らかな部分と標準的に同型と

なります. さらに dx/(2y + a1x + a3) は H0(E ×X SpecOv,Ω1
E×XSpecOv/Ov) の生成元とな

ります ([22]). E が v で極小とは限らないWeierstrass 方程式で与えられているとき, 例

3.7 でふれた Tate のアルゴリズム [55] を使うと v で極小となる E の Weierstrass 方程式

を見つけることができます. 例えば例 3.7 持ち出した F = Q(
√
−1), v|2, E : y2 = x3 + ax,

0 ≤ ordv(a) ≤ 3 の場合には, v 6≡ 7± 2
√
−1(mod v6) であれば方程式 y2 = x3 + ax は v で

極小となり, 残る v ≡ 7± 2
√
−1(mod v6) の場合にはE は v でよい還元を持ちます.

3.6 Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張

A についての Birch-Swinnerton-Dyer予想はA の L 関数 L(A, s) の s = 1 のふるまい

に関する予想です. ところが L(A, s) の定義に現れる Euler 積 (3.1) は s = 1 では絶対収

束しません. そこでここ §3.6 では, Birch-Swinnerton-Dyer予想を述べるためにL(A, s) に

ついて次の仮定をおきます.

(A) L(A, s) は s = 1 を含む領域にまで解析接続される.

A の F 有理点の全体 A(F ) を A の Mordell-Weil 群とよびます. A(F ) は有限生成アー

ベル群となります ([57]). アーベル群 A(F )の階数を r とおきます. Birch-Swinnerton-Dyer

予想には弱い形のものと強い形のものがありますが, 弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予

想とは次の予想のことです.

予想 3.9 (弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 [4, §1 (A)], [54, §1 (A)]). ords=1L(A, s) =

r.

強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は弱い形の予想 3.9 を仮定した上で値

L∗(A, 1) := lim
s→1

(s− 1)−rL(A, s)

の精密な記述を与える予想です. この予想を述べるために少し準備をします. まず A の

Shafarevich-Tate群もしくはTate-Shafarevich群とよばれるアーベル群X(A) を次で定義

します. 1

(3.5) X(A) = Ker

[
H1(F,A(F ))→

∏

v

H1(Fv, A(F v))

]
.

ここで F の分離閉包 F , および F の各素点 v に対する Fv の分離閉包 F v を F ⊂ F v を

満たすように固定しました. 群X(A) に関して次の予想がなされています.
1記号X を出力するために東北大学の佐藤篤氏作成の easywncy.sty を使用しました.
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予想 3.10. X(A) は有限群である.

この予想 3.10 のことを Tate-Shafarevich予想とよぶこともあります.

Birch-Swinnerton-Dyer予想の主張を述べるためには必要ないのですが, あとで必要とな

るので A の Selmer 群をここで導入しておきます. 素数 pに対し, Selmer 群 SelQp/Zp(A) ⊂
H1(F,A(F ){p}) を準同型

H1(F,A(F ){p})→ H1(F,A(F ))

による X(A) の逆像として定義します. 整数 m ≥ 1 に対し, A(F ) の部分群 A(F )[m] の

ことを A[m] と書くことにします. 整数 n ≥ 0 に対し, 短完全系列

0→ A[pn]→ A(F )
pn−→ A(F )→ 0

より, Galois コホモロジーの長完全系列

· · · → A(F )
pn−→ A(F )→ H1(F,A[pn])→ H1(F,A(F ))

pn−→ H1(F,A(F ))→ · · ·

が得られます. この完全系列の n についての帰納的極限をとることにより, 短完全系列

0→ A(F )⊗Z Qp/Zp → H1(F,A(F ){p})→ H1(F,A(F )){p} → 0

が得られます. これにより単完全系列

(3.6) 0→ A(F )⊗Z Qp/Zp → SelQp/Zp(A)→X(A){p} → 0

を得ます.

F の各素点 v に対し Fv の Haar測度 µv をほとんど全ての有限素点 v に対し µv(Ov) = 1

を満たすように選びます. このとき µ :=
∏

v µv は AF の Haar 測度を定めます. 0 でない

ω ∈ H0(A,Ωg
A/F ) をひとつとります. A を A の X 上の Néron モデルとします. F の各有

限素点 v に対し, ω がH0(A ×X SpecOv,Ωg
A×XSpecOv/Ov) の生成元の av 倍になるような

av を選び, cv := nv|av|v · µv(Ov)d とおきます. ここで nv = ](Av/A
o
v)(kv) です. 各無限素

点 v に対し, 実数 cv を cv :=
∫
A(Fv)

|ω|vµdv によって定めます. 個々の cv の値は ω のとり

方に依存しますが, F の全ての素点 v をわたる積
∏

v cv はω のとり方に依存しないことに

注意しておきます.

例 3.11. 例 3.7, 3.8 で説明したことを合わせると, Weierstrass 方程式で与えられている大

域体 F 上の楕円曲線 E に対して 値
∏

v-∞ cv を計算することはさほど困難なくできます.

予想 3.12 (強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 [4, §1 (B)], [54, §1 (B)]). 大域体

F 上のアーベル多様体 A に対し予想 3.9, 3.10 が成り立ち, さらに上の記号の下, 等式

L∗(A, 1) =

∏
v cv

µ(F\AF )g
· |disc(h)| · ]X(A)

]A(F )tors · ]A∗(F )tors

が成り立つ. ここで A∗ は A の双対アーベル多様体であり, disc(h) は高さ対 h( , ) :

A(F )× A∗(F )→ R の判別式である.
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上の定理に出てきた高さ対 h( , ) については §4.3 で定義を与えます. また h( , ) の判

別式 disc(h) とは, 指数有限の部分アーベル群B ⊂ A(F ), B′ ⊂ A′(F ) をB, B′ が自由アー

ベル群になるようにとり, B の基底 P1, . . . , Pr, B
′ の基底 P ′1, . . . , P

′
r を選んだとき, 式

disc(h)

](A(F )tors) · ](A∗(F )tors)
=

| det(h(Pi, P
′
j))|

](A(F )/B) · ](A∗(F )/B′)

で定まる値のことです.

3.7 より弱い予想

強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は特に次の主張を導きます.

1. L(A, 1) ∈ ∏v|∞ cv ·Q.

2. L∗(A, 1) ∈ ∏v|∞ cv · disc(h) ·Q×.

(1), (2) はそれぞれ Deligne の予想 [15, Conjecture 1.8], Beilinson の予想 [2, Conjecture

3.8] の特別な場合です. A が楕円モジュラ曲線のヤコビ多様体の中に現れるアーベル多様

体の場合には主張 (1) を確かめることができます.
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4 高さ対 (height pairing)

4.1 射影空間の高さ関数

F を大域体とします. n ≥ 1 を整数, Pn を F 上の n 次元射影空間とします. Pn(F ) 上

の高さ関数 h : Pn(F )→ R を, x = [x0 : · · · : xn] ∈ Pn(F ) に対し

h(x) :=
1

[F : Q]

∑

v

max
0≤i≤n

(log |xi|v)

とおくことによって定めます. ここで v は F のすべての素点を動きます.

4.2 アーベル多様体上の高さ関数

A を F 上のアーベル多様体とします. L を A 上の非常に豊富な直線束とし, n + 1 =

dimF H
0(A,L) とおきます. H0(A,L) の基底を選ぶことにより, 標準的な埋め込み |L| :

A → Pn が得られます. hL := h ◦ |L| : A(F ) → R とおきます. hL は有界関数の差を除い

て H0(A,L) の基底の選び方に依存しません.

A 上の (非常に豊富とは限らない)直線束 L に対しては, A 上の非常に豊富な直線束 L1,

L2 を用いて, L を L = L1 ⊗ L⊗−1
2 の形に書きます. hL = hL1 − hL2 とおくと, hL は有界

関数の差を除いて表示L = L1 ⊗ L⊗−1
2 の取り方に依存しません.

4.3 Néron-Tate の標準的高さ関数

A を F 上のアーベル多様体, L を A 上の直線束とすると, 関数 qL : A(F ) → R であっ
て, 条件

• qL − hL は有界.

• 〈 , 〉L : (x, y) 7→ 1
2
(qL(x + y)− qL(x)− qL(y)) は双加法的.

を満たすものが唯一つ存在します. この関数 qL を Néron-Tate の標準的高さ関数といいま

す. さらに L が対称的, すなわち (−1)∗L ∼= L であれば (A(F ), qL) は Z 上の 2 次形式と

なります.

4.4 Néron-Tate の高さ対

P を A × A∗ 上の Poincaré 直線束とします. (x, y) ∈ A(F )× A∗(F ) に対し h(x, y) :=

qP(x, y)とおきます. h( , ) : A(F )×A∗(F )→ Rは双加法的となります. これを Néron-Tate

の高さ対とよびます.
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4.5 Néron シンボル

A 上の因子であって, 代数的に 0 と同値であるものの全体を Div0(A) とおきます. A の

閉点を基底とする自由アーベル群を Z0(A) で表わし, Z0(A) の元 Z =
∑

i niPi であって,∑
i ni[κ(Pi) : F ] = 0 をみたすもの全体のなす Z0(A) の部分群を Z0(A)0 ⊂ Z0(A) で表わ

します.

D ∈ Div0(A), Z ∈ Z0(A)0 が Supp(D) ∩ Supp(Z) = ∅ を満たすとします. このとき

h(Z,D) は和 h(Z,D) =
∑

v h(Z,D)v の形に分解されます ([41, §14], [32, THÉORÈME

5]). ここで h( , )v は以下で特徴づけられる関数であり, Néron シンボルとよばれます (以

下の特徴づけは Lang [32, THÉORÈME 4] によります).

1. h( , )v は, D ∈ Div0(AFv), Z ∈ Z0(AFv)
0 であって Supp(D)∩Supp(Z) = ∅を満たす

ものに対し実数 h(Z,D)v ∈ R を対応させる関数である (ここで Div0(AFv), Z0(AFv)
0

はDiv0(A), Z0(A)0 と同様の方法で定義されるアーベル群である).

2. h( , )v は定義されている範囲で双加法的である.

3. D = div(f) のとき h(Z,D)v = − log |f(Z)|v が成り立つ. ここで f(Z) は以下で与え

られる: Z =
∑

i niPi ∈ Z0(AFv)
0 とおき, f の κ(Pi) における像を f(Pi) で表わすと

き, f(Z) :=
∏

i Nκ(Pi)/Fv(f(Pi)).

4. a ∈ A(Fv) に対し, ta : AFv
∼=−→ AFv で a による平行移動を表わすことにすると,

h(Z,D)v = h(t∗aZ, t
∗
aD)v が成り立つ.

5. 各 D ∈ Div0(AFv), x0 ∈ A(Fv) \ Supp(D) に対し, A(Fv) \ Supp(D) 上の関数 x 7→
h(x− x0, D)v は A(Fv) \ Supp(D) の v 進位相に関して局所有界である.

4.6 アーベル多様体でない場合への予想の一般化 (Bloch-Beilinson)

4.6.1 Hasse-Weil L 関数

X を大域体 F 上の滑らかかつ射影的な代数多様体とします. 適当な予想を仮定すると,

整数 i ≥ 0に対し, X のHasse-Weil L関数とよばれる複素数 sについての関数L(hi(X), s)

が, 式 (3.1) と同様の Euler 積

(4.1) L(hi(X), s) :=
∏

v

Pv(h
i(X), q−sv )−1

によって定まります. ここで Pv(h
i(X), T ) は定数項が 1 の T についてのとある整数係数

多項式です. Euler 積 (4.1) は Re(s) > 1 + i
2
で絶対収束します. また (3.2) と類似の補正

をすることにより関数 Λ(hi(X), s) を定めることができ (詳細は [49] をご参照ください),

関数 Λ(hi(X), s) について予想 3.2 と同様の予想がなされています.

多項式 Pv(h
i(X), T ) は, §3.3 で多項式 Pv(A, T ) を定めたときと同様に, kv の標数と異

なる素数 ` をとって

(4.2) Pv(h
i(X), T ) := det(1− FrobvT ;H i

et(XF ,Q`)
Iv)
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とすることによって定めます. 前の段落で適当な予想と述べたものは, 正確には式 (4.2) の

右辺が ` のとり方に依存しない整数係数の多項式となるという予想です. この予想は X が

v でよい還元を持つ場合には証明されています.

4.6.2 Chow 群上の高さ対

X を Q 上の滑らかかつ射影的な d 次元代数多様体とします. 整数 n ≥ 0 に対し, X の

余次元 nの整型 (integral)閉部分スキームの集合を基底とする自由アーベル群をZn(X)と

書きます. Zn(X) の元をX 上の余次元 n のサイクルとよびます. Zn(X) を 0 に有理同値

なサイクルのなす部分群で割って得られるアーベル群を X の n 次 Chow 群とよび, 記号

CHn(X) で表わします. n = 1 のとき CHn(X) = Pic(X) となります.

整数 i およびアーベル群 M に対して, H i(X(C),M) で複素多様体 X(C) の M 係数 i

次 Betti コホモロジー (特異コホモロジー)を表わします. また整数 i および部分アーベル

群 M ⊂ C に対し, M(i) := (2π
√
−1)iM ⊂ C とおきます. このとき, サイクル写像とよば

れる標準的な準同型

Zn(X)� CHn(X)
cl−→ H2n(X(C),Z(n))

が存在します. Zn(X) の元 Z がホモロジー論的に 0 と同値であるとは, この準同型によ

る Z のH2n(X(C),Z(n)) における像が 0 になることをいいます. また準同型 cl の核を

CHn(X)0 とおきます.

X の Z 上のモデル X であって, 正則かつ Z 上平坦射影的となるものが存在すると仮定
します. 1 ≤ n ≤ d とします. Beilinson [3, §4], Bloch [6], Gillet-Soulé [19, THÉORÈME

3 のあとの Remarques] は独立に, とある予想 ([6, Assumption 2], [3, conjecture 2.2.1,

conjecture 2.2.3]) を仮定した下で, 高さ対とよばれる双線型写像

(4.3) h( , ) : CHn(X)0
Q × CHd+1−n(X)0

Q → R

を構成しました. [3], [6], [19] の構成法はそれぞれ, コホモロジー論的手法, ホモトピー論

的手法, Arakelov 幾何的手法に基づくものです. [3] の構成したものと [19] の構成したも

のは一致することが知られていますが, [6] の定義と [3] の定義とが一致するかどうか筆者

は知りません. [19] の方法は後の論文 [20] で数論的 Chow 群の交叉理論という形に結実し

ました.

本稿では §4.6.4 で [19] の方法に基づいた写像 (4.3) の構成について説明します. 次の

§4.6.3 ではその説明に必要な概念をいくつか導入します.

4.6.3 Green カレント

X を Q 上または R 上の滑らかかつ射影的な d 次元スキームとします. 整数 p, q ≥ 0

に対し, X(C) 上の C 値 (p, q) 形式のなす C ベクトル空間を Ap,q(X(C)) とおきます.

Ap,q(X(C)) から C への連続準同型全体のなす C ベクトル空間を Dp,q(X(C)) とおきま

す. ここでいう連続は Schwartz 超関数を定義する際の連続と同様の意味で用いています.

Dp,q(X(C)) := Dd−p,d−q(X(C)) とおくと, 自然な埋め込み Ap,q(X(C)) ↪→ Dp,q(X(C)) が
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存在します. この埋め込みによって Ap,q(X(C)) を Dp,q(X(C)) の部分空間とみなします.

Dp,q(X(C)) の元のことをX(C) 上の (p, q) カレントとよびます.

(−1)p+q+1∂ : Ad−p−1,d−q(X(C))→ Ad−p,d−q

および

(−1)p+q+1∂ : Ad−p,d−q−1(X(C))→ Ad−p,d−q

の引き起こす準同型 Dp,q(X(C))→ Dp+1,q(X(C)), Dp,q(X(C))→ Dp,q+1(X(C)) をそれぞ

れ ∂, ∂ で表わします. 複素共役 F∞ : X(C)
∼=−→ X(C) による微分形式の引き戻しは C 線型

な同型

F ∗∞ : Ap,q(X(C))
∼=−→ Aq,p(X(C)), F ∗∞ : Dp,q(X(C))

∼=−→ Dq,p(X(C))

を引き起こします. 整数 p ≥ 0 に対し

Ap,p(X) = {ω ∈ Ap,p(X(C)) | F ∗∞ω = (−1)pω},

Dp,p(X) = {T ∈ Dp,p(X(C)) | F ∗∞T = (−1)pT}
とおきます. 定義により Ap,p(X) はDp,p(X) の部分空間とみなせます.

Y ⊂ X を整型な余次元 p の閉部分スキームとします. Y (C) (の非特異部分)上で積分す

るという操作はDp,p(X)の元 δY を定めます. Y の Greenカレントとは, gY ∈ Dp−1,p−1(X)

であって等式
1

2π
√
−1

∂∂gY − δY ∈ Ap,p(X)

を満たすもののことをいいます. 任意の整型な余次元 p の閉部分スキーム Y ⊂ X に対し

て Y の Green カレントが存在することが知られています.

4.6.4 Chow 群上の高さ対の構成

X, d を §4.6.2 の通りとします (X の存在も仮定します). 1 ≤ n ≤ d とします. Z =∑
i niZi ∈ Zn(X), W =

∑
jmjWj ∈ Zd+1−n(X) をホモロジー的に 0 と同値なサイクルと

します. Supp(Z) ∩ Supp(W ) = ∅ と仮定します. Zi, Wj をそれそれ Zi, Wj の X におけ

る閉包とし,

hf (Zi,Wj) :=
∑

i′,j′

(−1)i
′+j′ log(]H i′(X,TorOX

j′ (OZi,OWj
))

とおきます. W がホモロジー論的に 0 と同値であることから, 各 j に対し Wj の Green

カレント gWj
を, 等式

∑

j

mj

(
1

2π
√
−1

∂∂gY − δY
)

= 0

を満たすようにとることができます. そこで各 i, j に対し

h∞(Zi,Wj) := −
∫

Zi(C)

gWj
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とおきます. Z, W がホモロジー論的に 0 と同値であることから,
∑

i,j

nimjh∞(Zi,Wj)

が Green カレント gWj
のとり方に依存しないことがわかります. この hf , h∞ を用いて

h(Z,W ) ∈ R を
h(Z,W ) =

∑

i,j

nimj(hf(Zi,Wj) + h∞(Zi,Wj))

によって定めます. 適当な予想 ([3, conjecture 2.2.1, conjecture 2.2.3]) を仮定すると,

h(Z,W ) が Z, W の CHn(X)0, CHd+1−n(X)0 における類にしか依存しないことがわか

ります.

4.6.5 予想

X, d, X を §4.6.2 の通り, 1 ≤ n ≤ d とします.

予想 4.1. n を 0 ≤ n ≤ d+ 1 を満たす整数とすると, CHn(X)0
Q, CHd+1−n(X)0

Q は有限次

元で, h( , ) : CHn(X)0
Q × CHd+1−n(X)0

Q → R は非退化となる.

予想 4.2 (Swinnerton-Dyer). ords=nL(h2n−1(X), s) = dimQCHn(X)0
Q が成り立つ.

複素共役 F∞ : X(C)
∼=−→ X(C) は自己同型 F ∗∞ : H i(X(C),M) → H i(X(C),M) の引き

起こします. ε ∈ {±1}に対し, F ∗ が ε倍で作用する部分をH i(X(C),M)ε ⊂ H i(X(C),M)

で表わします.

n を 0 ≤ n ≤ d+ 1 を満たす整数とします. このとき合成

I+ : H2n−1(X(C),C)(−1)n ↪→ H2n−1(X(C),C) ∼= H2n−1
dR (XC/C)� H2n−1

dR (XC/C)/Filn

は C ベクトル空間の同型となります. 同型 I+ の定義域 H2n−1(X(C),C)(−1)n および

値域 H2n−1
dR (XC/C)/Filn は, それぞれ標準的な Q 構造 H2n−1(X(C), (2π

√
−1)nQ)(−1)n ,

H2n−1
dR (X/Q)/Filn を持ちます. そこで det I+ ∈ C×/Q× を以下のようにして定義しま
す: まず Q ベクトル空間H2n−1(X(C), (2π

√
−1)nQ)(−1)n , H2n−1

dR (X/Q)/Filn の基底をとり

ます. この基底を用いて同型 I+ を C 係数の正則行列として表示します. この行列の行列

式の C×/Q× における類を det I+ とおきます. det I+ は H2n−1(X(C), (2π
√
−1)nQ)(−1)n ,

H2n−1
dR (X/Q)/Filn の基底の取り方に依存しません. また同型 I+ がH2n−1(X(C),C)(−1)n の

R 部分空間H2n−1(X(C), (2π
√
−1)nR)(−1)n を H2n−1

dR (XR/R)/Filn に送ることから, det I+

は R×/Q× ⊂ C×/Q× に属することがわかります. 次の 2 つの予想はそれぞれ Deligne の

予想 [15, Conjecture 1.8], Beilinson の予想 [2, Section 3] の特別な場合です.

予想 4.3 (Deligneの予想 [15, Conjecture 1.8]の特別な場合). L(h2n−1(X), n) ∈ det I+·
Q.

予想 4.4 (Beilinson の予想 [2, Section 3] の特別な場合). r = dimQ CHn(X)0
Q とおく

と,

lims→n
L(h2n−1(X),s)

(s−1)r
∈ det I+ · disc(h) ·Q×.
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注 4.5. Beilinson の予想 [2, Section 3] は, 任意の n ≥ 0, 任意の m ∈ Z に対する
L(hn(X), s) の s = m でのふるまいに関する予想です.

注 4.6. Beilinson の予想 [2, Section 3]をDeligne の予想 [15, Conjecture 1.8]の混合モチー

フに対するある種の拡張と解釈することもできます ([47]).
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5 Shafarevich-Tate群 X(A)

F を大域体, A を F 上のアーベル多様体とします. X(A) の定義は式 (3.5) に与えたよ

うに

X(A) = Ker[H1(F,A(F ))→
∏

v

H1(Fv, A(F v))]

です. X(A) は次のように書くこともできます.

X(A) = Ker[H1(F,A(F ))→⊕
vH

1(Fv, A(F v))]

= Ker[H1(F,A(F ))→ H1(Fv, A(A⊗QF ))]

= Ker[H1(F,A(F ))→ ∏
vH

1(Gv, A(F ))]

= Ker[H1(GF,S, A(FS))→⊕
v∈S H

1(Gv, A(F ))]

ここで A は (Q の) adele 環, S は F の素点の集合で, 無限素点と悪い素点をすべて含むも

の, FS は S の外不分岐な F/F の最大部分拡大体, GF,S = Gal(FS/F ) です.

定義から X(A) は捻れアーベル群です. 上記最後の記述により, X(A) の Pontryagin

双対X(A)∨ = Hom(X(A),Q/Z) は位相的に有限生成な副有限アーベル群となります. 特

に任意の整数 m に対し, X(A)[m] は有限群です.

予想 3.10 に述べたようにX(A) は有限群であると予想されています. L(A, s) が GL2

の保型 L 関数と結びつくときには, Euler 系の理論を用いるとX(A) の有限性を証明でき

る場合があります ([28], [29], [25], [30], [10]).

Cassels-Tate 対 ([11], [53], [39]) X(A) ×X(A∗) → Q/Z の構成を復習します. 構成に

は主に以下の 2 通りの方法があります.

5.1 Cassels-Tate 対の構成 (その 1)

a ∈X(A) とします. Pa を a に対応するA 捻子 (torsor)とし, Qa := F (Pa,F )×/F
×
と

おきます (ここで Pa,F = (Pa)F です). つまり Qa は Pa,F の主因子のなすアーベル群です.

短完全系列

0→ Qa → Div0(Pa,F )→ Pic0(Pa,F )→ 0

および標準的な同型 Pic0(Pa,F ) ∼= Pic0(AF ) ∼= A∗(F ) により, Galois コホモロジーの

連結準同型 H1(F,A∗(F )) → H2(F,Qa) が得られます. F の各素点 v に対し, Qa,v =

F v(Pa,F v)
×/F

×
v とおきます. 可換図式

H1(F,A∗(F )) −−−→ H2(F,Qa)y
y

∏
vH

1(Fv, A
∗(F v)) −−−→

∏
vH

2(Fv, Qa,v)

により, 準同型

(5.1) X(A∗)→X2(Qa) := Ker[H2(F,Qa)→
⊕

v

H2(Fv, Qa,v)]
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が得られます. 一方, 短完全系列 0→ F
× → F (Pa,F )× → Qa → 0 より図式

Br(F ) −−−→ H2(F, F (Pa,F )×) −−−→ H2(F,Qa) −−−→ 0y
y

y
0 −−−→ ⊕

v Br(Fv) −−−→
⊕

vH
2(Fv, F v(Pa,Fv)

×) −−−→ ⊕
vH

2(Fv, Qa,v)

が得られます. したがって蛇の補題により準同型

(5.2) X2(Qa)→ Coker[Br(F )→
⊕

v

Br(Fv)] ∼= Q/Z

を得ます. 準同型 (5.1) と (5.2) との合成X(A∗)→ Q/Z による a′ ∈X(A∗) の行き先を

〈a, a′〉 とおくことによって 〈 , 〉 が構成されます.

5.2 Cassels-Tate 対の構成 (その 2)

まず各整数 m ≥ 1 に対し, 対

X(A)[m]×X(A∗)[m]→ Q/Z

を構成します.

a ∈ X(A)[m], a′ ∈ X(A∗)[m] とします. b ∈ H1(F,A[m]), b′ ∈ H1(F,A∗[m]) をそれ

ぞれ a, a′ の持ち上げとします. F の素点 v に対し, bv ∈ H1(Fv, A[m]) を b の v にお

ける分解群 Gv への制限とします. 各 bv はある b̃v ∈ H1(Fv, A[m2]) に持ち上がります.

β ∈ Z1(F,A[m]), β ′ ∈ Z1(F,A∗[m]), β̃v ∈ Z1(Fv, A[m2]) をそれぞれ b, b′, b̃v を代表する 1

コサイクルとします. β̃ ∈ C1(F,A[m2]) を β の 1 コチェインとしての持ち上げとすると,

dβ̃ ∈ Z2(F,A[m])となります. (dβ̃ の定義から, dβ̃ の H2(F,A[m])における類は Bockstein

準同型 H1(F,A[m])→ H2(F,A[m2]), すなわち短完全系列

0→ A[m]→ A[m2]→ A[m]→ 0

が誘導する Galoisコホモロジーの境界準同型H1(F,A[m])→ H2(F,A[m2]), による b の像

に一致します.) dβ̃ ∪ β ′ ∈ Z3(F,Gm) を考えます. H3(F,Gm) = 0 よりある ε ∈ C2(F,Gm)

が存在して dβ̃ ∪ β ′ = dε の形に書けます. (β̃)v ∈ C1(Fv, A[m2]), β ′v ∈ Z1(Fv, A
∗[m]),

εv ∈ C2(Fv,Gm) をそれぞれ β̃, β ′, ε の Gv への制限とします. β̃v − (β̃)v ∈ C1(Fv, A[m])

となることに注意すると,

γv := (β̃v − (β̃)v) ∪ β ′v ∈ C2(Fv,Gm)

が考えられます. 定義から直ちに dγv = dεv となることがわかるため, γv−εv は Z2(Fv,Gm)

の元を定めます. そこで

〈a, a′〉 :=
∑

v

invv(γv − εv) ∈ Q/Z
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とおきます. m′ が m の倍数のとき, 図式

X(A)[m] × X(A∗)[m]
〈 , 〉−−→ Q/Z

↓ ↓ ||
X(A)[m′] × X(A∗)[m′]

〈 , 〉−−→ Q/Z

は可換となります. X(A), X(A∗) は捻れアーベル群なので, 帰納的極限をとることによっ

て対X(A)[m]×X(A∗)[m]→ Q/Z が得られます. この対は §5.1 で構成した対 〈 , 〉 と一
致します (証明は [44, Section 12] をご参照ください).

定理 5.1 (Cassels [11, Theorem 1.1], Tate [53, THEOREM 3.2]). Cassels-Tate 対

は完全対

X(A)red ×X(A∗)red → Q/Z

を誘導する.

5.3 元 cλ ∈X(A∗)

λ : A→ A∗ を A の偏極とします. λ に対応する NS(AF )GF の元を同じ記号 λ で表わし

ます. λ は準同型 λ∗ : X(A)→X(A∗) を誘導します. この λ∗ を用いて双加法的写像

〈 , 〉λ : X(A)×X(A)→ Q/Z

を 〈a, b〉λ := 〈a, λ∗(b)〉 によって定義します.

短完全系列

0→ A∗(F )→ Pic(AF )→ NS(AF )→ 0

が誘導する Galois コホモロジーの連結準同型NS(AF )GF → H1(F,A∗(F )) を考えます. こ

の連結準同型による λ ∈ NS(AF )GF の行き先を cλ ∈ H1(F,A∗(F )) とおきます.

注 5.2. L を A× A∗ 上の Poincaré 直線束の (id, λ) : A→ A× A∗ による引き戻しとする
と, L の定める射 A → A∗ は 2λ に一致します. このことより 2cλ = 0 であることがわか

ります.

命題 5.3 (Poonen-Stoll [44, Corollary 2]). 上で定めた cλ ∈ H1(F,A∗(F )) はX(A∗) ⊂
H1(F,A∗(F )) に属する.

(証明) v を F の素点とします. 短完全系列

(5.3) 0→ A∗(F v)→ Pic(AF v)→ NS(AF v)→ 0

が誘導する Galoisコホモロジーの連結準同型NS(AF v)
Gv → H1(Fv, A

∗(F v))が 0準同型で

あることをいえば十分です. 簡単のため v を有限素点とします. Tate [53]の双対性が引き起

こす同型 H1(Fv, A
∗(F v))

∼=−→ Homcont(A(Fv),Q/Z)は H1(Fv, A
∗(F v))→ H1(Fv,Pic(AF v))

の像を経由するので, H1(Fv, A
∗(F v))→ H1(Fv,Pic(AFv))は単射です. したがって,短完全

系列 (5.3) が誘導する Galois コホモロジーの長完全系列から求める主張が得られます.
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定理 5.4 (Poonen-Stoll [44, Theorem 5]). A を大域体 F 上の偏極アーベル多様体,

λ : A → A∗ を A の偏極とする. cλ ∈ X(A∗) を上で定めた元とする. このとき任意の

a ∈X(A) に対し, 〈a, a〉λ = 〈a, cλ〉 が成り立つ.

(証明) a ∈X(A) とします. P を a に対応する A 捻子とします. D ∈ Div(AF ) を, λ を

与える因子とします. x ∈ P (F ) を取ります. 原点を x に送ることにより同型 AF
∼= PF を

得ます. D′ ∈ Div(PF ) を, この同型のもと D に対応する因子とします. このとき λ(a)− cλ
は 1 コサイクル

GF 3 σ 7→ σ(D′)−D′ ∈ Pic0(PF ) ∼= Pic0(AF )

の類に一致します. したがって 〈 , 〉 の定義により, 〈a, λ(a)− cλ〉 = 0 が成り立ちます.

系 5.5 (Poonen-Stoll [44, Corollary 6]). 〈 , 〉λ は反対称である, すなわち 〈a, b〉 =

−〈b, a〉 が成り立つ.

A が主偏極 λ : A
∼=−→ A∗ をもつとき, λ は完全対 〈 , 〉λ : X(A)red ×X(A)red → Q/Z

を誘導します. したがって各素数 p ≥ 3 に対し ]X(A)red{p} は平方数となります. 特に

X(A)red が有限群であれば, ]X(A)red は平方数または平方数の 2 倍です.

系 5.6 (Poonen-Stoll [44, Theorem 8] の一部分). A が主偏極 λ : A
∼=−→ A∗ を持つと

し, c := λ−1(cλ) とおく. このとき, ]X(A)red{2} が平方数であることと 〈c, c〉λ = 0 となる

こととは同値である.

5.4 曲線のヤコビ多様体の場合

C を F 上滑らか射影的かつ幾何学的に連結な代数曲線とします. g を C の種数, J =

Jac(C) を C のヤコビ多様体とします.

J は標準的な主偏極 λ : J → J∗ をもちます. この λ はテータ因子 Θ ⊂ Picg−1
C/F を

同型 JF
∼= (Picg−1

C/F )F で引き戻した JF 上の因子によって与えられます. このことより

c = [Picg−1
C/F ] であることがわかります.

〈c, c〉λ の計算を行います. F の各素点 v に対し, 図式

(5.4) 1→ F
×
v → F v(CFv)

× → Div(CFv)→ Pic(CFv)→ 0

を考えます c = [Picg−1
C/F ] ∈ X(J) であることから, Fv 有理点 xv ∈ Picg−1

C/F (Fv) が存在し

ます. 1 を xv に送る準同型 Z → Pic(CFv) によって図式 (5.4) を引き戻すことにより,

H2(Fv, F
×
v ) の元が得られます. したがって標準的な同型 H2(Fv, F

×
v ) ∼= Q/Z により元

φv(xv) ∈ Q/Z が得られます.

命題 5.7. このとき 〈c, c〉λ = (1− g)
∑

v φv(xv) が成り立つ.

命題 5.8. (2g − 2)φv(xv) = 0 が成り立つ. さらに (g − 1)φv(xv) = 0 であるための必要十

分条件は Picg−1(CFv) が空集合でないことである.
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Picg−1(CFv) は Picg−1
C/F (Fv) の部分集合とみなせますが, 両者は必ずしも一致しないこと

に注意しておきます.

系 5.9 (Poonen-Stoll [44, Theorem 11]). X(J)red{2} が平方数となるための必要十分
条件はPicg−1(CFv) = ∅ となる F の素点 v がちょうど偶数個存在することである.

系 5.9 より特に C が F 有理点をもてば, X(J)red{2} は平方数となります.

注 5.10. v を F の有限素点, C を CFv の極小正則固有モデル, Y を C の閉ファイバーと
すると,

{n ∈ Z | Picn(CFv) 6= ∅} =
∑

E∈Irr(Yred)

mEfEZ

が成り立ちます. ここで mE は Y における E の重複度であり, fE は E の関数体の定数

体の kv 上の次数です.

系 5.9 を用いると X(J)red{2} が平方数にならないような C の例を構成することがで

きます. 以下にそのような C の例をいくつか挙げます. 論文 [44, Section 10] では, 下に挙

げるもの外にもいくつか例が与えられています.

例 5.11 (Poonen-Stoll [44, Proposition 26]). g を 2 以上の整数, t を正の整数とすし

ます. 式 y2 = −(x2g+2 + x + t) で与えられる Q 上の種数 g の超楕円曲線を C とすると,

X(J)red{2} は平方数になりません.

例 5.12 (Jordan-Livné [24, Theorem 1]). p, q を p ≡ 5(mod 24), q ≡ 5(mod 12),(
p
q

)
= −1 を満たす異なる 2 つの素数とします. 判別式 pq の Q 上の 4 元数環に付随する

志村曲線を Atkin-Lehner 対合 wp の作用で割った曲線を C とすると, X(J)red{2} は平方
数になりません.

5.5 Bloch-加藤 [7, Section 5] による X(A) の記述

X(A) は捻れアーベル群なので, 標準的な直和分解

X(A) =
⊕

`:素数

X(A){`}

を持ちます. 以下 §5.5 では ` 6= char(F ) と仮定します. F の各有限素点 v に対し,

p := char(kv) とおき, 部分空間 H1
f (Fv, V`A) ⊂ H1(Fv, V`A) を以下で定めます:

H1
f (Fv, V`A) =

{
Ker[H1(Fv, V`A)→ H1(Iv, V`A)], p 6= ` のとき,

Ker[H1(Fv, V`A)→ H1(Fv, V`A⊗Q` Bcrys)], p = ` のとき.

ここで Bcrys とは Fontaine [16, p. 554] が導入したGQp = Gal(Qp/Qp) が連続に作用する

Qp 代数 B のことです (ここではFontaine [16] の記号で K = Qp の場合を考えています).

さらに部分空間 H1
f (F, V`A) ⊂ H1(F, V`A) を以下のように定めます:

H1
f (F, V`A) = Ker


H1(F, V`A)→

∏

v-∞

H1(Fv, V`A)

H1
f (Fv, V`A)


 .
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A{`} := A(F ){`} ∼= V`A/T`A とおきます. F の各有限素点 v に対し, 部分アーベル群

H1
f (Fv, A{`}) ⊂ H1(Fv, A{`}) を以下のように定めます:

H1
f (Fv, A{`}) := Im[H1

f (Fv, V`A) ↪→ H1(Fv, V`A)→ H1(Fv, A{`})].

さらに部分アーベル群 H1
f (F,A{`}) ⊂ H1(F,A{`}) を以下のように定めます:

H1
f (F,A{`}) := Im[H1

f (F, V`A) ↪→ H1(F, V`A)→ H1(F,A{`})].

このとき H1(F,A{`}) の部分群として等式

SelQ`/Z`(A) = Ker

[
H1(F,A{`})→

∏

v

H1(Fv, A{`})
H1
f (Fv, A{`})

]

が成り立ちます. この等式と短完全系列 (3.6) から同型

(5.5) X(A){`}red
∼= Ker

[
H1(F,A{`})
H1
f (F,A{`}) →

∏

v

H1(Fv, A{`})
H1
f (Fv, A{`})

]

が得られます. 式 (5.5) を用いれば, GF の表現 T`A だけを用いて (A(F ) などを用いずに)

X(A)red を定義できます. これによって, より一般の (例えば 重さ −1 のモチーフに付随す

る) Galois 表現に対して, 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想を一般化した予想を定式化

できます (詳細は [7], [17] をご参照ください). 特に予想 4.4 を強い形の Birch-Swinnerton-

Dyer予想 3.12 と類似の形に精密化できます.
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6 Birch-Swinnerton-Dyer予想と玉河数の公式

6.1 アフィン代数群 G の玉河数

大域体 F 上のアフィン代数群 G に対し, G の玉河数と呼ばれる実数 τ(G) が以下の方

法で定義されます.

G(AF )1 := {g ∈ G(AF ) | 任意の χ : G→ Gm に対し |χ(g)| = 1}

とおきます. G(AF )1 はユニモジュラーな局所コンパクト位相群であり, G(F ) は G(AF )1

の離散部分群となります. AF の Haar 測度 µ であって, µ(F\AF ) = 1 を満たすものを

とります. µ を用いて LieG(AF ) の Haar 測度 µLieG を標準的に定めます. この測度を

用いて G(AF ) の Haar 測度 µG が標準的に定まります. 以下に µG を定める手続きの

概略を書きます (詳細は [58] をご参照ください). まず測度 µLieG の, F の各素点 v に

対する LieG(Fv) の Haar 測度 µLieG,v の積 µLieG =
∏

v µLieG,v への分解をひとつとりま

す. 次に F の各素点 v に対し, G(Fv) の左不変 Haar 測度 µG,v を, この µLie, G,v を用

いて標準的に定めます. F が代数体の場合は, 単位元の近傍で定義される局所同型写像

exp : LieG(Fv) 99K G(Fv) を通じて, µLieG と µG,v とが対応します. このとき G(AF ) 上の

測度 µG は, いわば µG,v たちの「直積」とでもいうべきものになります. 但し µG,v の直積

を素直に定義しようとすると収束しない無限積が現れるため, 実際の µG,v の構成は以下の

ように行います: X(G) = HomF (G,Gm) とおきます. ここで HomF は SpecF 上の適当な

位相に関する群の層のなす圏における Hom です. X(G) は群 GF が有限商を経由して作

用する有限生成自由アーベル群とみなせます. そこで X(G) の Artin L 関数

L(X(G), s) =
∏

v

Lv(X(G), s)

を考えます. F の各素点 v に対し正の実数 λv > 0 を, ほとんど全ての v に対し λv =

Lv(X(G), 1)−1 となるようにとります. λv を v での収束因子とよびます. F の各素点 v に

対し G(Fv) の測度 µ′G,v を µ′G,v = λvµG,v で定めると, 直積測度 µ′G =
∏

v µ
′
G,v を定めるこ

とができます. この µ′G と G(AF )/G(AF )1 上の標準的な測度を用いて, G(AF )1 に Haar 測

度 µ′G,1 が定まります. 最後に,
∏

v λv の代わりとなる実数 λ を L(X(G), s) の s = 1 での

先頭項を用いて定義することにより, G(AF )1 に標準的な Haar 測度 µG,1 = λ−1µ′G,1 が定

まりますこの測度 µG,1 による G(F )\G(AF )1 の体積

τ(G) = µG,1(G(F )\G(AF )1)

のことを G の玉河数とよびます (Borel [8, THEOREM 1] により τ(G) < ∞ となること
に注意しておきます). アーベル多様体に対する Shafarevich-Tate群の定義 (3.5) と同様に

X(G) = Ker[H1(F,G)→
∏

v

H1(Fv, G)]

によって G の Shafarevich-Tate群 X(G) を定義します. このとき次の定理が成り立ち

ます.
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定理 6.1 ([42], [45], [31], [13], [43]). G を代数体 F 上の連結アフィン代数群, Gu ⊂ G

を G の巾単根基とする. このときX(G) は有限群であり, 公式

τ(G/Gu) =
]Pic(G)

]X(G)

が成り立つ.

6.2 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想の玉河数を用いた定式化

(Bloch [5])

F を代数体, A を F 上のアーベル多様体とします. τ(G) の定義の際にとある L 関数

の特殊値が現れること, および Pic(A)tors が A∗(F ) と同型であることに注意すると, A に

ついての強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の主張と上の定理 6.1 の主張の間に類

似性が見てとれますそもそも強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が定式化された背景の

ひとつに, トーラスの玉河数に関する公式の影響があります ([4], [12]). このことをふまえ

て, 強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想を定理 6.1 とそっくりな形に再定式化したのが

Bloch [5] です. 以下この節ではこの Bloch の結果を概説します.

A(AF ) はコンパクトなので, A(F ) が無限群のときは A(F ) は A(AF ) の離散部分群にな

りません. そのため A(F ) が無限群のときは, 定理 6.1 の主張中の G を単純に A で置き

換えただけでは, τ(A) の定義の際に困難が生じてうまくいきません. そこで次のようにし

ます.

B ⊂ A∗(F ) を指数有限かつ捻れを持たない部分群とします. T = HomF (B,Gm) とおき

ます. ここで式 (6.1) の右辺は SpecF 上の適当な Grothendieck 位相におけるアーベル群

の層のなす圏における Hom を表わすものとします. T は F 上の分裂トーラスとなります.

よく知られているように標準的な同型

(6.1) A∗ ∼= Ext1
F (A,Gm)

が存在します. ここで式 (6.1) の右辺は F 上の適当な Grothendieck 位相におけるアーベ

ル群の層のなすアーベル圏における Ext1 を表わすものとします. 式 (6.1) により, F 上の

群スキームの拡大

1→ T → G→ A→ 1

が得られます. イデールノルム | | : F×\A×F → R の引き起こす準同型 T (F )\T (AF ) ∼=
Hom(B,F×\A×F ) → Hom(B,R) は一意的に連続準同型 T (F )\G(AF ) → Hom(B,R) に延

ばせます (このことは後の §6.3 に書くことを用いると示せます詳細は [5, p. 68] はご参照

ください). A(F ) ∼= T (F )\G(F ) ↪→ T (F )\G(AF ) → Hom(B,R) ∼= Hom(A∗(F ),R) によ

り, 〈 , 〉 : A(F )× A∗(F )→ R が得られます. この節の話題で鍵となるのが次の定理です.

定理 6.2 ([5, (1.9) Theorem]). 〈 , 〉 は高さ対 h( , ) と一致する.

系 6.3 (Bloch [5, (1.10) Theorem]). G(F ) ⊂ G(AF ) は離散的かつ余コンパクトな部分

群となる.
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ここで §3.6 の (A) を仮定します. G はアフィンではありませんが, 上の系を用いると G

の玉河数 τ(G) が, アフィン代数群の場合と同様に定義できます.

定理 6.4 (Bloch [5, (1.17) Theorem]). A を大域体 F 上のアーベル多様体とし, G を

上の通りとする. A について §3.6 の (A), および予想 3.9, 3.10 を仮定する. このとき, A

についての強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 は等式

τ(G) =
]Pic(G)tors

]X(G)

と同値である.

6.3 定理 6.4 の証明の準備

X = SpecOF とおきます. A, A∗ をそれぞれ A, A∗ の X 上の Néron モデルとします.

Ao ⊂ A を開部分群で各ファイバーが連結なものとします. このとき (6.1) の拡張となる標

準的な同型

(6.2) A∗ ∼= Ext1
X(Ao,Gm)

が存在します ([35, §5]). ここで (6.2) の右辺は X 上の適当な Grothendieck 位相に関する

アーベル群の層の圏における Ext1 です.

B ⊂ A∗(F ) ∼= A∗(X) より T = HomX(B,Gm) は X 上の分裂トーラスとなります. 式

(6.2) を用いると, X 上の群スキームの拡大

(6.3) 1→ T → G → Ao → 1

が得られます.

6.4 定理 6.2 を認めた定理 6.4 の証明

(証明) T (F )\T 1 を T (F )\T (AF )の極大コンパクト部分群, T (F )\G1 を T (F )\G(AF )の

極大コンパクト部分群とします. A, T , G に対する収束因子 (λA,v), (λT,v), (λG,v) を

• v が有限素点のとき

λA,v = Pv(A, q
−1
v ), λT,v = (1− q−1

v )r, λG,v = (1− q−1
v )rPv(A, q

−1
v ).

• v が無限素点のとき λT,v = λA,v = λG,v = 1.

と選びます. ここで A(F ) の階数を r とおきました. これらの収束因子から定まるA(AF ),

T 1, G(AF ) , G1 の Haar 測度をそれぞれ µ′A, µ′T,1, µ′G, µ′G,1 とおきます. 完全系列

1→ T (F )\T 1 → T (F )\G1 → A(AF )→ 0



316

および T 1\T (AF ) ∼= G1\G(AF ) に注意し, 式 (6.3) より F の各素点 v に対して

0→ T (OFv)→ G(OFv)→ Ao(OFv)→ 0

が完全になることを用いると, µ′G,1(T (F )\G1) = µ′A(A(AF ))µ′T,1(T (F )\T 1) となります. さ

らに完全系列

0→ A(F )tors → T (F )\G1 → G(F )\G(AF )→ Hom(B,R)

A(F )/A(F )tors

→ 0

と定理 6.2 とを用いると

µ′G(G(F )\G(AF )) =
µ′A(A(AF ))µ′T,1(T (F )\T 1) · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

がわかります. ここで

µ′A(A(AF )) =
∏

v

cv, µ
′
T,1(T (F )\T 1) = (lim

s→1
(s− 1)ζF (s))r

(但し上式の
∏

v cv は強い Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の主張中に表れる値, ζF (s) は

F の Dedekind ζ 関数です) に注意すると,

µ′G(G(F )\G(AF )) =

∏
v cv · (lims→1(s− 1)ζF (s))r · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

となります. したがって

τ(G) =

∏
v cv · disc(h) · ](A∗(F )/(B + A∗(F )tors))

µ(F\AF )g]A(F )tors

· lim
s→1

(s− 1)r

L(A, s)

が成り立ちます. 以上により定理 6.4 は次の (1), (2) に帰着されます.

1. X(G) ∼= X(A).

2. Pic(G)tors
∼= A∗(F )/B.

(1) は 1→ T → G→ A→ 0 から得られる可換図式

0 −−−→ H1(F,G) −−−→ H1(F,A) −−−→ Hom(B,Br(F ))y
y

y
0 −−−→ ∏

vH
1(Fv, G) −−−→ ∏

vH
1(Fv, A) −−−→ ∏

v Hom(B,Br(Fv))

より従います. (2) は G → A → SpecF に関する Leray スペクトル系列を用いて Pic(G)

を計算することによって得られます.
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6.5 定理 6.2 の証明のスケッチ

(証明のスケッチ) 証明は 〈 , 〉 を各素点 v に関する項の和の形に分解することから始ま

ります.

v を F の素点とします. D ∈ Div0(AFv), Z ∈ Z0(AFv)
0 であって Supp(D)∩Supp(Z) = ∅

を満たすものに対し, 次の段落に書く方法で実数 〈Z,D〉v ∈ R を定めます.

D は A∗(Fv) の元 L(D) を与えます. 式 (6.1) により L(D) はとある拡大 1 → Gm →
GD → AFv → 0 に対応します. 可逆層 L(D) に対応する A 上の直線束を V (L(D)) と

おくと, AFv 上の Gm 捻子として GD は V (L(D)) \ (0 切断) と同型です. したがって切

断 σD : AFv \ Supp(D) ↪→ GD ×AFv (AFv \ Supp(D)) を取ると, σD(Z) ∈ GD(Fv) です.

F×v ⊂ GD(Fv) ですが, 準同型 F×v
− log | |v−−−−−→ R は連続準同型 ψD : GD(Fv)→ R に一意的に

延ばせます. この ψD を用いて

〈Z,D〉v := ψD(σD(Z))

と定めます. このとき次のことが確かめられます.

D ∈ Div0(A), Z ∈ Z0(A)0 が Supp(D) ∩ Supp(Z) = ∅ を満たすとする. a ∈ A(F ),

a′ ∈ A∗(F ) をそれぞれ Z, D の定める類とする. このとき 〈a, a′〉 =
∑

v 〈Z,D〉v が成
り立つ.

さらに 〈Z,D〉v ∈ R は §4.5 の条件 (1), (2), (3), (5), および a ∈ Ao(X) に対する条件 (4)

を満たします. このことから 〈 , 〉v = h( , )v であることを確かめられます.
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7 関数体の場合

p を素数, F を標数 p の関数体, A を F 上のアーベル多様体とします. ここ §7 では, 次

の定理とその証明を [26] の記述に沿った形で紹介します.

定理 7.1 (Artin-Tate [54], Milne [38], Schneider [46], Bauer [1], 加藤-Trihan

[26]). A を関数体 F 上のアーベル多様体とし, ある素数 ` に対し X(A){`} が有限と仮
定する. このときX(A) は有限となり, かつ A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer

予想が成り立つ.

7.1 問題の素数成分への分解

F を F の定数体とし, q = ]F とすると, L(A, s) は q−s についての整数係数の多項

式となることが知られています. これは代数体上のアーベル多様体が持たない強い性質

で, 特にこのことから L(A, s) は全複素平面に正則に解析接続されます. さらに高さ対

h( , ) : A(F ) × A∗(F ) → R は log(q)Q ⊂ R に値を持つこともわかります. これらのこ

とから予想 3.10 の下, A に対する弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.9 から強い形の

Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 の式が mod Q× で従います. このような事情から, 関数

体上のアーベル多様体に対する強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想は, 関数体上のアーベ

ル多様体に対する強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想と比べてかなり易しい予想となっ

ています.

`を素数とします. Aについて弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.9および予想 3.10

が成り立っていて, さらに強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想 3.12 に現れる式の両辺の

比が ` 進絶対値 1 の有理数となるとき, A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想

の ` 成分が成り立つといいます. 定理 7.1 は次の 2 つの定理から従います:

定理 7.2. A を関数体 F 上のアーベル多様体, ` を素数とする. このとき X(A){`} が有
限であることと, A について弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立つことは同値

である.

定理 7.3. A を関数体 F 上のアーベル多様体, ` を素数とする. このとき X(A){`} が有
限であれば, A について強い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想の ` 成分が成り立つ.

7.2 定理 7.1 の証明の流れ

定理 7.1 の証明は, 各素数 ` について定理 7.2, 定理 7.3 をこの順番で示すことによって

なされます.

以下この稿では

• ` 6= p のときの定理 7.2.

• ` 6= p のときの定理 7.3.
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• ` = p のときの定理 7.2,7.3.

の順番に概要を述べます. ` = p の場合は非常に大まかな証明の概略しか述べません. 興味

のある方は原論文 [26] をご参照くださると幸いです.

7.3 ` 6= p のときの定理 7.2, 7.3 の証明のための準備

F の素点の有限集合 S を十分大きく固定します. U = X \ S とおきます.

T`A, V`A, A{`} = V`A/T`A は GF の表現です. T`A, V`A, A{`} をそれぞれに対応する
U 上の滑らかな層とします.

7.3.1 幾何的コホモロジーと数論的コホモロジー

幾何的コホモロジー H i
g,Q`, H

i
g,Q`/Z` を

• H i
g,Q` := H i

et,c(U,V`A),

• H i
g,Q`/Z` := H i

et,c(U,A{`}).

によって定めます. ここで U = U ×Spec F SpecF です. ϕ = Frobq が H i
g,Q`, H

i
g,Q`/Z` に作

用します.

数論的コホモロジー H i
a,Q`, H

i
a,Q`/Z` を

• H i
a,Q` := H i

et,c(U,V`A),

• H i
a,Q`/Z` := H i

et,c(U,A{`})

によって定めます.

7.3.2 5 つのベクトル空間

Q` ベクトル空間 Ii,` (i = 1, 2, 3, 4, 5) および図式

(7.1) I1,` ↪→ I2,` ↪→ I3,` → I4,` � I5,`

を以下で定義します.

• I1,` = A(F )⊗Z Q`.

• I2,` = (H1
g,Q`)

ϕ : H1
g,Q` の ϕ 不変部分.

• I3,` = (H1
g,Q`)

ϕ−unip : H1
g,Q` の中で ϕ が巾単に作用する部分.

• I4,` = (H1
g,Q`)ϕ : H1

g,Q` の ϕ 余不変商.

• I5,` = Hom(A∗(F ),Q`).
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定義から I2,` ↪→ I3,` ↪→ H1
g,Q` � I4,` が成り立ちます. これを用いて図式 (7.1) の真ん中の

2 つの準同型を定めます.

スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(F, Hq

et,c(U,V`A))⇒ Hp+q
et,c (U,V`A)

と重さの議論により, I2,`
∼= H1

a,Q` および I4,`
∼= H2

a,Q` が成り立ちます.

Kummer 系列により完全系列

0→ A(F )⊗Z Q` → H1
a,Q` → Hom(Q`/Z`,X(A))⊗Z` Q` → 0

を得ます. また Kummer 系列および (数論的)双対性により, 完全系列

0→ Hom(X(A∗),Q`/Z`)⊗Z` Q` → H2
a,Q` → Hom(A∗(F ),Q`)→ 0

を得ます. したがって (7.1) の図式

I1,` ↪→ I2,` ↪→ I3,` → I4,` � I5,`

が得られます.

定義により,

I1,`

∼=−→ I2,` ⇐⇒ X(A){`}: 有限 ⇐⇒ X(A∗){`}: 有限 ⇐⇒ I4,`

∼=−→ I5,`

が成り立ちます. また, 等式

LS(A, s) =

2∏

i=0

det(1− ϕq1−s;H i
g,Q`)

(−1)i+1

により dimQ` I3,` = ords=1L(A, s) が成り立ちます. さらに合成 I1,` → · · · → I5,` は同型と

なります. 実際, この合成は

h( , ) : A(F )× A∗(F )→ log q ·Q 1/ log(q)−−−−→ Q

の誘導する準同型 A(F )⊗Z Q` → Hom(A∗(F ),Q`) と一致することが, 定理 6.2 の証明と

同様の方法でわかります ([46, §3]).

7.4 ` 6= p のときの定理 7.2 の証明

(証明) X(A){`} が有限と仮定します. 上で述べたことから I1,`

∼=−→ I2,`, I4,`

∼=−→ I5,` とな

りますが, 合成 I1,` → . . . → I5,` が同型であることから I2,`

∼=−→ I4,` です. I2,`, I3,`, I4,` の

定義により I2,` = I3,` が成り立ちます. 特に dim I1,` = dim I3,` となることから弱い形の

Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立ちます.

逆に弱い形の Birch-Swinnerton-Dyer予想が成り立つとすると, I1,`

∼=−→ I3,` となるから,

I1,`

∼=−→ I2,` であり, したがってX(A){`} は有限です.
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7.5 ` 6= p のときの定理 7.3 の証明

(証明) スペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(F, Hq

et,c(U,A{`}))⇒ Hp+q
et,c (U,A{`})

により, 数論的-幾何的完全系列

0→ H0
a,Q`/Z` → H0

g,Q`/Z`
1−ϕ−−→ H0

g,Q`/Z`
→ H1

a,Q`/Z` → H1
g,Q`/Z`

1−ϕ−−→ H1
g,Q`/Z`

→ H2
a,Q`/Z` → H2

g,Q`/Z`
1−ϕ−−→ H2

g,Q`/Z` → 0

を得ます. ここで以下の補題を用います.

補題 7.4. J を有限次元 Q` ベクトル空間, ϕ : J → J を Q` 線形な自己同型写像, J ′ を捻

れ Z` 加群, ϕ : J ′ → J ′ を自己同型写像, J → J ′ を ϕ と可換な Z` 準同型写像であって核
が J の Z` 格子, 余核が有限群となるものとする. このとき合成 Jϕ ↪→ J � Jϕ が同型な

らば, r = dim Jϕ, f : (J ′)ϕ → (J ′)ϕ とおくと,

lim
t→1

det(1− ϕt; J)

(1− t)r ≡ ]Ker f

]Coker f
(modZ×` )

が成り立つ.

X(A){`} が有限と仮定し, J = H i
g,Q`, J

′ = H i
a,Q`/Z` に補題 7.4 を適用します. 合成

H1
a,Q`/Z` → (H1

g,Q`/Z`)
ϕ → (H1

g,Q`/Z`)ϕ → H2
a,Q`/Z`

を f とおくと,

lim
s→1

LS(A, s)

(log q)r(s− 1)r
≡ ]Kerf

]H0
a,Q`/Z`]Cokerf

(modZ×` )

が成り立ちます. 図式

0

↓
A(F )⊗Z Q`/Z`

↓
0→ H0

a,Q`/Z` → A(F ){`} →⊕
v∈S A(Fv){`} → H1

a,Q`/Z` → SelQ`/Z`(A) → 0

↓
X(A){`}
↓
0

とX(A){`} の有限性より同型H2
a,Q`/Z`

∼= Hom(A∗(F ),Q`/Z`) を得ます. すでに述べたよ

うに, 合成 I1,` → . . .→ I5,`, すなわち

A(F )⊗Z Q`
∼= H1

a,Q` → (H1
g,Q`)

ϕ → (H1
g,Q`)ϕ → H2

a,Q` → Hom(A∗(F ),Q`)

は h( , ) : A(F )× A∗(F ) → log q · Q から誘導される準同型と一致します. したがって定

理 7.3 が成り立ちます.
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7.6 ` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明の方針

` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明も, 上に述べた ` 6= p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明

と方針は同様です. F の素点の有限集合 S を十分大きくとり (どのくらい大きく取るかは

§7.6.2 で述べます), U = X \ S とおきます.

7.6.1

` = p の場合も ` 6= p の場合と同様Qp 係数幾何的コホモロジー, Qp/Zp 係数幾何的コホ
モロジー, Qp 係数数論的コホモロジー, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーの 4 種類のコホモ

ロジー群について考察します. このうち, Qp 係数幾何的コホモロジー, Qp 係数数論的コホ

モロジー, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーの 3 種類は, それぞれ以下ようにして構成され

ます:

• Qp 係数幾何的コホモロジー H i
g,Qp をA : A の Néron モデルに付随するU 上の過収

束アイソクリスタルの剛 (rigid)コホモロジーとして構成する.

• Qp 係数数論的コホモロジー H i
a,Qp をコンパクト台をもつ平坦コホモロジーとして構

成する.

• Qp/Zp 係数数論的コホモロジーH i
a,Qp/Zp,V を適当な境界条件 V つきの平坦コホモロ

ジーとして構成する.

残る Qp/Zp 係数幾何的コホモロジーは ` 6= p の場合と異なりH i
1,g,Qp/Zp と H i

2,g,Qp/Zp との

2 種類を構成します.

Qp/Zp 係数幾何的コホモロジーを 2 種類用意することが必要となるのは, ` = p のとき

には (H i
g,Qp やそれを構成する際に用いるものへの) ϕ の作用の分母に p が現れるためで

す. この分母のせいで自己準同型 ϕ をもつH i
g,Qp/Zp を構成できず, 自己準同型の代わりに

ι : H i
1,g,Qp/Zp → H i

2,g,Qp/Zp , ϕ : H i
1,g,Qp/Zp → H i

2,g,Qp/Zp を考えるため, 2 種類の Qp/Zp 係数
幾何的コホモロジーが必要になるのです.

7.6.2 対数的 Dieudonné クリスタルの理論とQp/Zp 係数幾何的コホモロジーの構成

H i
1,g,Qp/Zp と H i

2,g,Qp/Zp は, いずれも構成は対数的 Dieudonné クリスタルの理論を用い

てなされます. もう少し説明するために, 次の段落で記号を準備します.

F の有限次 Galois 拡大 F ′ であってA′ := A×SpecF SpecF ′ が半安定還元を持つものを

選びます. G = Gal(F ′/F ) とおきます. F の素点の有限集合 S を, A は S の外でよい還元

をもち, F ′/F は S の外で不分岐となるように選びます. S ′ =
⋃
v∈S{w : F ′ の素点 | w|v}

とおきます. X ′ を F ′ に対応する代数曲線とします.

X ′] を (X ′, S ′) に付随する対数的スキーム, A′ を A′ の X ′ 上の Néron モデルとしま

す. このとき X ′ 上の対数的 1 モチーフの概念を用いることにより, X ′]/Zp 上の (対数的)

Dieudonné クリスタル D′ が構成されます.
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D′1 ⊂ D′2 ⊂ D′ を適当に選び, H i
1,g,Qp/Zp := H i(RΓ(G,RΓcrys(X

′]/Zp, D′1))⊗LZp Qp/Zp).
H i

2,g,Qp/Zp := H i(RΓ(G,RΓcrys(X
′]/Zp, D′2)) ⊗LZp Qp/Zp) とおくことによって, H i

1,g,Qp/Zp ,

H i
2,g,Qp/Zp が構成されます.

7.6.3 証明の完結

(` = p の場合の定理 7.2, 7.3 の証明) 共分 (syntomic)複体の理論を用いると, 数論的-幾

何的完全系列

0→ H0
a,Qp/Zp,V → H0

1,g,Qp/Zp
ι−ϕ−−→ H0

2,g,Qp/Zp
→ H1

a,Qp/Zp,V → H1
1,g,Qp/Zp

ι−ϕ−−→ H1
2,g,Qp/Zp

→ H2
a,Qp/Zp,V → H2

1,g,Qp/Zp
ι−ϕ−−→ H2

2,g,Qp/Zp → 0

が得られ, Qp/Zp 係数数論的コホモロジーとQp/Zp 係数幾何的コホモロジーとが結びつき
ます. ` 6= p の場合と同様, 次が成立します:

• 合成

A(F )⊗Z Qp → H1
a,Qp → (H1

g,Qp)
ϕ → (H1

g,Qp)ϕ → H2
a,Qp → Hom(A∗(F ),Qp)

が, h( , ) : A(F )× A∗(F )→ log q ·Q から誘導される準同型と一致する.

• H i
a,Qp/Zp,V は A(F )⊗Qp/Zp, Hom(A∗(F ),Qp/Zp),
SelQp/Zp(A), X(A){p}, Hom(Qp/Zp,X(A∗)) と結びつく.

これらのことから定理 7.2, 定理 7.3 が得られます.
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8 本稿で触れなかった話題と参考文献

本稿でふれなかった Birch-Swinnerton-Dyer予想に関する重要な話題として, §1 に挙げ
たものの他に, Birch-Swinnerton-Dyer予想の同変版への拡張 ([18]) があります. これに

よって例えば

• 大域体の有限次 Galois 拡大 F ′/F および, F 上のアーベル多様体 A が与えられてい

る状況下でのモチーフ h1(A)⊗Z Z[Gal(F ′/F )] の L 関数の特殊値.

• 大域体 F 上のアーベル多様体 A と環準同型 i : R → End(A) の組 (A, i) であって

H1(A(C),Z) がR 加群として射影次元有限となるようなものが与えられているとき

の L(A, s) の特殊値.

について, 通常の Birch-Swinnerton-Dyer予想よりも詳しい内容を予想することができま

す. 例えば上に 2 つ挙げたうちの後者に対する予想はGross の予想 [21] を含みます.

また, Aの p進 L 関数が定義されている場合には, Birch-Swinnerton-Dyer予想の p 進類

似という重要な話題があります (例えば [37])が,これについても同変版の Birch-Swinnerton-

Dyer予想と解釈することができます.
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アーベル多様体の Birch-Swinnerton-Dyer 予想についての話題 325

[8] Borel, A.: Some properties of adele groups attached to algebraic groups. Bull. Amer.

Math. Soc. 67, 583–585 (1961)

[9] Bosch, S., Lütkebohmert, W., Raynaud, M.: Néron models. Ergebnisse der Mathe-
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