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1 lim
nÑ8

np
?
n2 ` 1 ´nq を求めよ. （3 点）

例解.

np
?
n2 ` 1´nq “ n

n2 ` 1´n2

?
n2 ` 1 `n

“ n
1

?
n2 ` 1 `n

“
1

b

1` 1
n2 ` 1

“
1

2

2 次の関数の合成関数 pg ˝ fqpxq と pf ˝ gqpxq を求めよ.

fpxq “ x3, gpxq “ x` 1 （3 点）

例解
pf ˝ gqpxq “ f

`

gpxq
˘

“ fpx` 1q “ px` 1q3.

pg ˝ fqpxq “ g
`

fpxq
˘

“ gpx3q “ x3 ` 1.

3 次の関数の逆関数 f´1pxqを求め, そのグラフの概形を描け.

fpxq “
x´ 2

x` 1
（3 点）

例解.
f´1pxq “ ´

x` 2

x´ 1
.

x

y

O

´1

1

2

2

4 次の関数の導関数を定義に従って求めよ.

(1) fpxq “
1

x
. （3 点）

例解.

´ 1

x

¯1

“ lim
hÑ0

1

x` h
´

1

x
h

“ lim
hÑ0

x´ px` hq

hxpx` hq

“ lim
hÑ0

´h

hxpx` hq

“ lim
hÑ0

´1

xpx` hq
“ ´

1

x2
.

(2) fpxq “ cosx. （Hint :和積の公式） （3 点）

例解.

pcosxq1 “ lim
hÑ0

cospx` hq ´ cosx

h

“ lim
hÑ0

´2sinpx` 2
h q sin h

2 x

h

“ ´ lim
hÑ0

sin
´

x`
2

h

¯ sin h
2

h
2

“ ´ sinx.

5 次の関数を微分せよ.

(1) y “ ex sinx2 （3 点）

例解.
y1 “ ex sinx2 ` 2xex cosx2.

(2) y “ tan´1
?
x （3 点）

例解.

y1 “

1
2 x

´ 1
2

1` x
“

1

2
?
x p1` xq

(3) y “ xx (x の x 乗) (x ą 0) （3 点）

例解. （対数微分法）両辺の対数をとると

log y “ x logx.

これを x で微分して
y1

y
“ logx` x ¨

1

x
“ logx` 1.

6y1 “ yplogx` 1q “ xxplogx` 1q .

注意 . 一般的に
（x に依存する関数）（x に依存する関数）

の形の微分は対数微分法で！ 他にも対数微分の方が速い場合
がある. Check しておくこと.



学籍番号

6 自然数 n に対し, 次の関数の n 次導関数を求めよ.

(1) fpxq “ logp1´ xq (x ă 1). （3 点）

例解.

f pnqpxq “
pn´ 1q!

p1´ xqn
.

(2) fpxq “ x2ex. （3 点）

例解. Leibniz の公式を利用して,

f pnqpxq “

ˆ

n

0

˙

x2ex `

ˆ

n

1

˙

2xex `

ˆ

n

2

˙

2ex

“ x2ex `n ¨ 2xex `
npn´ 1q

2
¨ 2ex

“ px2 ` 2nx`n2 ´nqex .

7 次の不等式を証明せよ. （3 点）
x´ sinx ă tanx´ x

´

0 ă x ă
π

2

¯

例解. 右辺と左辺の差をとり

fpxq “ ptanx´ xq ´ px´ sinxq “ tanx` sinx´ 2x

とおく. このとき

f 1pxq “
1

cos2 x
` cosx´ 2

“
1` cos3 x´ 2cos2 x

cos2 x

“
pcosx´ 1qpcos2 x´ cosx´ 1q

cos2 x
.

ここで, 0 ă x ă π
2 のときは cosx´ 1 ă 0 である. また

cos2 x´ cosx´ 1 “ pcosx´ 1
2q2 ´ 5

4

で cosx “ 0, 2
π において cos2 x´ cosx´ 1 “ ´1 であるから

0 ă x ă π
2 において

cos2 x´ cosx´ 1 ă 0

である. よつて 0 ă x ă π
2 において f 1pxq ą 0 である. つまり

fpxq は単調増加函数である.
さらに fp0q “ 0 ゆゑ, fpxq ą 0 がわかる. 従つて所望の不等
式が得られた.

8 関数 fpxq “
x

x2 ` 2
について答えよ.

(1) f 1pxq と f2pxq を求めよ. （3 点）

例解.

f 1pxq “ ´
x2 ´ 2

px2 ` 2q2
.

f2pxq “
2xpx2 ´ 6q

px2 ` 2q3
.

(2) この関数の増減表を作成せよ（f2pxq の欄も含めること）.
（3 点）

例解.

x ¨ ¨ ¨ ´
?
6 ¨ ¨ ¨ ´

?
2 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨

?
2 ¨ ¨ ¨

?
6 ¨ ¨ ¨

f 1pxq ` ` ` 0 ´ ´ ´ 0 ´ ´ ´

f2pxq ´ 0 ` ` ` 0 ´ ´ ´ 0 `

fpxq
´

?
6

8

´
?
2

4
0

?
2

4

?
6

8

(3) グラフの概形を描け. 漸近線があれば求め, 変曲点も明示せ
よ. （3 点）

例解.

x

y

O

p
?
2,

?
2
4 q

p´
?
2,´

?
2
4 q

p
?
6,

?
6
8 q

p´
?
6,´

?
6
8 q

また

lim
xÑ˘8

fpxq “ lim
xÑ˘8

1
x

1` 2
x2

“ 0

なので, 漸近線は x 軸である.
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9 次の極限を求めよ.

(1) lim
xÑ0

sinptanxq

x
（3 点）

例解.

（与式）“ lim
xÑ0

sinptanxq

tanx

tanx

x

“ lim
xÑ0

sinptanxq

tanx
lim
xÑ0

sinx

x
¨ lim
xÑ0

1

cosx

“ lim
tÑ0

sin t

t
ˆ 1ˆ 1（t “ tanx とおいた）

“ 1ˆ 1ˆ 1 “ 1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ans.

(2) lim
xÑ0

logp1` xq ` e´x ´ 1

x3
（3 点）

例解. L’Hôpital の定理を繰り返へし使用してもできるが,
Landau の o を使ふ方が速い.

（与式）“ lim
xÑ0

´

x´ 1
2x

2 ` 1
3x

3 ` opx3q

¯

`

´

1´ x` 1
2!x

2 ´ 1
3!x

3 ` opx3q

¯

´ 1

x3

“ lim
xÑ0

1
3x

3 ´ 1
6x

3 ` opx3q

x3

“ lim
xÑ0

´ 1

6
`

opx3q

x3

¯

“
1

6
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ans.

10 次の関数について, 偏導関数 zx “ Bz
Bx , zy “ Bz

By ,
2 階偏導関数 zxx, zxyp“ zyxq, zyy を求めよ.
さらに, その graph 上, 与えられた点 A における接平面の方程
式も求めよ.

(1) z “ 2x3 ` 5xy2 ` x2y ´ y3, Ap1,2,16q （3 点）

例解. 1 次と 2 次の偏導函数は

zx “ 6x2 ` 5y2 ` 2xy , zy “ 10xy ` x2 ´ 3y2 ,

zxx “ 12x` 10y , zxy “ zyx “ 10y ` 2x , zyy “ 10x´ 6y .

zx|px,yq“p1,2q “ 6` 20` 4 “ 30,

zy|px,yq“p1,2q “ 20` 1´ 12 “ 9,

z|px,yq“p1,2q “ 2` 20` 2´ 8 “ 16

であるから, 求める方程式は
z ´ 16 “ 30px´ 1q ` 9py ´ 2q.

6 z “ 30x` 9y ´ 32 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ans.

(2) z “ sinpxy2q, Apπ,1,0q （3 点）

例解.
zx “ y2 cospxy2q , zy “ 2xy cospxy2q ,

zxx “ ´y4 sinpxy2q ,

zxy “ zyx “ 2y cospxy2q ´ 2xy3 sinpxy2q ,

zyy “ 2x cospxy2q ´ 4x2y2 sinpxy2q .

以上から

zx|px,yq“pπ,1q “ ´1, zy|px,yq“pπ,1q “ ´2π, z|px,yq“pπ,1q “ 0

であり,
z “ ´px´ πq ´ 2πpy ´ 1q.

6 z “ ´x´ 2πy ` π ` 2

11 方程式 x2 ´ 3xy ` 3y3 ´ y “ 0 で表される曲線の Ap1,1q

における接線の方程式を求めよ. （3 点）

例解.
2x` p´3x` 9y2 ´ 1qy1 “ 0,

y1 “ ´
2x

´3x` 9y2 ´ 1
.

y1|px,yq“p1,1q “ ´
2

´3` 9´ 1
“ ´

2

5
.

よつて求める方程式は

y ´ 1 “ ´
2

5
px´ 1q.

6 y “ ´
2

5
x`

7

5
.

12 2 変数函数 z “ fpx,yq “ 6x3 ´ 18xy ` 3y2 ` 16x の極値
を求めよ. （3 点）

例解. 与式より,
#

fxpx,yq “ 18x2 ´ 18y ` 16 “ 0,

fypx,yq “ ´18x` 6y “ 0

を解いて px,yq “ p13 ,1q, p 8
3 ,8q. また,

fxxpx,yq “ 36x,

fxypx,yq “ ´18,

fyypx,yq “ 6.

(i) px,yq “ p13 ,1q のとき.

A “ fxxp13 ,1q “ 12 ą 0,

B “ fxyp13 ,1q “ ´18,

C “ fyyp13 ,1q “ 6,

D “ B2 ´AC “ 252 ą 0.

よつて, この点において極
::
大
:::
で
::
も
::
極
:::
小
::
で
::
も
::
な
:::
い
::

.
:

ちなみに fp13 ,1q “ 23
9 .

(ii) px,yq “ p 8
3 ,8q のとき.

A “ fxxp 8
3 ,8q “ 96,

B “ fxyp 8
3 ,8q “ ´18,

C “ fyyp 8
3 ,8q “ 6,

D “ B2 ´AC “ ´252 ă 0

なので, この点において極
::
小
:::
で
::

fp 8
3 ,8q “ ´

320

9
.


