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はじめに

「代数学 5」と「代数学 6」では Galois 理論を学ぶ. Abel や Galois 達によつて証明された
5 次以上の一般代数方程式には代数的な解の公式が存在しないといふ定理はGalois 理論を
生み出す動機であつたが, Galois 理論自体はそれだけを目的にしたものではなく, もつと広
い内容を持つてゐる. それを汲み取つていただくために,「代数学 5」と「代数学 6」を学ぶ
に際しては,
(1) 体にはどの様なものがあるのか, また,
(2) 体から体への準同型 1)にはどの様なものがあるか
の 2 つを常に問題意識として持つておいていただきたい. これら講義の目標はこの問題に対
する答を理解し, 多くの体を（別個にではなくて）自己同型写像のなす群を使つて統一的に
捉へる感覚を養ふことに尽きる.
数学の書物を眺めてゐると, 数学を学ぶのには定義, 定理, 証明の連鎖を緻密に追跡し, そ

のあとで例を作つてみる, のが普通の様に思はれるであらう. しかし, 先に, 良い例に接した
あとに, その例のどこが理論化されたのかを肉付けしていくといふ方向が最も学び易いので
はないかと思ふ. そこで, できるだけ例に接しられる様な問題を入れておいた. また, 第 4 節
で述べるいくつかの例が, この講義で述べる理論の流れを掴むのに有用であらうと信じる.
さらに, Android の Smart-phone をお持ちであれば, 是非 paridroid を install してい

ただき, いろいろな例の計算を試して欲しい. iPhone をお持ちの場合は SageMath である程
度代用できる.
この講義 note は, 主に [N] の第 4 章 体論 によつて構成されてをり, 節末問題やところ

どころの詳細な議論で [Iy] を参考にしてゐる. また, 第 1 節から 10 節が「代数学 5」の範
囲で, 第 11 節以降が「代数学 6」の範囲である.
この講義 note の作成にあたり, 2017 年度の名城大学理工学部数学科の受講生には, 多く

の誤りをご指摘していただいた. そのお陰で, かなり完成度の高いものになつたと思ふ. こ
こに深く感謝申し上げる次第である.
最後に方程式の可解性に関しての定式化について, 一言だけ触れておきたい. 第 16 節で

学ぶ, 羃根による拡大については, [Iy] の定義を採用した. この定義は [N] のそれより精密で
あるが, 持ち上げや合成に関して保たれないため, 関連する種々の性質を導くのに手間が掛
かる. しかし, [Iy] の定義を採用してゐる書物は少ないから, その事を解説する講義も恐らく
少ないと思はれる. それゆゑ, 名城大学の数学科の講義で, きちんと取り上げておく意味は
あるだらうと判断し採用した.

文 献
[N] 永尾汎 著 : 代数学 (新数学講座 4), 1983, 朝倉書店

[Iy] 彌永昌吉, 有馬哲, 浅茅陽 著 : 詳解 代数入門, 1990, 東京図書

1)それは必然的に単射.
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1. 環と体の概念, 環の準同型
はじめに,環と体の概念を思ひ出しておく. 集合 Rについて,加法と呼ばれる演算 R×R → R,
(a, b) 7→ a+ b, 及び乗法と呼ばれる演算 (a, b) 7→ ab が与へられてゐて, 次の 4 つの条件がす
べて満されるとき, R を環と呼ぶのであつた. 但し, a, b, c は R の任意の元である.
R1. R は加法に関して可換群である. (単位元は通常 0 で表す)
R2. 乗法の結合法則 : (ab)c = a(bc).
R3. 左右の分配法則 : a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.
R4. 乗法に関する単位元の存在 : 加法の単位元 0 とは異なるある元 1 ∈ R が存在して, R

の任意の元 x に対して 1x = x1 = x が満たされる.
環 R がさらに, 次の条件も満たすとき R は可換環と呼ばれるのであつた.
R5. 乗法の交換法則 : ab = ba

定義 1.1. 環は, その 0 以外のどの元も乗法に関する逆元を持つとき斜体といはれる. 可換
環は, 零因子を持たないとき整域と呼ばれ, さらにそれが斜体のとき, 体と呼ばれる. 従つ
て, 体は整域でもある.

定義 1.2. 環 R から環 T への写像 φ : R → T が 2 つの条件
H1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

H2. φ(ab) = φ(a)φ(b)

を満たすとき φ は環準同型といはれる. 但し, a, b, c は R の任意の元である. H2 より
φ(1)2 − φ(1) = 0 (1 = 1T は T の乗法に関する単位元)) ゆゑ, φ(1) = 1 または 0 である.

定義 1.3. 可換環 R の空でない部分集合 I ⊂ R は 2 つの条件
I1. a ∈ I, b ∈ I ならば a+ b ∈ I,
I2. a ∈ I, x ∈ R ならば xa ∈ I

を共に満たすとき, R の ideal と呼ばれる. R の ideal P が,
P. 任意の a, b ∈ R に対し, ab ∈ P ⇐⇒ a ∈ P または b ∈ P

を満たすとき P は素 idealといはれる. また, R の ideal M を含む R の ideal が M に限
るとき, M は極大 idealであるといはれる.

問 1.4. 環準同型 φ :R→T の核 Ker(φ)= {a∈R |φ(a)=0} は R の ideal であることを示せ.

可換環 R と ideal I について, 加法に関する剰余類 R/I は自然な演算で, 可換環になる
ことも既に学んだ. さらに

命題 1.5. 可換環 R の ideal I が素 ideal であるためには剰余環 R/I が整域であることが必
要十分であり, I が極大 ideal であるためには剰余環 R/I が体であることが必要十分である.

証明 後半の証明. a ∈ R に対し, a の属する R/I の類 a+ I を a と書くことにする.

a ̸= 0 ⇐⇒ a ̸∈ I ⇐⇒ aR + I = R (∵ I は極大 ideal だから)

⇐⇒ af + g = 1 となる f ∈ R, g ∈ I が存在 ⇐⇒ a f = 1

⇐⇒ a は乗法に関して逆元を持つ
となるからである. 前半は問 1.6とする.

問 1.6. 命題 1.5 の前半を証明せよ.
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2. 部分体, 体の拡大
前節で定義した様に, この note 全体を通じて, 特に断らない限り体の乗法は可換とする. も
し, 非可換体に言及する場合は非可換体と明記し, 可換か非可換かが不明なときは斜体と
呼び, 区別する. （環の場合も同様で, 単に環と呼ぶのは非可換の場合も含めてゐる）
体 L の部分集合 K が L の演算で体になつてゐるとき, K を L の部分体といふ. この

とき, L の 0 と 1 はK の加法と乗法の単位元でもある.

問 2.1. K1, K2 を L の 2 つの部分体とすると, K1 ∩K2 も体である.

問 2.2. 体 L の部分体 M1 と M2 を共に含む L の最小の部分体が存在する. 一般に L の部
分集合 S を含む最小の部分体が存在する. (Hint : 2.1 を使ふ. )

定義 2.3. K が L の部分体である場合 L ⊃ K と表す. この関係を K から見たとき L

を K の拡大体と呼ぶ. L ⊃ M ⊃ K を満たす体 M を L と K の（あるいは拡大 L/K

の）中間体といふ. 体 L が体 K の拡大体であることを, 以後簡単に拡大 L/K と称す. こ
のとき, L は K 上の vector 空間 2)とみなせるが, その次元 dimK L を L/K の拡大次数と
呼び [L : K ] で表す. 特に体の拡大 L/K において, その拡大次数 [L : K ] < ∞ である
とき, L/K は有限次拡大であるといはれる. [L : K] = 1, つまり L = K のとき, L/K を
自明な拡大といふ.

定義 2.4. αi ∈ L (i = 1, 2, 3, · · ·) とするとき, {αi | i = 1, 2, 3, · · · } を含む最小な体を
{αi | i = 1, 2, · · · } で生成された体といふ. K を L の部分体とし, K のすべての元および
{αi} で生成された体を K(α1, α2, · · · ) で表し, K に α1, α2, · · · を添加して得られる体と
呼ぶ. 特に L = K(α1, α2, · · · , αn) の場合, L を K 上有限生成な体といふ. 同様に, K のす
べての元および {α1, · · · , αn} を含む最小の環が存在する. これを K と {α1, · · · , αn} で生
成された環と呼び, K[α1, α2, · · · , αn] で表す.

問 2.5. 元 α が K 上の既約多項式の根であるとき, K(α) = K[α] となる.

一般には K(α) ⊃ K[α]であり,一致するとは限らない. また 1つの元 αによつて L = K(α)

となるとき, L を K の単純拡大 (単拡大) といふ.

演 習 問 題

2.6. R(
√
2 ) = R, R(i) = C であることを示せ.

2.7. Q(
√
2 ) ∩Q(

√
3 ) = Q であることを示せ.

2.8. K(α) ⫌ K[α] となる例を 1 つ挙げよ.

2.9. 次の体の間の包含関係を理由を付して明示せよ. 但し i は虚数単位で i2 = −1.
(1) Q, Q(

√
2 ), Q(

√
3 ), Q(

√
6 ), Q(

√
2,
√
3 ).

(2) Q, Q(
√
3 i ), Q( −1+

√
3i

2
), Q(

√
3, i ).

2.10. Q(
√
2,

√
3 ) = Q(α) となる α を 1 つ求めよ.

2)線形代数学で学んだ理論は, 一般の体上で同様に展開できる.
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3. 標 数
定義 3.1. K のいかなる部分体も単位元 1 で生成される体を含む. この体は構造の最も簡
単な体である. これらと同型3) な体を素体といふ.

ここで, 素体の構造を見てみる. 1 を m 回加へて m1 = 0 となつたとし, m はその様
な最小の正整数とする. このとき m は素数であり, さもなくば, 任意の整数 m ̸= 0 につい
て m1 ̸= 0 である. 実際, その様な m が素数でないとする. m = m1m2 と因数分解すれば,
m11 ·m21 = m1 = 0 より m11 = 0 または m21 = 0 となつて m の最小性に矛盾する. ゆゑ
に m は素数である. この様に, 素数 p について p1 = 0 となる場合, 体 K の標数は p であ
るといひ, m1 = 0 =⇒ m = 0 となる場合, 体 K の標数は 0 であるといふ. 一般に, 体 K

の標数を charKと書く. 標数 p の素体は p 元体 Z/pZ と同型である. また標数 0 の素体は
整域4) {m1|m ∈ Z} の商体5)に他ならず, それは有理数体 Q と同型である. どんな体も素
体を含むから, 任意の体 K に対し K の部分体の共通部分が K に含まれる唯一の素体に他
ならない. 以上を次の定理にまとめておく.

定理 3.2. (1) どんな素体も, 有理数体 Q または p 元体 Z/pZ (p は素数) に同型である.
(2) 任意の体は素体を唯一つ含む.
(3) 標数 p > 0 の体は素体 Z/pZ を含み, 標数 0 の体は素体 Q を含む.

問 3.3. K を体とし charK = p > 0 とする. a, b ∈ K について次を示せ.
(1) pa = 0.
(2) n ∈ Z に対し, a ̸= 0 かつ na = 0 =⇒ p|n.
(3) N を非負整数とするとき (a+ b)p

N
= ap

N
+ bp

N .

(4) N を非負整数とするとき a1, · · ·, at ∈ K について
( t∑

i=1

ai

)pN

=
t∑

i=1

ai
pN .

演 習 問 題
3.4. 3 元体 F3 = Z/3Z 上の次の多項式は既約であることを示せ.

(1) x2 + 1 (2) x4 + x+ 2

3.5. 剰余環 F3[x]/(x
2 + 1) は体であることを示せ. また, これは素体ではないことを示せ.

3.6. 標数 5 の素体でない体の例を 1 つ挙げよ.

3)この体からの全単射な環準同型の像となり得る体のこと.
4)零因子を持たない可換環のこと.
5)その整域を含む最小の体のこと. 一般に整域 R の商体の厳密な定義は以下の通り. 記号 a

b (a ∈ R,
0 ̸= b ∈ R) の全体 S に関係 a

b ∼ a′

b′ を ab′ − a′b = 0 で定めるとこれは同値関係になり, これによる分類で得
られる集合 S/∼ は和 a

b + a′

b′ = ab′+a′b
bb′ , 積 a

b
a′

b′ = aa′

bb′ に関して体をなし, a
1 と a ∈ R を同一視することで R

は S/∼ の部分環になる. S/∼ を R の商体と呼ぶ
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4. いくつかの例
理論を展開する前に, 感覚を整へるための例を述べるが, その前に最低限の準備をする.

命題 4.1. 体 K から別の体 L への 1 7→ 1 なる準同型は単射である.

証明 この準同型の核を考へる (1.4 参照). 体の ideal は {0} であるか, さもなくばその体全
体であるから, この準同型の核は {0} でなければならない.

命題 4.2. 体の有限次拡大 L/K があり, 環の準同型 φ :L → L で, どの a ∈ K についても
φ(a) = a となるものは, 4.1 により必然的に同型である. これを L の K 上の自己同型と呼
ぶ（第 9 節を参照）.

証明 φ は 4.1 により必然的に単射であるが, L は K 上の有限次元 vector 空間なので, 線形
代数学で学んだ様に, それは全射でもある.

L = K(α) のとき, L の K 上の自己同型 φ は α の写る元 φ(α) だけで定まる. 例へば a,
b ∈ K のとき φ(a + bα) = φ(a) + φ(b)φ(α) = a + bφ(α), φ(α2) = φ(α)2 等となるし, 一般
に, 任意の K(α) の元はK の元を係数とする α の 多項式で表され, それを f(α) と書けば

φ
(
f(α)

)
= f

(
φ(α)

)
であるからである. 以降でこの様な自己同型の, いくつかの例を述べる.

例 4.3. 拡大 C/R に関して, C の R 上の自己同型, 即ち,
環準同型 φ : C → C で φ|R が恒等写像であるものをすべて求めてみる. −1 = φ(−1) =

φ(i2) = φ(i)2 であるから, φ(i) = ±i, φ(a+ bi) = a± bi.

例 4.4. Q(i)/Q. φ : Q(i) → C を環準同型で 1 7→ 1 なるものとせよ. このとき φ(n) =

φ(1+ 1+ · · ·+1) = nφ(1) = n で, 0 = φ(0) = φ(1+ (−1)) = 1+φ(−1) より, φ(−1) = −1.
このとき φ(i)2 = φ(−1) = −1 より φ(i) = ±i.

例 4.5. Q(
√
2)/Q. これも φ(

√
2)2 = 2 であるから φ(a+ b

√
2) = a± b

√
2 の 2 つだけ.

例 4.6. Q( 3
√
2, ω) /Q, 但し ω = −1+

√
−3

2
.

φ
(
( 3
√
2)
)3

=
(
φ( 3

√
2)3

)
= φ(2) = 2 であるから, φ( 3

√
2) は x3 = 2 の解である. 同様に φ(ω)

は x2 + x+ 1 = 0 の解である. よつて
(1) φ( 3

√
2 ) = 3

√
2, φ(ω) = ω (2) φ( 3

√
2 ) = 3

√
2, φ(ω) = ω2

(3) φ( 3
√
2 ) = 3

√
2ω, φ(ω) = ω (4) φ( 3

√
2 ) = 3

√
2ω, φ(ω) = ω2

(5) φ( 3
√
2 ) = 3

√
2ω2, φ(ω) = ω (6) φ( 3

√
2 ) = 3

√
2ω2, φ(ω) = ω2

の 6 通りに限られるが, これらすべてが実際に自己同型になつてゐることが確かめられる
(最終的には 12.14 (4) で示される). ここで [Q( 3

√
2, ω) : Q ] = 6 であることに注意せよ.

例 4.7. Q( 3
√
2 )/Q.

上の 4.6 から, 自己同型は恒等写像以外には有り得ない. ここで [Q( 3
√
2) : Q ] = 3 である

ことに注意せよ.
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例 4.8. いま α =
√

6 + 3
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6 とおき (根号内は正), 体

K = Q(α)

を考へる. これは有理数体 Q と α を含む C の部分体のうち最小なもののことである. つま
り, α と任意の有理数について, 可能な限りの四則演算を行なひ得られた元を集めたもので
ある. K の要素をいくつか挙げてみる. 例へば

K ∋ α2 = 6 + 3
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6

であるし, β = α2 − 6 とおくとき,
β2 − 54

12
= 2

√
2 + 2

√
3 +

√
6 ∈ K,

γ = β − β2 − 54

12
=

√
2 +

√
6 ∈ K,(

β − β2 − 54

12

)2

= 8 + 4
√
3 ∈ K,

(β − β2−54
12

)2 − 8

4
=

√
3 ∈ K,

γ(
√
3− 1)

2
=

√
2 ∈ K.

以上から K ⊃ Q(
√
2,
√
3) がわかる. ここで Q(

√
2,
√
3) は

√
2 と

√
3 を含む最小の (C の)

部分体である. 体 K, Q(
√
2,
√
3), Q(

√
2), Q(

√
3), Q の間には次の図の様な包含関係がある.

Q(α) = Q(α1) = Q(α2) = Q(α3)

Q(
√
2,
√
3 )

Q(
√
2) Q(

√
3) Q(

√
6)

Q

図においては, 線分で結ばれた体について,
より上の方にある体ががより下の体を含む.
いま,

α0 = α,

α1 =
√

6− 3
√
2 + 2

√
3− 2

√
6,

α2 =
√

6 + 3
√
2− 2

√
3− 2

√
6,

α3 =
√

6− 3
√
2− 2

√
3 + 2

√
6

とおくとき (これらすべての根号内は正),
8 つの写像

σ±
i : K −→ K

f(α) 7−→ f(±αi)

はどれも自己同型である. ここに f(x) は x の有理数係数の任意の有理式を表す. ±αi はど
れも α の有理式で表はされる. 実際, αα1 =

√
6, αα2 = (1 +

√
2)
√
6, αα3 = 3

√
2 + 2

√
3

であるが,
√
2,

√
3,

√
6 は α の有理式であるからである.

問 4.9. 上の記号の下で, Q(α) = Q(α1) = Q(α2) = Q(α3) であることを示せ.

問 4.10. 上の {±αi | i = 0, · · ·, 3 } は方程式 f(x) = x8 − 24x6 + 108x4 − 144x2 + 36 = 0

の根であることを示せ. また, 拡大次数 [Q(α) : Q(
√
2,
√
3 ) ] = 2 を証明せよ.

(Hint : paridroid を使ひ f(x) を調べよ. 但し, 最後は手でできる証明に落し込むこと. )
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例 4.11. 2 つ目の例は有限体についてのもの. Z/5Z を F5 と略記する. いま α3 +α+1 = 0

なる α を考へる. この式を満たす数 α は F5 の中には存在しない（確かめよ）からこの α

を新しい数として, α の F5 上の多項式の全体
F5[α] = { a+ b α + c α2 | a, b, c ∈ F5 }

を考察する6) 7). これは, 自然に除法も備へてゐて, 有理式の全体 F5(α) と一致する, つまり
F5[α] = F5(α)

であることが次の様にしてわかる. 例へば
2 + 3α

1 + 2α + 3α2
=

(2 + 3α)(1 + 2α5 + 3α10)(1 + 2α25 + 3α50)

(1 + 2α + 3α2)(1 + 2α5 + 3α10)(1 + 2α25 + 3α50)

=
2α2 + 3

2
= α2 + 4.

ここで a+biの共役は a−bi（の 1つだけ）である様に, 1+2α+3α2の共役 8)が1+2α5+3α10

と 1 + 2α25 + 3α50 である. これは, F5(α) の自己同型
F5(α) −→ F5(α)

は 3 つあつて, それぞれ,
α 7−→ α, α 7−→ α5, α 7−→ α25

から定まり, これ以外にはないからである.
上の計算は次の様にしてもできる. x3 + x + 1 と 1 + 2x + 3x2 に対して F5 上の多

項式の互除法を行ふと, 4(x3 + x + 1) + (2x + 2)(1 + 2x + 3x2) = 1 が得られる. ゆゑに
(2α + 2)(1 + 2α + 3α2) = 1 であり,

2 + 3α

1 + 2α + 3α2
= (2 + 3α)(2α + 2) = 6α2 + 10α + 4 = α2 + 4.

注意 4.12. 以上, 様々な例を見てきたが, どの例についても自己同型全体が写像の合成を演
算として, 群をなすことが見て取れる 9). このことを銘記しておいて欲しい.

演 習 問 題
4.13. 上の最後の互除法による計算の細部を再現せよ.

4.14. 本文で取り上げた体 F5(α) について α 7→ α5 により定まる写像は自己同型であり, 各
f(α) ∈ F5(α) を f(α)5 に写す写像であることを示せ.

4.15. paridroid で次の様な入力を試してみよ. 何がわかるか.
? a=Mod(a,a^3+a+1)
? Mod(a^125,5)

6)ここで, 高校で虚数単位を導入したときを思ひ出して欲しい. 「i2 = −1 となる数 i は実数の中には存在
しない. そこでこの様な性質をもつ新しい数を考へて, a + bi (a, b ∈ R) なる形の数の全体を複素数と呼ぶ.
複素数についての四則演算は i2 = −1 以外は極く自然に定義する」の様に導入される. ただ, その様な「新し
い数」といふのが何なのかが気に掛かる. 実際, 複素数を導入した Gauss は非常に慎重にそれを導入してゐる.
しかし, ここでは高校でのやり方で α を導入する.

7)なぜ, a+ bα (a, b ∈ F5) の全体でないのか理解できるか.
8)一般に代数的拡大 L/K と α ∈ L について, α と同じ既約多項式の根を α の共役であるといふ. 9.3 参照.
9)次節の 5.4(2) で α125 = α を示す.
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5. 代数的拡大
定義 5.1. 拡大 L/K において L ∋ α が K 上のある多項式 f(x) ̸= 0 の根であるとき, α は
K 上代数的であるといはれ, さうでないときは超越的であるといはれる. また L の任意の
元が K 上代数的であるとき, L/K は代数的拡大であるといはれる. K の元は x− a の根
であるから, もちろん K 上代数的である.

問 5.2. M は L/K の中間体とする. M/K, L/M はともに有限次拡大とし, {α1, · · · , αm}
を M の K 上の基底, {β1, · · · , βl} を L の M 上の基底とする. このとき {αiβj | 1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ l} は L の K 上の基底である. 特に L/K も有限次拡大であり,

(5.3) [L : K] = [L : M ][M : K]

が成り立つ. これらのことを示せ.

例 5.4. (1) [Q( 3
√
2, i) : Q( 3

√
2 )] = 2, [Q( 3

√
2 ) : Q] = 3, [Q( 3

√
2, i) : Q] = 6.

(2)有限体の有限次拡大について. 有限個の元からなる体を有限体と呼ぶ. K を charK = p

なる有限体とする. ここで, [K : Fp] = n とすれば, |K| = pn である 10). 「代数学 1」 (系
13.6) で学んだ様に, 0 以外の元のなす乗法群 K× は位数 pn − 1 の巡回群である. 従つて
0 ̸= a ∈ K ならば ap

n−1 = 1 である. このことから K の任意の元は ap
n
= a を満たす.

従つて K/Fp は代数的拡大である.

一般に, 拡大 L/K, α ∈ L, および不定元 x について写像
φ : K[x] −→ L f(x) 7→ f(α)

を考へる. これは環準同型である. また Kerφ ̸= {0} のときは α は代数的であり, Kerφ =

{0} のときは α は超越的である. このいづれの状況においても, 2.4 の記号を使へば

(5.5)
K[α] = Imφ = {f(α) | f(x) ∈ K[x]},

K(α) = {f(α)/g(α) | f(x), g(x) ∈ K[x], g(α) ̸= 0}
となる. K(α) は K[α] の商体 11)である. Imφ = K[α] は整域であるから (体の部分環),
Kerφは素 idealであるが, K[x]は単項 ideal整域 12)なので, (0)以外の素 idealは極大 ideal
である. それゆゑKerφ = {0}または既約多項式 p(x) ∈ K[x]によつてKerφ = (p(x)) (ideal
の記法) となつてゐる. まとめると
(1) Kerφ = {0} のとき, K[α] ≃ K[x], K(α) ≃ K(x) である.13)

(2) Kerφ = (p(x)) ̸= {0} のとき, K[α] ≃ K[x]/(p(x)) で, (p(x)) は極大 ideal である.

問 5.6. α を K 上代数的な元として, α を根とする K 上の最高次係数が 1 である多項式 14)

で既約なものを p(x) とする. 次を示せ.
(1) p(x) は一意的に定まる.
(2) f(x) ∈ K[x], f(α) = 0 =⇒ p(x)|f(x).

10)基底 {v1, · · · , vn} を 1 つとれば, K の元は一意的に a1v1 + · · ·+ anvn (a1, · · ·, an ∈ Fp) と書けるから.
11)整域 K[α] を含む最小の体のこと.
12)すべての ideal が単項 ideal である様な整域の事.
13)記号 ≃ は両者が環として同型であることを意味する.
14)最高次係数が 1 である多項式を monic と称す.
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定義 5.7. 5.6 の多項式を irr (α,K, x)で表し, α の K 上の最小多項式と呼ぶ.

定理 5.8. 拡大 L/K と α ∈ L について次が成り立つ.
(1) α が K 上代数的 ⇐⇒ K(α) = K[α].
(2) α が K 上代数的で deg irr (α,K, x) = n ⇐⇒ [K(α) : K] = n. さらに, この両辺

が成立してゐるとき, {1, α, α2, · · · , αn−1} はK(α) の K 上の基底である.
(3) α が K 上代数的 ⇐⇒ K(α)/K は代数拡大.

証明 (1) の (⇒) 任意の f(x) ∈ K[x] について, f(α) ̸= 0 のとき 1/f(α) ∈ K[α] を示せ
ばよい. irr (α,K, x) = p(x) と書き, deg p(x) = n とせよ. f(α) ̸= 0 ならば, p(x) の既約性
により, f(x) g(x) + h(x) p(x) = 1, g(x), h(x) ∈ K[x] となる g(x), h(x) が存在する. この
とき f(α)g(α) = 1 となる. (1) の (⇐) α ∈ K なら明かなので α ̸∈K とする. このとき
1/α = f(α) (f(x) ∈ K[x]) と書かれるが, α f(α)− 1 = 0, xf(x)− 1 ∈ K[x] であり α は代
数的である.
(2) の (⇒) もし { 1, α, · · · , αn−1 } の間に K 上の線形関係が存在すれば α は n − 1 次以
下の多項式の根となるから, 仮定に反する. 一方, 任意の多項式 g(α) ∈ K[α] について, g(x)
の irr (α,K, x) による剰余は n− 1 次式であるから, g(α) は { 1, α, · · · , αn−1 } の 1 次結合
で書ける. よつて, { 1, α, · · · , αn−1 } は K(α) の K 上の基底をなし, [K(α) : K] = n であ
る. (2) の (⇐) { 1, α, · · · , αn−1 } が K(α) の K 上の基底をなす. 実際, n + 1 個の集合
{ 1, α, · · · , αn } は 1 次従属であるから, α は n 次以下の多項式の根である. その最小次数
で monic な多項式が irr (α,K, x) に他ならないし, 上と同じ議論で他の任意の g(α) ∈ K(α)

は { 1, α, · · · , αd−1 } (d = deg irr (α,K, x)) の K 上の 1 次結合で書けるからである. この
とき [K(α) : K] = d となるから, d = n でなければならない.
(3) の (⇐) 明らか. (3) の (⇒) α が K 上代数的で, deg irr (α,K, x) = n ならば, [K(α) :

K] = n である. よつて, 任意の β ∈ K(α) について, 1, β, · · ·, βn は K 上 1 次従属である.
よつて β は K 上の多項式の根であつて代数的である.

上の考察から容易に次の定理が得られる.

定理 5.9. f(x) ∈ K[x], deg f(x) > 0 とすれば, f(x) = 0 の根を少なくとも 1 つ含む K

の拡大体が存在する.

証明 p(x) を f(x) の 1 つの既約因子とすれば, L = K[x]/(p(x)) は体である. K ∋ a とそ
れを含む剰余類 a + (p(x)) を同一視してK ⊂ L と考へてよい. α = x + (p(x)) とおけば
p(α) = 0, 従つて f(α) = 0 である.

例 5.10. 多項式 x3 − 2 ∈ Q[x] は既約であり, 対応 x+ (x3 − 2)Q[x] 7→ 3
√
2 により

Q[x]/(x3 − 2) ≃ Q(
3
√
2 ).

同様に Q( 3
√
2ω ) と対応 x+ (x3 − 2)Q[x] 7→ 3

√
2ω により

Q[x]/(x3 − 2) ≃ Q(
3
√
2ω ).

Q( 3
√
2ω2 ) についても同じ. しかし, もちろんQ( 3

√
2 ) ̸= Q( 3

√
2ω ) 等である.
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例題 5.11. 有限次拡大は代数的拡大である.

証明 L/K は有限次拡大とし, [L : K] = n とせよ. このとき α ∈ L に対して, n+ 1 個の元
{1, α, α2, · · · , αn} はK 上 1 次従属である. このことは次数が高々 n の多項式 f(x) があつ
て f(α) = 0 であることに他ならない. 従つて L の元はすべて K 上代数的である.

K の拡大体 L の元 α1, · · ·, αn に対して
K[α1, · · · , αn] = {f(α1, · · · , αn) | f(x1, · · · , xn) ∈ K[x1, · · · , xn] }

であり, その商体を K(α1, · · · , αn) と書くのであつた. これは L 内の α1, · · ·, αn を含む最
小の K の拡大体である.

問 5.12. α1, · · ·, αn がすべて K 上代数的ならばK[α1, · · · , αn] = K(α1, · · · , αn) となるこ
とを示せ.

定理 5.13. 拡大 L/K について次の 2 つは同値である.
(1) L/K は有限次拡大である.
(2) L = K(α1, · · · , αn) と書けて, 各 αi ∈ L は K 上代数的である.

証明 (1)⇒(2). いま, α1, · · ·, αn をK 上の vector 空間としての L の基底とせよ. このとき
L = K(α1, · · · , αn) でなければならない. ゆゑに, 各 αi は 5.11 より K 上代数的である.
(2)⇒(1). 各 αi は K 上代数的であるから, もちろん K(α1, · · · , αi−1) 上代数的で,
[K(α1, · · ·, αi) : K(α1, · · ·, αi−1)] < ∞ である. K ⊂ K(α1) ⊂ · · · ⊂ K(α1, · · · , αn−1) ⊂ L な
る体の列を考へれば, 5.2 より

[L : K ] = [K(α1, · · · , αn) : K(α1, · · · , αn−1)] · · · [K(α1, α2) : K(α1)][K(α1) : K] < ∞

となる.

5.13 から容易に次のことがわかる.

例題 5.14. 体の列 K ⊂ M ⊂ L において L/M , M/K が共に代数的拡大であれば L/K も
代数的拡大である.

証明 α ∈ L とすれば, αn + a1α
n−1 + · · · + an = 0 となる ai ∈ M がある. このとき α は

N = K(a1, · · · , an) 上代数的で, また各 ai は K 上代数的であるから [N : K] < ∞ である.
従つて [N(α) : K] = [N(α) : N ][N : K] < ∞ となり, α は K 上代数的である.

例題 5.15. 拡大 L/K において K 上代数的な L の元の全体を M とすれば, M は体であ
る. 従つて K 上代数的な 2 元の和, 差, 積, 商はまた K 上代数的である.

証明 α, β ∈ M とすれば, 5.13 より K(α, β) は代数的, 従つて α± β, αβ ∈ M , また β ̸= 0

なら αβ−1 ∈ M となる.

上の M を K の L における代数的閉包と呼ぶ.
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演 習 問 題
5.16. 5.15 の記号のもとで, L の元で M 上の代数的な元は M の元に限ることを示せ.
(Hint : α ∈ L は M 上代数的とせよ. irr (α,M, x) の係数を K に添加した体について, 5.14 を利用せよ. )

5.17. Fp を標数 pの素体とせよ. 多項式 x2+1 ∈ Fp[x]が既約であるためには p ≡ 3 mod 4

であることが必要十分である.

5.18. 次の拡大次数を求めよ.
(1) [C : R ]

(2) [Q(
√
5) : Q ]

(3) [Q(
√
2,
√
3) : Q ]

(4) [Q(
√
2 +

√
3) : Q ]

5.19. 体の拡大 L/K があり, M をその中間体とせよ. α ∈ L が K 上代数的であるとせよ.
このとき [M(α) : M ] ≤ [K(α) : K ] であることを示せ.

5.20. 体の拡大 L/K と中間体 M1, M2 があつて [M1 : K ] = m1, [M2 : K ] = m2,
gcd(m1,m2) = 1 とせよ. このとき M1 ∩M2 = K であることを示せ.

5.21. 体の拡大 L/K があり, α, β ∈ L とせよ. [K(α) : K ] = m, [K(β) : K ] = n,
gcd(m,n) = 1 ならば, [K(α, β) : K ] = mn であることを示せ.

5.22. 体の有限次拡大 L/K があり R は L ⊃ R ⊃ K を満たし, L の演算に関して環であ
るとせよ. このとき R は体であることを示せ. (Hint : (5.11 と 5.8(1)) を用ゐよ. )
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6. 超越次数
拡大 L/K があり, α1, · · ·, αn ∈ L とする. 0 でない任意の f(x1, · · · , xn) ∈ K[x1, · · · , xn]

に対して f(α1, · · · , αn) ̸= 0 であるとき, α1, · · ·, αn は K 上代数的に独立であるといひ, さ
うでないとき代数的に従属であるといふ. n = 1 のとき, α が K 上代数的に独立といふこ
とは, K 上超越的であることと同じである. また α1, · · ·, αn が K 上代数的に独立であるこ
とは, 写像

φ : K[x1, · · · , xn] −→ K[α1, · · · , αn] f(x1, · · · , xn) 7−→ f(α1, · · · , αn)

が環同型であることと同値である. このとき K(α1, · · · , αn) は有理函数体 K(x1, · · · , xn) に
同型である.

L の部分集合 S に対して, その任意の有限部分集合が K 上代数的に独立であるとき, S
は K 上代数的に独立であるといはれる. S が代数的に独立な部分集合のうち極大なもので
あるとき, S は L/K の超越基であるといはれる.

問 6.1. 拡大 L/K において, α1, · · ·, αn が K 上代数的に独立であるとき, 次のことを示せ.
(1) α1, · · ·, αn, β が K 上代数的に従属 ⇐⇒ K(α1, · · · , αn, β)/K(α1, · · · , αn) が代数的.
(2) {α1, · · · , αn} が L/K の超越基 ⇐⇒ L/K(α1, · · · , αn) が代数的.

Vector 空間における基底と同様に, 超越基について次の定理が成り立つ.

定理6.2. 拡大 L/K が有限生成ならば, L/K は有限個の元からなる超越基を持ち,その元の個
数は超越基の選び方によらず一定である. この個数を L/K の超越次数と呼び, trans.deg KL

で表す.

証明 L = K(α1, · · · , αn) とし, {α1, · · · , αn} の部分集合で K 上代数的に独立なもののう
ち, 元の個数が最大なものを ( 必要ならばその番号を付け替へて ) {α1, · · · , αr} とせよ.
M = K(α1, · · · , αr)とおけば, 6.1 (1)より任意の αi はM 上代数的で L = K(αr+1, · · · , αn)

であるから, L/K は代数的である. 従つて {α1, · · · , αr} は超越基であり, L/K は有限個の
元からなる超越基を持つことがわかつた.
さて, {β1, · · · , βs} を L/K の任意の超越基とする. このとき γ1, · · ·, γt ∈ L が K 上代

数的に独立ならば, {βj} の番号を適当につけかへて, {γ1, · · · , γt, βt+1, · · · , βs} が L/K の超
越基になること, 特に t ≤ s であることを t に関する帰納法で示さう. これが示されれば
{αi | 1 ≤ i ≤ r} と {βj} について r ≤ s かつ s ≤ r がわかり, r = s を得る.
簡単のため Mi = K[γ1, · · · , γi, βi+1, · · · , βs] とおき, その商体を Li とおく. t = 0 のと

きは明らかであるから t > 0 とし, γ1, · · ·, γt−1, βt, · · ·, βs は K 上代数的に独立で L/Lt−1

は代数的であると仮定する. γt ∈ L は Lt−1 上代数的であるから, 既約多項式 f(x) ∈ Lt−1[x]

で f(γt) = 0 となるものがある. 係数の分母を払つて f(x) = c0x
m + c1x

m−1 + · · ·+ cm = 0,
ci ∈ Mt−1 としてよい. また Mt−1 を多項式環とみて, c0, c1, · · ·, cm は互ひに素であるとし
てよい. このとき, γ1, · · ·, γt の代数的独立性から, ある βj (t ≤ j ≤ s) が少なくとも 1 つの
ci に実際に現はれる. この βj を更めて βt と記すと, 0 ̸= g(x) ∈ Mt−1[x], g(γt) = 0 ならば
f(x)|g(x) となるから, g(x) のある係数に βt が必ず現はれる.
以上のことから γ1, · · ·, γt, βt+1, · · ·, βs は K 上代数的に独立である. 実際, もしこれら
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が代数的に従属であれば
K(γ1, · · · , γt−1, γt, βt, βt+1, · · · , βs) ⊃K(γ1, · · · , γt−1, γt, βt+1, · · · , βs)

⊃K(γ1, · · · , γt−1, βt+1, · · · , βs)

は代数的な拡大であるが
K(γ1, · · · , γt−1, γt, βt, βt+1, · · · , βs) ⊃K(γ1, · · · , γt−1, βt, βt+1, · · · , βs)

⊃K(γ1, · · · , γt−1, βt+1, · · · , βs)

なる拡大列の後半は超越拡大であるから, 矛盾である. また等式 f(γt) = 0 を βt の方程式と
みれば βt が Lt 上代数的であることがわかる. L は Lt(βt) 上代数的であるから L/Lt も代
数的である.

例題 6.3. 体の列 K ⊂ M ⊂ L において L/M が代数的拡大ならば
trans.deg KL = trans.deg KM が成り立つ. 但し, M/K は有限生成とする.

証明 {α1, · · · , αn} を M/K の超越基とし, N = K(α1, · · · , αn) とすれば, M/N は代数的
拡大である (6.1(2)). よつて L/N は代数的拡大で, 6.1(2) より {α1, · · · , αn} は L/K の超越
基である.

6.2 の証明から, 次のことがわかる.

例題 6.4. L = K(α1, · · · , αn) で trans.deg KL = n ならば {α1, · · · , αn} は K 上代数的に独
立で, それゆゑ L/K の超越基である.

証明 6.2 の証明の最初に示した様に, {α1, · · · , αn} の部分集合で K 上代数的独立なものが
ある. このうち, 元の個数が最大なものを (番号を付け替へて) {α1, · · · , αr} とすれば, これ
は L/K の超越基である. よつて仮定により r = n となる.

演 習 問 題

6.5. ξ が K 上超越的であれば, 任意の整数 n > 0 に対し [K(ξ) : K(ξn) ] = n であること
を示せ.

6.6. 体 k と不定元 t について, K = k(t5), L = k(t) とせよ.
(1) [L : K] はいくつか.
(2) α = t2 + t+ 1 とおく. K(α) = L であることを示せ.
(3) t を t5 と α の有理式で具体的に書け.

(Hint : t が β = α− 1 と t5 で表せればよい. tβ, β2, β3, t5 の間のうまい 1 次関係を考へよ. )

6.7. 円周率 π は Q 上超越的であることが知られてゐる. trans.deg Q Q(π +
√
π) はいく

つか.

6.8. K を 環 Q[x, y]/(x2 + y2 − 1) の商体とする. trans.deg QK はいくつか. また, 拡大
K/Q の超越基を 1 組求めよ.
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7. 合成体

E

LM

L M

K

拡大体 E/K において, L をその中間体, S を E の部分集合
とするとき, L の元を係数とし S の有限個の元の有理式の形で
表される元の全体は E/L の中間体である. これを L(S) で表す.
L(S) は L と S を含む E の最小の部分体である. 特に M が
E/K の中間体のときは L(M) = M(L) となる. これを L と M

の合成体と呼んで LM または ML で表す. また拡大 ML/M

を拡大 L/K のM への (または, M/K による)持ち上げと呼ぶ.
任意の拡大 L/K とその任意の持ち上げ LM/M に関し, 拡

大に関する性質 P が L/K で満たされてゐれば, LM/M でも成り立つとき, 性質 P は持ち
上げによつて保たれるといふ. この様な性質として次の様なものがある.

例題 7.1. 体の拡大に関する次の性質は持ち上げによつて保たれる.
(i) 代数的拡大, (ii) 有限生成, (iii) 有限次拡大, (iv) 単純拡大.

証明 拡大 L/K の持ち上げ ML/M を考へる.
(i) L/K が代数的であるとせよ. α ∈ ML = M(L) は

α =
f(γ1, · · · , γn)
g(γ1, · · · , γn)

, f, g ∈ M [x1, · · · , xn], γi ∈ L

と表されてゐる. このとき α ∈ M(γ1, · · · , γn) であるが, 各 γi は K 上代数的であるからM

上でも代数的, 従つて M(γ1, · · · , γn)/M は代数的であり, 5.13 により, α は M 上代数的で
ある.
(ii) L/K が有限生成, つまり L = K(α1, · · · , αn) と書けてゐるとせよ. このとき ML =

M(L) = M(α1, · · · , αn) であるから ML/M も有限生成.
(iii) L/K が有限次拡大であれば, 5.11 により代数的拡大でもある. より強く, 5.13 から K

上代数的な αj (1 ≤ j ≤ n) によつて L = K(α1, · · · , αn) と書けてゐる. このとき (ii) と同
様に ML = M(α1, · · · , αn) と書けて, 各 αj は M 上でも代数的であるから, 再び 5.13 によ
り ML/M は有限次拡大である.
(iv) (ii) の証明で n = 1 の場合を考へれば, 直ちにわかる.

演 習 問 題
7.2. 次に挙げる 2 つの体の合成体を求めよ. また, その合成体の Q 上の基底と Q 上の拡
大次数を求めよ.
(1) Q(

√
2 ) と Q(

√
3 ) (2) Q( 3

√
2 ) と Q(

√
3 )

(3) Q( 3
√
2 ) と Q( 3

√
2i ) (4) Q(

√
2 ) と Q(

√
2 +

√
3 )

7.3. 体の拡大 L/K があり, α1, · · ·, αm, β1, · · ·, βn ∈ L であるとする. K(α1, · · · , αm) と
K(β1, · · · , βm) の合成体はK(α1, · · · , αm, β1, · · · , βm) であることを説明せよ.

7.4. 代数的拡大 L/K の 2 つの部分体 M1, M2 で [M1M2 : M1 ] < [M2 : K ] であり,
[M1M2 : M1 ] = [M2 : M1 ∩M2 ] となる例を挙げよ. また [M1M2 : M1 ] < [M2 : M1 ∩M2 ]

となる例を挙げよ. (Hint : 後半は M1M2 = Q( 3
√
2, ω) となる M1, M2 を考へよ. ) (16.5 (1) も参照.)
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8. 代数的閉包
この節では, いくつもの体に関する種々の考察をするのに便利な代数的閉包と呼ばれる体の
存在を証明する.

例題 8.1. 体 Ω について, 次の条件は互ひに同値である.
(1) f(x) ∈ Ω[x], deg f > 0 ならば, Ω は f(x) の根を少くとも 1 つ含む.
(2) f(x) ∈ Ω[x], deg f > 0 ならば, f(x) は Ω[x] で 1 次式の積に分解する.
(3) Ω[x] の既約多項式はすべて 1 次式または定数である.
(4) Ω の代数的拡大は Ω 以外には存在しない.

証明 (1)⇒(2). deg f に関する帰納法で容易に証明される.
(2)⇒(3). 自明.
(3)⇒(4). L/Ω を代数的拡大とせよ. α ∈ L とすれば irr (α,Ω, x) は 1 次式である. 従つて
α ∈ Ω であり, L = Ω である.
(4)⇒(1). 5.9 より f(x) の根 α を含む拡大が存在する. その 1 つを L/Ω すれば L ⊃ Ω(α).
ゆゑに Ω(α)/Ω も代数的拡大であるが, 仮定より α ∈ Ω(α) = Ω となる.

定義 8.2. 体 Ω が 8.1 の条件を満たすならば, Ω は代数的閉体であるといはれる.

例 8.3. (1) 複素数体 C は代数的閉体である (代数学の基本定理).
(2) Q = {α ∈ C |α は Q 上代数的 }(⊂ C) は代数的閉体である (5.14 を使ふ).
円周率 π = 3.14159265 · · · や Napier の数 e = 2.7182818284590 · · · などは Q に属さないこ
とが知られてをり, Q ⫋ C である (8.10 も参照されたい).

定義 8.4. 拡大 Ω/K が条件
(1) Ω/K は代数的拡大,
(2) Ω は代数的閉体
をともに満たすとき, Ω は K の代数的閉包であるとはれる.

問 8.5. L/K が代数的ならば L の代数的閉包は K の代数的閉包であることを示せ.

以下では代数的閉包の存在と, ある意味での一意性を示す.

定理 8.6. (E. Steinitz) 任意の体 K に対し K の代数的閉包が存在する.

これは K 上のあらゆる多項式の根を添加してできあがる最大の体が存在するといふことで
あるが, 当面, これを認めて証明を飛ばし先に進んでもよい. この定理の証明のためにまづ,
次のことを示す.

補題 8.7. 多項式環 K[x] において, 次数が 1 以上の多項式の全体を K[x]∗ と表す. K の代
数的拡大で, 任意の f(x) ∈ K[x]∗ がそこで少くとも 1 つ根を持つ様なものが存在する.

証明 各 f(x) ∈ K[x]∗ ごとに文字 Xf を用意し, それらの文字の全体を S とする : S =

{Xf | f(x) ∈ K[x]∗ }. また S の有限個の元に関する K 上の多項式の全体を K[S] と書く.
K[S] はもちろん可換環である. K[S] において { f(Xf ) | f ∈ K[x]∗ } で生成される ideal を
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I とする. K[S] ⫌ I となることが次の様にして示される. いま K[S] = I であるとすれば,
f1(x), · · ·, fn(x) ∈ K[x]∗ と g1, · · ·, gn ∈ K[S] が存在して
(8.8) 1 = g1 · f1(Xf1) + · · ·+ gn · fn(Xfn)

が成り立つ. g1, · · ·, gn に現れる変数の個数は有限であるから, ある N ∈ N について, これ
らはすべて K[Xf1 , · · · , Xfn , · · · , XfN ] の元としてよい. さて, 5.9 より f1(x) の根の 1 つ
α1 を含む拡大 L1/K が存在する. さらに f2(x) の根の 1 つ α2 を含む拡大 L2/L1 がある.
以下同様にして体の拡大列 K ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln = L を考へる. このとき L はこれら
{f1(x), · · · , fn(x)} の根の全体 {α1, · · · , αn} を含む. そこで (8.8) に

Xf1 = α1, · · · , Xfn = αn, Xfn+1 = · · · = XfN = 0

なる代入をすれば 1 = 0 となり矛盾である. よつて K[S] ⫌ I である. これにより I を含
む K[S] の極大 ideal が存在する. その 1 つを J とせよ. EK = K[S]/J は体であり, 自然
に K ⊂ EK と見做せる. Xf を含む剰余類 Xf + J を Xf で表す. I の定義から, 任意の
f ∈ K[x]∗ に対して f(Xf ) = 0 となるから, EK は所望の条件を満たす.

証明 (8.6 の) 上で示した様に K[S] ⫌ I であるから, I を含む K[S] の極大 ideal J があ
る. ES = K[S]/J は体で, EK ⊃ K と考へてよい. いま Xf を含む剰余類 Xf + J を Xf と
表せば, I の定義から任意の f ∈ K[x]∗ に対して f(Xf ) = 0 となり, EK/K は (8.7) に叶ふ
拡大である. K0 = K とし, (8.7) の様な EK を 1 つ取つて EK = K1 とおく. K に対して
行つた手続きを K1 に対して行ひ, EK1 を得るが, それを E2 とおく. 以下同様に手続きを行
ひ Ki+1 = EKi

と記せば, 体の列
K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · ·

が得られる. この作り方から Ki+1/Ki は代数的拡大であり,任意の h(x) ∈ Ki[x]
∗ は Ki+1 で

少くとも 1つの根を持つ. Ω = ∪∞
i=0KiはK の拡大で, α ∈ ΩはあるKiに含まれ, Ki/K は代

数的拡大であるから Ω/K は代数的拡大である. また h(x) = c0x
r+c1x

r−1+· · ·+cr ∈ Ω[x]が
次数 1以上であれば,あるmについて, Kmは,すべての ci (0 ≤ i ≤ r)を含む. h(x) ∈ Km[x]

∗

であるから h(x) は Km+1 内に, つまりΩ 内に, 少くとも 1 つ根を持つ. これで Ω は代数的
閉体であることがわかつた. つまり Ω は K の代数的閉包である.

例 8.9. Ω は体 K を含む代数的閉体とし, K を K の Ω における代数的な元全体の集合と
すれば, K は K の代数的閉包である.

演 習 問 題

8.10. Qは集合として可算濃度であることを示せ. (Hint : 各多項式 f(x) = a0x
n+a1x

n−1+· · ·+an ∈

Z[x] (a0 ≥ 1) に対し n+ a0 + |a1|+ · · ·+ |an| を考へて, これをもとに Q の元を数へればよい. )

8.11. C は非可算集合であることを示し, Q ⫋ C を示せ.

8.12. [Q : Q ] = ∞ であることを示せ. (Hint : Eisenstein の既約性判定定理を使ひ, いくらでも次
数の高い既約多項式があることを示せ. )
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9. 部分体の上の同型
体 K から体 L への環準同型 σ : K → L, a 7→ aσ について, その核 Kerσ は K の極大 ideal
であるから K 自身であるか {0} である. 前者の場合, つまり像が {0} のとき, σ は自明で
あるといはれる. 後者の場合, つまり σ が自明でないとき, Kerσ = {0} であり, σ は単射で
ある. よつて K は部分体 Imσ ⊂ L に同型である. この準同型の像は通常

Kσ = { aσ | a ∈ K }

と書かれる. このとき σ を K から L の中への同型といふ. 特に Imσ = L のときは σ :
K

∼→ L と書いて, K から L への上への同型といふ.
体 K の 2 つの拡大 L/K と L′/K の間の同型 σ : L

∼→ L′ が K の各元を不変にす
るとき, 即ち idK : K

∼→ K の拡張になつてゐるとき, σ は K 上の同型であるといふ.
中への K 上の同型も同様に定義される.
体 L から自身への同型 σ : L ∼→ L を L の自己同型といふ. また拡大 L/K に対して K

上の同型 σ : L
∼→ L を L の K 上の自己同型といふ. これらは写像の合成を演算として群

をなす. それぞれを
AutL, AutL/K

と書いて, それぞれ L の自己同型群, K 上の自己同型群 と呼ぶ.
体の同型 σ : K

∼→ K ′ は自然に多項式の間の同型

K[x]
∼→ K ′[x]

n∑
i=0

ai x
i 7→

n∑
i=0

ai
σxi

に拡張される. これを同じ記号 σ で表して f(x) ∈ K[x] の像を fσ(x) で表す. 明らかに,
p(x) が K[x] の既約多項式ならば, pσ(x) は K ′[x] の既約多項式であり, この逆も成り立つ.

問 9.1. 次の問に答へよ.
(1) charF = p > 0 とせよ. Q から F への (または F から Q への) 環準同型写像は, すべ

ての元を 0 ∈ F (または 0 ∈ Q) に写すものだけであることを示せ.
(2) Q(

√
2 ) の自己同型写像は 2 つだけ存在する. それらを記述せよ.

(3) Q( 3
√
2 ) の自己同型写像は恒等写像しかないことを示せ.

(4) Q( 3
√
2 ) から C の中への同型写像は 3 つだけ存在する. それらを記述せよ.

例題 9.2. σ : K ∼→ K ′ を体の同型とせよ. いま L = K(α) は K[x] の既約多項式 p(x) の根
α をK に添加した体とし, L′ = K ′(α′) は pσ(x) の根 α′ をK ′ に添加した体とする. このと
き σ の拡張 σ : L

∼→ L′ で α を α′ に写すものが存在する.

証明 σ : K[x]
∼→ K ′[x] から自然に環準同型 σ : K[x]/(p(x))

∼→ K ′[x]/(pσ(x)) が得られる.
これは σ : K

∼→ K ′ の拡張で x + (p(x)) 7→ x + (pσ(x))

となつてゐる. 一方,

τ : K[x]/(p(x))
∼→ K(α), x+ (p(x)) 7→ α ;

τ ′ : K ′[x]/(pσ(x))
∼→ K ′(α′), x+ (pσ(x)) 7→ α′

はそれぞれ K 上の同型, K ′ 上の同型である.

K[x]/(p(x)) K ′[x]/(pσ(x))

K(α) K ′(α′)

τ

σ

τ ′

ρ

このとき ρ = τ ′ στ−1 : K(α) 7→ K ′(α′) は求めるものである
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問 9.3. 体 K 上代数的な 2 元 α, α′ に対して, 次の 2 つの条件は同値である.
(1) irr (α,K, x) = irr (α′, K, x).
(2) K 上の同型 σ : K(α)

∼→ K(α′) で ασ = α′ となるものがある.

9.3 の様な性質をもつ 2 元 α, α′ は K 上で共役であるといはれる. さて, 代数的閉包の
一意性は次の定理の様に述べられる.

定理 9.4. K, K ′ をそれぞれ体 K, K ′ の代数的閉包とし, σ : K ∼→ K ′ は体の同型であ
るとせよ. このとき σ は同型 σ : K ∼→ K ′ に拡張される. 特に K の 2 つの代数的閉包
は互ひに K 上同型である.

証明 K/K の中間体 L と, L から K ′ の中への同型 ρ : L → K ′ であつて, σ の拡張である
ものの組 (L, ρ) の全体を L で表す. L に順序を次の様に入れる :

(L1, ρ1) ≤ (L2, ρ2) ⇐⇒ L1 ⊂ L2 かつ ρ2 は ρ1 の拡張.

このとき, L は半順序集合で, また帰納的であることが次の様にして示される.
いま { (Lλ, ρλ) |λ ∈ Λ } を L の全順序部分集合とするとき, L =

∪
λ Lλ とおく. α ∈ L は

ある Lλ に属し, αρλ ∈ K ′ がきまるが, 順序の定義と全順序性からこれは α ∈ Lλ である限
り λ の選び方に依らないことが容易にわかる. そこで α に αρλ を対応させて, L から K ′ の
中への同型 ρ : L → K ′ が得られる. ここで (L, ρ) ∈ L かつ (Lλ, ρλ) ≤ (L, ρ) (∀λ ∈ Λ) と
なることは作り方から明らかである. 以上から Zorn の補題によつて, L は極大元 (L0, ρ0)

を持つ. このとき L0 = K で, Im ρ0 = K ′ となることを示せばよい. いま K ⫌ L0 とし,
α ∈ K − L0 とする. 9.2 により ρ0 : L0 → K ′ は ρ1 : L0(α) → K ′ に拡張できる. こ
のとき (L0, ρ0) < (L0(α), ρ1) となつて (L0, ρ) の極大性に矛盾する. よつて L0 = K であ
る. また Im ρ0 = L0

′ とおけば, K ≃ L0
′ より L0

′ は代数的閉体である. なぜなら, 任意の
f(x) ∈ L0

′[x] の ρ0 による逆像 fρ−1
(x) は K 上 1 次式だけの積に分解するから, f(x) 自

身はそれらの 1 次式の ρ0 による像の積に分解するからである. 一方, K ′/K ′ は代数的で
L0

′ ⊃ K ′ であるからK ′/L0
′ も代数的で, それゆゑ L0

′ = K ′ である.

上の定理の応用として, 次のことが示される.

例題 9.5. σ : K → Ω を体 K から代数的閉体 Ω の中への同型とし, L/K を任意の代数的
拡大とせよ. このとき σ は L から Ω の中への同型 ρ : L → Ω に拡張できる.

証明 Kσ を Kσ の Ω における代数的閉包とせよ. 8.5 により, L の任意の代数的閉包は K

の代数的閉包でもあるから, それを K と書く. 9.4 により σ : K
∼→ Kσ は σ : K

∼→ Kσ に
拡張できる. σ の L への制限 σ|L を L からΩ の中への写像と見做せば, これが求める ρ で
ある.

定義 9.6. 以後, 任意の体に対して K は K の 1 つの代数的閉包を示すものとする.
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補題 9.7. (重要, 12.11 と関連) L = K(α) を K の単純な代数的拡大とし, p(x) =

irr (α,K, x) とおく. このとき, L から K の代数的閉包 K の中への K 上の同型の
個数は p(x) の異なる根の個数に一致する.

証明 p(x) は K[x] で 1 次式の積に分解される. その異る根を α1, · · ·, αr とする. いま σ :
L → K が K 上の同型であれば, p(ασ) = p(α)σ = 0σ = 0 であるから, α の像は α1, · · ·, αr

のどれかでなければならない. 一方, α 7→ αi により L から K の中への r 個の K 上の同型
σi : L → K が定まる. このとき, 9.4 から, L から K の中への K 上の同型はこれらの中の
どれかと一致することがわかる.

演 習 問 題

9.8. K を体, α, β を K 上代数的な元とする. 次を示せ.
(1) irr (α,K, x) = irr (α,K(β), x) ⇐⇒ irr (β,K, x) = irr (β,K(α), x)

(2) α′を αのK 上の共役元, β′を β のK 上の共役元とせよ. irr (α,K, x) = irr (α,K(β), x)

であれば, σ(α) = α′, σ(β) = β′ となる K 上の同型写像 σ : K(α, β) → K(α′, β′) が存
在する.
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10. 最小分解体
多項式の最小分解体とそれらの間の同型写像が関連する種々の問題を解く鍵となる.

定義 10.1. K を体, f(x) ∈ K[x] とする. K の拡大体 L において f(x) が 1 式のみによ
る積に分解されるときL を f(x) の分解体といふ. また L が f(x) の分解体であり, か
つ, K を含む L のいかなる真の部分体も f(x) の分解体にならないとき, L を f(x) の
最小分解体といふ.

最小分解体は常に存在する. 実際, K は f(x) ∈ K[x] の分解体であるが, K に含まれる
f(x) のすべての根を K に添加した体K(α1, · · · , αn) は f(x) の最小分解体である.

定理 10.2. 体の同型写像 σ : K −→ K ′ があり, f(x) ∈ K[x] とする. また L, L′ は
それぞれ f(x), fσ(x) の K 上, および K ′ 上の最小分解体とする. このとき, σ は同型
σ̃ : L −→ L′ に拡張できる. 特に K 上の最小分解体は全て互いに K 上同型である.

証明 K, K ′ をそれぞれ L, L′ を含む K, K ′ の代数的閉包とし, 体の同型 σ : K
∼→ K ′

を σ の拡張とする. いま f(x) = c0x
n + c1x

n−1 + · · · + cn (ci ∈ K) が K[x] において
f(x) = c0(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn) と分解されたとすれば, L = K(α1, · · · , αn) である.
また fσ(x) = c0

σ(x − α1
σ)(x − α2

σ) · · · (x − αn
σ) であるから L′ = K ′(α1

σ, · · · , αn
σ) = Lσ

である. よつて σ の L への制限は同型 ρ : L
∼→ L′ を与へ, これは σ の拡張である.

定義 10.3. 一般に {fλ(x) |λ ∈ Λ} ⊂ K[x] に対し, 1 つの拡大体 L/K が全ての λ ∈ Λ

について fλ(x) の分解体であるとき, L はこの多項式の集合の分解体であるといひ, L
における根の集合を S = {α | ∃λ ∈ Λ fλ(α) = 0} として L = K(S) となつてゐるとき,
L はこの集合 {fλ(x) |λ ∈ Λ} のK 上の最小分解体であるといはれる.

演 習 問 題

10.4. [K : Fp ] = [K ′ : Fp ] のとき K ≃ K ′ であることを示せ.
(Hint : 17.1 を参照されたい. )

10.5. 次の各多項式の Q 上の因数分解と最小分解体, およびそれぞれの Q 上の拡大次数を
求めよ.
(1) x3 − 1 (2) x3 − 2 (3) x4 + 5x2 + 6 (4) x6 − 8

10.6. 多項式 x5 − 4x+ 2 は Q 上既約であるか. また x5 − 4x− 4 はどうか. 理由をつけて
答へよ.

10.7. 拡大 L/K の 2 元 α, β は K 上代数的であるとせよ. f(x) = irr (α,K, x), g(x) =

irr (β,K, x) とおく. このとき f(x) が K(β) 上可約ならば g(x) は K(α) 上可約であること
を示せ. (Hint : [K(α, β) : K ] を考へよ. )
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11. 正規拡大

例題 11.1. 体 K とその代数的閉包 K を固定する. 中間体 K ⊂ L ⊂ K について次の (1)
～ (4) は同値である.
(1) L から K の中への K 上の任意の同型 σ : L −→ K に対して, Lσ = L である.
(2) 任意の σ ∈ AutK/K に対して Lσ = L である.
(3) K[x] の既約多項式 p(x) が L で少くとも 1 つの根を持てば, p(x) は L[x] で 1 次式の

積に分解する.
(4) L はある {fλ(x) |λ ∈ Λ} ⊂ K[x] の最小分解体である.

証明 (1)⇒(2). σ ∈ AutK/K の L への制限 σ|L : L → K について, L = Lσ|L = Lσ となる.
(2)⇒(3). K[x] で p(x) = c(x− α1) · · · (x− αn) と分解されるとし, また α1 ∈ L とする. こ
のとき各 αi に対して 9.2 を使ふと, α1 7→ αi によつてK 上の同型 σ : K(α1)

∼→ K(αi) が
定まる. K(α1), K(αi) ⊂ K であるから, これは, 9.4 により K 上の同型 σ : K → K に拡
張される. このとき σ ∈ AutK/K で, αi = α1

σ ∈ Lσ = L となり, p(x) は L[x] で 1 次式の
積に分解される.
(3)⇒(4). L の各元 α に対し, pα(x) = irr (α,K, x) とおけば, 明らかに L は { pα(x) |α ∈ L }
の最小分解体である.
(4)⇒(1). fλ(x) (λ ∈ Λ) の K における根の全体を S とすると, L = K(S) である. L から
K の中への同型 σ : L → K に対して fλ

σ(x) = fλ(x) であるから, σ は fλ(x) の根の集合を
不変にし, 従つて Sσ = S である. よつて Lσ = K(Sσ) = K(S) = L となる.

注意 11.2. 10.2 と 11.1(1) から f(x) ∈ K[x] の K 上の最小分解体は K の中に唯 1 つだ
け存在する. いま {α1, · · · , αn} を f(x) の全ての根の集合とすると, K 上の最小分解体は
K(α1, · · · , αn) に他ならない.

定義 11.3. 代数的拡大 L/K が 11.1 の条件を満たすとき, L/K は正規拡大 (normal
extension) と呼ばれる. 特に, K 上の多項式のある集合の K 上の最小分解体と K 上の
正規拡大は同じ概念である.

命題 11.4. 正規拡大性について次が成り立つ.
(1) K ⊂ M ⊂ L を体の列とし, L/K が正規拡大なら, L/M も正規拡大である.
(2) L1, L2 を K/K の中間体とする. L1/K と L2/K がともに正規拡大であるとすれ

ば L1L2/K も正規拡大である.
(3) M と M ′ を L/K の中間体とせよ. M ′/K が正規拡大ならば MM ′/M も正規拡大

である. (つまり, 正規拡大性は持ち上げにより保たれる.)

証明 (1) L/K は代数的であるから, L を含む K の代数的閉包 K がある. K = L として
よい. このとき AutK/K ⊃ AutM/M であるから, σ ∈ AutM/M に対し Lσ = L. よつて
11.1(2) が成り立つのであるから L/M は正規拡大である.
(2) Li

σ = Li (i = 1, 2) であるから (L1L2)
σ = L1

σL2
σ = L1L2 となる.
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(3) K[x] の部分集合 {fλ(x) |λ ∈ Λ } があつて, 各 fλ(x) は M ′ で 1 次式の積に分解され,
S をその L における根の全体とすれば M ′ = K(S) となつてゐる. このとき fλ(x) ∈ M [x],
MM ′ = MK(S) = M(S) であるから, MM ′/M は正規拡大である.

問 11.5. 拡大次数が 2 である拡大を 2 次拡大といふ. 次の事を示せ.
(1) 2 次拡大は正規拡大である.
(2) 有理数体 Q の拡大列 Q ⊂ Q(

√
2 ) ⊂ Q( 4

√
2 ) において, Q( 4

√
2 )/Q(

√
2 ), Q(

√
2 )/Q は

ともに正規拡大であるが, Q( 4
√
2 )/Q は正規拡大ではない.

注意 11.6. 11.5 (2) より, 一般に, 体の列 K ⊂ M ⊂ L において, K ⊂ M , M ⊂ L がと
もに正規拡大であつても K ⊂ L は正規拡大とは限らない. 例へば, K = Q, M = Q( 3

√
2 ),

L = Q( 3
√
2, ω).

演 習 問 題

11.7. 次の代数的拡大は正規であるか否かを理由を付して答へよ. 但し ω = −1+
√
−3

2
で,

t は不定元とする.
(1) Q(

√
2 )/Q

(2) Q(
√
2,
√
3 )/Q

(3) Q( 3
√
2 )/Q

(4) Q(ω)/Q
(5) Q( 3

√
2, ω)/Q

(6) F5(t)/F5(t
3)

(7) F5(t)/F5(t
4)

(8) F5(t)/F5(t
5)
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12. 分離性
Q 上のいかなる既約多項式 f(x) ∈ Q[x] も重根を持たない. 同様に p を素数とするとき, Fp

上のいかなる既約多項式 f(x) ∈ Fp[x] も重根を持たない. しかし, 不定元 t について, 多項
式 xp − t ∈ Fp(t)[x] は Fp(t) の代数的閉包の中に根を持つが, それを α とすれば ( αp = t ),
xp − t は既約であるにも拘らず, xp − t = (x − α)p と因数分解されるので, 重根を持つ. つ
まり既約多項式であつても重根を持つ場合がある. その様な場合についてまとめて考察して
おかう, といふのがこの節の目的である.
但し, Galois 理論の様子を一通り掴むためには, 標数が 0 の場合を主にして学習すると

いふ道筋もあるので, 余り深入りはしないでおく.

多項式 f(x) ∈ K[x] が K 上で, 異る 1 次式の羃積
f(x) = c(x− α1)

m1(x− α2)
m2 · · · (x− αr)

mr

に分解されるとき, 各 αi は f(x) の mi 重根であるといひ, mi > 1 のとき αi は f(x) の
重根であるといはれる.
例へば charK = p > 0 のとき, a ∈ K, e ∈ N に対して α を xpe − a の 1 つの根とすれ

ば, (x− α)p
e
= xpe − αpe = xpe − a となり, α は xpe − a の pe 乗根である.

一般に xn − a の根を a の n 乗根と呼ぶ. 上のことから次のことがわかる.

命題 12.1. charK = p > 0 ならば, K の元 a の pe 乗根は K で唯 1 つだけ存在する.
（これを pe

√
a または a1/p

e と書く. ）

多項式 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an を形式的に微分した多項式を f ′(x) =

na0x
n−1 + (n − 1)a1x

n−2 + · · · + an−1 を f ′(x) または (f(x))′ と書き, f(x) の導函数と呼
ぶ. このとき 2 つの多項式に関して (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) が成り立つことが
容易に確かめられる (確かめよ).

例題 12.2. f(x) ∈ K[x], α ∈ K とせよ. 次が成り立つ.
(1) α が f(x) の重根 ⇐⇒ f(α) = f ′(α) = 0.
(2) f(x) が既約で f(α) = 0 のとき :

α が f(x) の重根 ⇐⇒ f ′(x) = 0（多項式として）

証明 (1) (⇒) f(x) = (x − α)2 g(x) とすれば, f ′(x) = 2(x − α)g(x) + (x − α)2g′(x) =

(x− α)(2g(x) + (x− α)g′(x)) となり, α は f ′(x) = 0 の根でもある.
(⇐) α が重根でないとすれば, f(x) = (x − α)h(x), h(α) ̸= 0 となる. このとき f ′(x) =

h(x) + (x− α)h′(x) となり, f ′(α) = h(α) ̸= 0 である.
(2) α が重根ならば f ′(α) = 0, よつて f(x)|f ′(x) となる. deg f ′ < deg f であるから,
f ′(x) = 0である. 逆に f ′(x) = 0ならば当然 f ′(α) = 0であり, α は f(x)の重根である.

注意 12.3. 12.2 (2) は charK = p > 0 のときに意味を持つ主張である. 実際, このとき, も
し K ∋ b

1
p ̸∈K かつ b ∈ K なる元があれば xp − b は K[x] においては既約で, α = b

1
p は

f(x) の p 重根であり, f ′(x) = pxp−1 = 0 であることに注意せよ.
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定義 12.4. f(x) ∈ K[x] が K で重根を持たないとき, f(x) は分離的であるといはれ
る. また, α ∈ K に対して, irr(α,K, x) が重根を持たないとき, α は K 　

じょう
上　分離的である

といはれる.
代数的拡大 L/K において, Lのすべての元がK 上分離的であるとき, L/K は分離的拡大
である, 或いは単に分離的であるといはれる. 体 K の元や部分集合についても, それ
らが K 上に生成する拡大が分離的なとき分離的といふ. 分離的でない状況を非分離的
といふ.

問 12.5. 体の列 K ⊂ M ⊂ L において, L/K が分離的であれば, L/M も M/K も分離的
である. これを示せ.

問 12.6. t を不定元とし, L = F5(t) の部分体 K = F5(t
5) を考へる. このとき, 多項式

x5 + t5, x25 + t5 ∈ K[x] はともに既約で, 非分離的であることを示せ.

注意 12.7. charK = 0 ならば, 任意の f(x) ∈ K[x], deg f(x) ≥ 1 に対して f ′(x) ̸= 0 とな
るから, 12.2 (2) により, あらゆる α ∈ K は K 上分離的である. 従つてこの場合は, 拡大体
が分離的であるかどうかを気にしなくてよい.

定義 12.8. 体 K のあらゆる代数的拡大が分離的であるとき, K は完全体といはれる.

標数が 0 の体はどれも完全体である. したがつて charK = p > 0 の場合を問題にする.

例題 12.9. charK = p > 0, α ∈ K, f(x) = irr (α,K, x) とする. 次が成り立つ.
(1) 分離的かつ既約な q(x) ∈ K[x] と整数 e ≥ 0 が存在して, f(x) = q(xpe) と表せる.
(2) 上の q, e に関し, K において α に K 上共役な元の個数は deg q に等しい. また α は

f(x) の pe 重根で αpe は K 上分離的である.

証明 (1) f(x) が分離的ならば e = 0, q(x) = f(x) とすればよい. f(x) が非分離的なら
ば, 12.2(2) より f ′(x) = 0 となる. いま f(x) = a0 + a1x + · · · + xn とすれば f ′(x) =

a1+ · · ·+ iaix
i−1+ · · ·+nxn−1 = 0 であることから iai = 0 である. 従つて ai ̸= 0 ならば p|i

でなければならないので, f(x) = a0+apx
p+a2px

2p+· · ·となる. q1(x) = a0+apx+a2px
2+· · ·

とおけば f(x) = q1(x
p) で f(x) の既約性から q1(x) も既約である. q1(x) が非分離的ならば,

同様にして q1(x) = q2(x
p) となる q2(x) があり, f(x) = q2(x

p2) となる. これを続けてゆけ
ば, 最後は f(x) = qe(x

pe) で qe(x) は分離的かつ既約となる.
(2) K 上で q(x) = (x− β1) · · · (x− βr) とすれば f(x) = q(xpe) = (xpe − β1) · · · (xpe − βr) =

(x − β1
1/pe)p

e · · · (x − βr
1/pe)p

e となり, その異なる根の個数は r で, 各根は pe 重根である.
また αpe は分離的な多項式 q(x) の根であるから K 上分離的である.

定義12.10. 上の 12.9で r = deg qを f(x)の被約次数と呼び, pe を f(x)の非分離次数
と呼ぶ. それらの積 rpe は n = deg f に一致する. 一般に代数的拡大 L/K に対して, L
から K の中への K 上の同型の個数を分離次数と呼び, [L : K ]s で表す 15).

.

15)添字の s は separable (分離的) の最初の文字である.
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単純拡大については, 次のことがわかる.

例題 12.11. 12.9 の仮定のもとで, irr (α,K, x) の被約次数を r, 非分離次数を pe とすれば,
r = [K(α) : K]s で

[K(α) : K ] = [K(α) : K ]s p
e

が成り立つ. 特に α が K 上分離的であるためには [K(α) : K ] = [K(α) : K ]s が成り立つ
ことが必要十分である. charK = 0 のとき e = 0 であるが, 00 = 1 と考へれば, 上の等式は
そのときも成り立つ.

証明 12.9 の記号を用ゐ, 順に 5.8(2), 12.9, 9.7 と使つて
[K(α) : K] = deg f = deg q · pe = [K(α) : K]s p

e

となつて正しい.

例題 12.12. L/K は代数的拡大で Ω は代数的閉体であるとせよ. また σ : K → Ω は中へ
の同型とする. このとき, L から Ω の中への同型 ρ : L → Ω で σ の拡張であるものの個数
は [L : K ]s に等しいことを示せ.

証明 9.5 により, σ : K → Ω の K 上への拡張が存在する. その 1 つを固定し σ : K → Ω

とおく. また [L : K]s = r とおき {σi | i = 1, · · · , r } を L から K への中への同型の全体と
せよ. このとき {σσi | i = 1, · · · , r } が σ の L 上への拡張 L → Ω の全てである 16). 実際,
これらは互ひに異る写像であり, σ の任意の拡張 τ : L → Ω に対して Lτ ⊂ K σ = K

σ で
あることに注意すれば, σσi = τ となる σi が (σ|Kσ)−1 τ として存在するからである. よつ
て, L から Ω の中への同型 ρ : L → Ω で σ の拡張であるものの個数も r である.

例題 12.13. (1) 代数的拡大 L/K とその中間体 M に対して, 次が成り立つ :

[L : K ]s = [L : M ]s[M : K ]s

(2) L/K が有限次拡大ならば
[L : K ] = [L : K ]s p

e

となる. 但し p = charK で e は非負整数である.

証明 (1) {σi : M → K | i ∈ I } をM から K の中への K 上の同型の全体とせよ. このと
き |I| = [M : K ]s である. 各 σi に対し { ρij : L → K | j ∈ Ji } をその L への拡張の全体と
すれば, 12.12 から |Ji| = [L : M ]s となる. { ρij | i ∈ I, j ∈ J } は L から K の中への K 上
の同型の全体と一致するから (1) の等式が成り立つ.
(2) L = K(α1, · · · , αn) で, 各 αi は K 上代数的であるとしてよい. いま, L0 = K, Li =

K(α1, · · · , αi) とおき, 体の列 K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln = L を考へて, (5.3) を繰り返し用
ゐてから 12.11 を使ひ, さらに (1) を繰り返し使へば,

[L : K ] =
n∏

i=1

[Li : Li−1 ] =
n∏

i=1

[Li : Li−1 ]s p
ei =

( n∏
i=1

[Li : Li−1 ]s

)
· p
∑
i
ei
= [L : K ]s p

e

を得る. ここに e =
∑
i

ei.

16) この教科書では 2 つの写像 σ と τ の合成写像 τ ◦ σ を τσ と書くことにする.
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有限次拡大 L/M に対して, [L : K ]/[L : K ]s を [L : K ]i と書いて 17), これを L/K の
非分離次数と呼ぶ. 従つて

[L : K] = [L : K]s [L : K]i

である. 上の例題から [L : K ]i は K の標数 p の羃である. また K ⊂ M ⊂ L のとき,
[L : K ]i = [L : M ]i[M : K ]i が成り立つ.

有限次拡大の分離性について, 次の定理が成り立つ.

定理 12.14. L = K(α1, . . . , αn) を K の有限次拡大とせよ. 次の 4 つは同値である.
(1) L/K は分離的拡大である.
(2) αi (1 ≤ i ≤ n) はすべて K 上分離的である.
(3) 各 αi は K(α1, · · · , αi−1) 上分離的である.
(4) [L : K ] = [L : K ]s.

証明 (1)⇒(2). 分離的拡大の定義より明らかである. (2)⇒(3). 12.5 より明かである.
(3)⇒(4). 12.13(2) の証明において, 各 ei = 0 となるから e = 0 となる. (4)⇒(1). 対偶を証
明する. L は K 上非分離的な元 α を含むと仮定する. 体の列 K ⊂ K(α) ⊂ L において

[K(α) : K] > [K(α) : K]s, [L : K(α)] ≥ [L : K(α)]s

となるから, [L : K] > [L : K]s を得る.

例題 12.15. 体の列 K ⊂ M ⊂ L において, M/K, L/M がともに分離的拡大ならば L/K

も分離的拡大である. また, この逆も成り立つ.

証明 逆は 12.5 に他ならない. そこで, M/K, L/M はともに分離的であるとする. α ∈ L

に対して irr (α,M, x) = xn +α1x
n−1 + · · ·+αn (αi ∈ M) とすれば, これは重根を持たない.

よつて K(α1, · · · , αn, α) は 12.14(3) の条件をみたし, K 上分離的である. 特に α は K 上
分離的で, L/K は分離的である.

問 12.16. M , M ′ が代数的拡大 L/K の中間体であるとき, 次のことを示せ.
(1) M/K が分離的ならば, MM ′/M ′ も分離的. (即ち, 拡大の分離性は持ち上げによつて保たれる. )

(2) M/K, M ′/K がともに分離的ならば, MM ′/K も分離的である.

自明でない代数的拡大 L/K において, K 上分離的な L の元の全体を Ls で表す. ここで
12.14 (2)⇒(1) により, α, β ∈ Ls ならば K(α, β) は K 上分離的で, 従つて α± β, αβ ∈ Ls

で αβ−1 ∈ Ls (β ̸= 0) となり, Ls は L の部分体である. 実際 Ls は K 上分離的な L/K の
中間体のうち最大なもので, これを K の L における分離閉包といふ. また Ls = K となる
とき, 拡大 L/K を純非分離的拡大であるといふ.

例題 12.17. charK = p > 0 とする. 自明でない代数的拡大 L/K について, 次の 3つは同
値である.
(1) L/K は純非分離的拡大である.
(2) 任意の α ∈ L に対し, αpe ∈ K となる e ≥ 0 がある.
(3) [L : K]s = 1.

17) i は inseparable (非分離的) の頭文字
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証明 (1)⇒(2). 12.9 (2) より, ある e ≥ 0 に対し αpe は K 上分離的ゆゑ, αpe ∈ K となる.
(2)⇒(3). Lを含む K の代数的閉包を K とし, σ : L → K を中への K 上の同型とする. α ∈
Lに対して αpe ∈ K とすれば (αpe)σ = αpe ゆゑ, (ασ−α)p

e
= (ασ)p

e−αpe = (αpe)σ−αpe = 0

となり, ασ = α. 従つて σ は L の各元をそれ自身に写す. よつて [L : K]s = 1 となる.
(3)⇒(1). Ls/K は分離的であるから 12.14(4) および 9.5 より, [Ls : K] = [Ls : K]s ≤ [L :

K]s = 1 ゆゑ Ls = K である.

例題 12.18. L/K を代数的拡大, Ls を L における K の分離閉包とするとき,
(1) L = Ls であるか, または L/Ls は純非分離的拡大である. 特に, (Ls)s = Ls である.
(2) L/K が有限次拡大ならば, 次の等式が成り立つ :

[L : K]s = [Ls : K], [L : K]i = [L : Ls].

証明 (1) Ls 上分離的な L の元は K 上分離的であるから, 明らかである.
(2) [L : K]s = [L : Ls]s [Ls : K]s において, (1) と 12.17 より [L : Ls]s = 1. また Ls/K は分
離的であるから [Ls : K]s = [Ls : K] となり, [L : K]s = [Ls : K] である. [L : K]i について
は明らかである.

演 習 問 題
12.19. ( [L : K] と [L : K]s が異なる例 ) t は不定元とし, K = F5(t

25),

f(x) = x75 + t25x50 + 2 t50x25 − t75

とおく. 体 L = F25(t)は f(x)の K 上の最小分解体であること示せ. また [L : K]s, [L : K]i,
[L : K] はそれぞれいくつか.

12.20. F5(t) の部分体 K = F5(t
5) を考へる. 多項式 f(x) = irr (t + 1, K, x), g(x) =

irr (t2 + t+ 1, K, x) を求めよ. g(x) = 0 の 1 つの根を α とし, L = K(α) とおく. [L,K]s は
いくらか. (Hint : 6.6 )

12.21. 3 つの体 L ⊃ M ⊃ K について, L/M は正規拡大, M/K は純非分離的拡大である.
このとき, L/K は正規拡大であることを示せ.
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13. 分離的拡大の単純性
有限次の分離的拡大は単純拡大である. もつと一般に次の定理が成り立つ.

定理 13.1. 体 K の有限次拡大 L = K(α1, · · · , αn−1, αn) において α1, . . ., αn−1 がすべて
K 上分離的ならば, L = K(θ) となる θ ∈ L がある.

証明 K が有限体ならば Lも有限体で, その乗法群 L× = L−{0}は,「代数学 1」の系 13.6
より, 巡回群である. L× = ⟨θ⟩ とすれば, 明らかに L = K(θ) である.
また, 主張は n = 2 のときに示されれば, 一般の場合は n に関する帰納法で示される. 実

際, K(α1, · · · , αn−2, αn) = K(β) となれば, L = K(αn−1, β) となるから, n = 2 の場合に帰
着する.
よつて以下では K を無限体とし, L = K(α, β) ⊂ K, α は K 上分離的であると仮定す

る. [L : K]s = m とし, σi : L → K (1 ≤ i ≤ m) を中への異なる K 上の同型とする. この
とき i ̸= j ならば ασi ̸= ασj か βσi ̸= βσj となるから, x についての多項式

f(x) :=
∏
i ̸=j

(
(ασi − ασj) + (βσi − βσj)x

)
は 18) 0 と異なる. f(x) = 0 の根は有限個であるが, |K| = ∞ であるから, f(c) ̸= 0, c ̸= 0

なる元 c ∈ K がある. このとき i ̸= j ならば
0 ̸= (ασi − ασj) + (βσi − βσj)c = (α + cβ)σi − (α + cβ)σj .

よつて θ = α + cβ とおけば
i ̸= j ⇒ θσi ̸= θσj

となり, θ は少なくとも m 個の K 上共役な元を持つ. 従つて m ≤ [K(θ) : K]s ≤ [L : K]s =

mとなり, [K(θ) : K]s = [L : K]s を得る. いま Ls, K(θ)s をそれぞれ L, K(θ)における K の
分離閉包とすれば, K(θ)s ⊂ Ls であるが, 上の等式と 12.18(2)より α ∈ Ls = K(θ)s ⊂ K(θ)

である. また β = c−1(θ − α) ∈ K(θ) となるからK(α, β) ⊂ K(θ) を得る.

演 習 問 題

13.2. 次のそれぞれの拡大について, 単純拡大として生成する元を 1 つ求めよ.
(1) Q(

√
2,
√
5 )/Q

(2) Q(
√
2,
√
3, i)/Q

18) f(x) ∈ K(β)s [x ] となるが, ここではそれは必要ない.
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14. 完全体
前に 12.7 で述べた様に, 標数 0 の体はすべて完全体であるから, この節では charK = p > 0

なる体 K についてのみ考へる. K を K の代数的閉包とする. また
Kp = { ap | a ∈ K }, K1/p = { a1/p ∈ K | a ∈ K } = {α ∈ K |αp ∈ K }

と記すことにすると, これらは体であつて, Kp ⊂ K ⊂ K1/p となつてゐる.

定理 14.1. 次の 3 つの条件は同値である.
(1) K は完全体である.
(2) K1/p = K.
(3) Kp = K.

証明 (1)⇒(2). K が完全体ゆゑ K1/p/K 純非分離的拡大ではあり得ず, 12.17よりK1/p = K

となる.
(2)⇒(3). a ∈ K を任意にとれば a = (a1/p)p. ここで K = K1/p ならば a1/p ∈ K ゆゑ,
a ∈ Kp となる.
(3)⇒(1). α ∈ K が K 上非分離的であれば,

f(x) := irr (α,K, x) = (xp)m + a1(x
p)m−1 + · · ·+ am ( ai ∈ K )

となる. ここで各 ai に対し bi
p = ai なる bi ∈ K があるから

f(x) = (xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm)

p

となり, f(x) の既約性に矛盾する. よつて K/K は分離的である.

例題 14.2. 有限体は完全体である.

証明 K 有限体とし, その標数 p > 0 とせよ. このとき σ : K → K (a 7→ ap) は単射である
が, |K| < ∞ により全射となる. よつて K は 14.1 の条件を満たす.

演 習 問 題

14.3. p を素数, t を不定元とせよ. 体 Fp(t) の上の非分離的拡大体を 1 つ挙げ, この体が完
全体でないことを示せ.

14.4. p を素数, t を不定元とせよ. L =
∞∪
n=1

Fp(t
1/pn) は完全体であることを示せ.
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15. Artin の定理
ここでは次節に述べる Galois の基本定理の証明の核心部分となる事柄を述べる.

定義 15.1. 代数的拡大 L/K (有限次とは限らない) が分離的かつ正規であるとき, これ
をGalois 拡大と呼び, AutL/K をその Galois 群と呼んで Gal (L/K) で表す.

命題 15.2. M , M ′ を拡大 L/K の中間体とせよ. M ′/K が Galois 拡大ならば MM ′/M

も Galois 拡大である. さらに M/K も Galois 拡大ならば MM ′/K は Galois 拡大.

証明 前半は, 正規性も分離性も拡大に関する持ち上げによつて保たれる (11.4 (3) と 12.16 (1))

からである. 後半は 11.4(2) と 12.16(2) からわかる.

定義 15.3. 一般に拡大 L/K に対して, G = AutL/K とおく.
(1) G の部分群 H をとり固定する. このとき, 体 LH を次の様に定める :

LH = {α ∈ L | ασ = α (∀σ ∈ H ) }.

これを L における H の不変体と呼ぶ.
(2) 逆に, 拡大 L/K の中間体 M に対して, G の部分集合 GM を次の様に定める :

GM = {σ ∈ G | ασ = α (∀α ∈ M ) }.

これは G の部分群であり, G における M の不変群と呼ばれる. 特に GK = G.

問 15.4. 上の集合 LH が体であり, GM が G の部分群であることを示せ.

例題 15.5. L/K は Galois 拡大, M をその中間体とすれば, L/M はまた Galois 拡大で,

Gal (L/M) = Gal (L/K)M

となることを示せ.

証明 15.2 により L/M = ML/M は Galois 拡大であり, Gal (L/M) ⊂ Gal (L/K) = G で
あるが, σ ∈ G に対し σ ∈ Gal (L/M) ⇐⇒ ασ = α (∀α ∈ M) ⇐⇒ σ ∈ GM となる.

命題 15.6. L/K を有限次 Galois 拡大, G=Gal (L/K) とする. 次が成り立つ.
(1) [L : K] = [L : K]s = |G|.
(2) LG = K. より一般的に L/K の中間体 M について LGM

= M .

証明 (1) 分離性より [L : K] = [L : K]s. また L を含む K の代数的閉包を K とし,
σ : L → K を K の中への K 上の同型とすれば, 正規性により Lσ = L となる. よつて
σ の値域を L に制限して σ : L

∼→ L なる Gal (L/K) の元が得られる. 逆に Gal (L/K) ∋
ρ : L

∼→ L の値域を K に拡張すれば中への K 上の同型 ρ : L → K が得られる. 従つて
|Gal (L/K)| = [L : K]s である.
(2) K ⊂ LG ⊂ Lで, 15.5により L/LG は Galois拡大で, Gal (L/LG)=GLG

=G (Gは LG (⊃ K )

の元を動かさないから) であり, (1) より [L : LG] = |Gal(L/LG)| = |G| = [L : K] ゆゑ, LG = K で
ある. 15.5より GM = Gal(L/M). Gを GM に取り換へて同じ議論を行へば後半を得る.
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定理 15.7. ( E. Artin ) L を体, G を AutL の有限部分群とし, K = LG とおく. 次が成
り立つ.
(1) L/K は有限次 Galois 拡大である.
(2) Gal (L/K) = G.
(3) [L : K] = |G|.

注意 15.8. |G| = ∞ のときは, 15.7 の (1), (2), (3) は必ずしも成立しない.

この定理を示すために次の補題を用意する.

補題 15.9. 代数的拡大 L/K は分離的とし, n を固定された自然数とする. このとき, すべ
ての α ∈ L に対して [K(α) : K] ≤ n が成り立つならば, [L : K] ≤ n である.

証明 13.1 より, ある γ ∈ L によつて L = K(γ) と書けるから.

これを用ゐて 15.7 の証明を行なふ.

証明 任意に α ∈ L とる. α を含む G 軌道を αG = {α = α1, α2, · · · , αr} とし, f(x) =∏r
i=1(x − αi) = xr + c1x

r−1 + · · · + cr とおく. このとき, r ≤ |G| で, 任意の σ ∈ G に対し
て fσ(x) =

∏r
i=1(x − αi

σ) = f(x) となるから, 各 ci ∈ LG = K となり, f(x) ∈ K[x] であ
る. f(α) = 0 であるから, irr (α,K, x)|f(x) である. ここで f(x) は重根を持たないから α

は K 上分離的で, したがつて L/K は分離的拡大である. また irr (α,K, x) は L 上で 1 次
式の積に分解でき, α は L の任意の元であつたから, 11.1(2), 11.3 により L/K は正規拡大,
よつて Galois 拡大である. 上の議論から [K(α) : K] = deg irr (α,K, x) ≤ r ≤ |G| (∀α ∈ L)
となるから, 15.9 により, [L : K] ≤ |G| となる. 一方 G ⊂ Gal(L/K) で, 15.6(1) より
[L : K] = |Gal(L/K)| であるからG = Gal(L/K) で [L : K] = |G| でなくてはならない.
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15.10. 体 K の拡大体の元 α と α + 1 が K 上共役であれば, charK ̸= 0 であることを
示せ.

15.11. (Artin-Schreier の拡大) p を素数, f(x) = xp − x− 1 ∈ Fp[x] とする.
(1) f(x) = 0 の 1 つの根を α とせよ. このとき, Aut Fp(α)/Fp は α 7→ α + r (r = 0, 1,

· · ·, p− 1) で尽されることを示せ.
(2) 多項式 f(x) は Fp 上既約であること, および Fp(α)/Fp が Galois 拡大であることを示

せ. (16.7 の特殊な場合)

15.12. 体 L = Q(
√
2,
√
3) を考へる. 次の問に答へよ.

(1) 拡大 L/Q が Galois 拡大であることを示せ, さらに, 任意の a, b, c ∈ Q に対して,

σ : a+ b
√
2 + c

√
3 7→ a− b

√
2 + c

√
3, τ : a+ b

√
2 + c

√
3 7→ a+ b

√
2− c

√
3

は L の Q 上の自己準同型であり, Gal (L/Q) = { id, σ, τ, στ } であることを示せ.
(2) Gal (L/Q) の部分群を全て求めよ.
(3) (2) の各部分群について, その不変体を求めよ.

15.13. α = exp(2πi/7) + exp(−2πi/7) とおくとき,

(1) irr (α,Q, x) = x3 + x2 − 2x− 1 であることを示せ.

(2) exp(2πi/7) 7→ exp(4πi/7) は Q(α) の Q 上の自己同型を与へることを示せ.

(3) 上の自己同型を σ とおく. ασ を α の有理式で書け. それを φ(α) とするとき, ασ2
=

φ(φ(α)), σ3 = id であることを示せ.

(4) 拡大 Q(α)/Qが Galois拡大であり, Gal (Q(α)/Q)は位数 3の巡回群であることを示せ.

15.14. Q に係数を持つ既約多項式 f(x) の Q 上の最小分解体を K とするとき, Galois 群
Gal (K/Q) は paridroid で簡単に求められる. 以下の入力を試してみよ.

(1) ? polgalois(x^4-4*x-1)

(2) ? polgalois(x^4+x^3+x^2+x+1)

(3) ? polgalois(x^5-2*x^4+x^3+x^2-x+1)

(4) ? polgalois(x^5-2)



32 2018年 7月 19日 版 § 16
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拡大 L/K の中間体の全体を F (L/K) で表し, 群 G の部分群の全体を G (G) で表す 19).
このとき, 次の定理が我々が目標としてきたものである.

定理 16.1. (Galois の基本定理 1 ) L/K を有限次 Galois 拡大とし, G = Gal (L/K) とす
る. このとき, G の部分群にその不変体を対応させる写像

φ : G (G) −→ F (L/K), H 7−→ LH

は全単射で, H ∈ G (G), M ∈ F (L/K) に対して
(1) Gal (L/LH) = H. 特に [L : LH ] = |H| である.
(2) φ−1(M) = GM . 従つて H = GLH , M = LGM が成り立つ.

注意 16.2. (1) {1} < H1 < H2 < G ならば LH1 ⊃ LH2 であるから, 上の φ は包含関係を
逆転させる全単射である.
(2) 全射性は比較的易しいが, 単射性はやや面倒 (Artin の定理が必要) である.

証明 M ∈ F (L/K) に対し, 15.5 より, L/M は Galois 拡大で Gal(L/M) = GM であるか
ら, M = LGM

= φ(GM) (15.6(2) による). よつて φ は全射である.
次に 15.7 (Artin の定理) により, H ∈ G (G) に対し, L/LH は Galois 拡大で, Gal(L/LH) =

H, [L : LH ] = |H| となる. 一方 15.5 により, L/K の中間体 M に対し Gal(L/M) = GM で
ある. よつて H ∈ G (G) に対して H = Gal(L/LH) = GLH となる. 特に H1, H2 ∈ G (G)

で LH1 = LH2 ならば, H1 = GLH1 = GLH2 = H2 となつて φ は単射である.

定理 16.3. (Galois の基本定理 2 ) 有限次 Galois 拡大 L/K とその中間体 M について次
が成り立つ.

(1) τ ∈ Gal (L/K) に対し, τ Gal (L/M)τ−1 = Gal (L/M τ ).

(2) M は K の Galois 拡大 ⇐⇒ Gal (L/M)◁Gal (L/K).

(3) (2) の両側が成り立つとき, Gal (M/K) ≃ Gal (L/K) /Gal (L/M) ( 群としての同型 ).

証明 (1) 一般に M ∈ F (L/K), τ ∈ G = Gal(L/K) に対して
GMτ

= {σ ∈ G |ασ = α (∀α ∈ M τ ) } = {σ ∈ G | (βτ )σ = βτ (∀β ∈ M) }

= {σ ∈ G | βτ−1στ = β (∀β ∈ M) } = { τρτ−1 ∈ G | βρ = β (∀β ∈ M) } = τ GM τ−1

である. ( τρτ−1 ∈ G ⇐⇒ ρ ∈ τ−1Gτ = G に注意 )
(2) の (⇒). M/K は正規拡大であるから, すべての τ ∈ G に対して M τ = M となる. よ
つて τGMτ−1 = GMτ

= GM となり, GM ◁G である.
(2) の (⇐ ). 任意の τ ∈ G に対して GM = τ GMτ−1 = GMτ ゆゑ 16.1(2) から M τ = M .
(3) G の元の M への制限の全体をG′ = {σ M |σ ∈ G} とする. ここで σ 7→ σ|M により
定義される写像 G → G′ は全射で, その核は GM に他ならない. よつて G/GM ≃ G′ (群と
して同型) である. また, MG′

= K であるから 15.7(1), (2) により M/K は Galois 拡大で,
Gal(M/K) = G′ ≃ G/GM となる.

19) F は F の, G は G の script 体.
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定義 16.4. Galois 拡大 L/K に対し, Gal (L/K) が Abel 群であるとき, L/K は
Abel 拡大であるといはれる. また, Gal (L/K) が巡回群であるとき, L/K は巡回拡大
であるといはれる.

命題 16.5. 体 M , M ′ は拡大 L/K の中間体であるとする. 次が成り立つ :
(1) M ′/K が Galois 拡大であれば MM ′/M も Galois 拡大であり,

Gal (MM ′/M) ≃ Gal (M/M ∩M ′).

この時, 特に [MM ′ : M ] = [M : M ∩M ′ ] である.
(2) M , M ′ がともに K の Abel 拡大ならば, MM ′/K も Abel 拡大である.

L

MM ′

M M ′

M ∩M ′

K

証明 (1) 15.2 により, MM ′/M は Galois 拡大である.
σ ∈ Gal (MM ′/M) とすれば, その M ′ への制限 σ|M ′ は
Gal (M ′/M ∩M ′) の元で, 写像

f : Gal (MM ′/M) → Gal (M ′/M ∩M ′)

σ 7→ σ|M ′

は群の準同型である. Gal (MM ′/M) の元 σ は M ′ の元の
像で決まるから, f は単射である. また H = Im f の不変
体は,

M ′H = {α ∈ M ′ |ασ = α (∀σ ∈ Gal (MM ′/M) ) }

である. また
M = {α ∈ MM ′ |ασ = α (∀σ ∈ Gal (MM ′/M) ) }

であるから M ′H = M ∩M ′. よつて 16.1(1) より, H = Gal (M ′/M ∩M ′) であり, f は全射
である.
(2) 15.2 の後半より MM ′/K は Galois 拡大である. Gal (MM ′/K) = G とおくと GM ′ ◁G,
GM ◁G である. また, G/GM ′ ≃ Gal (M ′/K), G/GM ≃ Gal (M/K) で, これらは仮定から
Abel 群である. それゆゑ, 交換子群について [G,G] ⊂ GM ∩ GM ′

= GMM ′
= {1} であるこ

とがわかり, G は Abel 群である.

例 16.6. 体 K 上の n 次の多項式 f(x) は重根を持たないとし, α1, · · ·, αn を f(x) の
K における根の全体とする : f(x) = c(x − α1) · · · (x − αn). このとき f(x) の最小分解体
L = K(α1, · · · , αn) は K の Galois 拡大である. Galois 群 G = Gal (L/K) を多項式 f(x)

の K 上の Galois 群と呼ぶ. σ ∈ G は K 同型であるから fσ(x) = f(x) となり, σ は n

個の元からなる集合 {α1, · · · , αn} に置換 σ′ =

(
α1 · · · αn

α1
σ · · · αn

σ

)
∈ Sn として作用 20)す

るので, 単射 φ : G −→ Sn が定まる. ゆゑに G は Sn の部分集合と同型である. 特に
[L : K] = |G| ≤ n! である.

20) 26.1を見よ.
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16.7. f(x) ∈ K[x] は分離的であるとする. G を f(x) の K 上の Galois 群とする. また,
{α1, · · · , αn } を f(x) の K における根の全体とする. このとき, 次を示せ :

f(x) が既約多項式 ⇐⇒ G が {α1, · · · , αn } 上に可移的 21)に作用する.

16.8. 有限次分離的拡大 L/K に対し L を含む K の有限次 Galois 拡大が存在することを
示せ.

16.9. 次の ζ ∈ C についてGal (Q(ζ)/Q) とその部分群, および, それらに対応する Q(ζ) の
部分体を求めよ.

(1) ζ = exp
2πi

8
(2) ζ = exp

2πi

5
(3) ζ = exp

2πi

15

16.10. α =
√

6 + 3
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6 とおく. 4.8 の拡大 Q(α)/Q は Galois 拡大である.

その理由を述べよ. そこでの記号で σ1
+ = σ, σ2

+ = τ とおき, G = Gal
(
Q(α)/Q

)
を σ, τ

で記述せよ. また, この拡大に関し, Galois の基本定理により G の交換子群 D(G) = [G,G]

に対応する中間体を求めよ. さらに, G のすべての部分群に対応する中間体を求めよ.

16.11. K を体とし, a ∈ K について b = 1 + a2 ∈ K が K の元の平方ではないとする. こ
のとき charK ̸= 2 で Gal

(
K(

√
b+

√
b )/K

)
は 4 次の巡回群であることを示せ.

(Hint : β =
√
b+

√
b とおく. [K(β) : K] = 4 が確かめられれば, βσ = −

√
b−

√
b なるGal

(
K(β)/K

)
の元

σ が存在する. このとき βσ2

, βσ3 を調べよ. )

16.12. 多項式 f(x) = x3 − 6x+ 2 について問に答へよ.
(1) f(x) = 0 の解を ω = −1+

√
3i

2
と平方根号

√
, 3
√
および四則演算だけで表せ.

(Hint : 恒等式 x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x+ ωy + ω2z)(x+ ω2y + ωz) を利用する. )

(2) f(x) の最小分解体を L とし, K = Q(ω) とする. Gal (L/K) が { 1, 2, 3 } に関する 3
次対称群 S3 と次の対応で同型であることを示せ. 即ち, f(x) = 0 の 3 つの解を t1, t2,
t3 とするとき, σ ∈ S3 を ti

σ = tσ(i) で Gal (L/K) の元と見做して, S3 ≃ Gal (L/K).
(Hint : ∆ = (t1 − t2)(t2 − t3)(t3 − t1) を求め, K(∆) に対応する Gal (L/K) の部分群を考察せよ. )

(3) H = {ε, (1 2)} < S3 に対応する体 M を求めよ. τ = (1 3) のとき
( τ Gal (L/M)τ−1 = ) τHτ−1 = Gal (L/M τ )

であることを確かめよ.
参考のために, 以上の内容を図示しておく.

{1}

{ε, (1 2)} {ε, (3 1)} {ε, (2 3)}

{ε, (1 2 3), (1 3 2)}

S3

L

K(t3) K(t2) K(t1)

K(∆)

K

21) 26.1 を見よ.
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17. 有限体
有限体についてまとめておく.

命題 17.1. p を任意の素数とし, n を任意の自然数とする. このとき |F | = pn なる有限
体 F が存在する. この様な F は素体 Z/pZ 上の, 多項式 xpn − x の最小分解体に同型
である. 従つて, その様な体 F は同型を度外視して一意的に存在する.

証明 Fp を Fp の代数的閉包とし, F = {α ∈ Fp |αpn = α } とおけば, F が体になることは
容易に確かめられる. F は多項式 f(x) = xpn − x の根の全体で, f ′(x) = −1 と f(x) の共通
根は存在しないから f(x) は重根を持たず, |F | = pn となる. 一方 K を元の個数が pn の任
意の有限体とせよ. 5.4(2) により K は xpn − x の Fp の最小分解体でK ≃ F となる.

上の 17.1 で得られた体 F を Fpn で表す. 特に Fp = Z/pZ である. 以後, 素体 Fp の代
数的閉包 Fp を 1 つ決めて固定し, あらゆる Fpn (n ∈ N) は Fp の部分体であるものとする :

Fpn = {α ∈ Fp |αpn = α }.

例題 17.2. 次を示せ. Fpn ⊂ Fpm ⇐⇒ n|m.

証明 (⇒) [Fpm : Fpn ] = d とすれば, |Fpm| = |Fpn|d = pnd であるからm = nd となる.
(⇐) m = nd (d ∈ N) とし, q = pn とおけば pm = qd である. α ∈ Fq とすれば αq = α. よ
つて αqd = α となり α ∈ Fqd を得る.

有限体についての基本的性質は次の定理の様にまとめられる.

定理 17.3. q = pn (p は素数, n ∈ N) とせよ. 次が成り立つ.
(1) Fq の乗法群 Fq

× = Fq − {0} は位数 q − 1 の巡回群である.
(2) Fq は完全体である.
(3) Fqd/Fq は Galois 拡大であり, Gal (Fqd/Fq) は巡回群で

σ : Fqd −→ Fqd , α 7−→ αq

とおくとGal (Fqd/Fq) = ⟨σ⟩.

上の 17.3 (1) で Fq
× = ⟨γ⟩ と書いたとき, γ を有限体 Fq の原始根と呼ぶ. 17.3 で n = 1 の

場合は, 「代数学 1」で学んだ原始根の概念に一致する. また, Fq は Fp に γ を添加して得
られる : Fq = Fp(γ).
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17.4. p を素数, n = 22 · 33 · 5 とする. G = Gal (Fpn/Fp) を求め, その構造を記せ. G の部
分群とそれらに対応する拡大 Fpn/Fp の中間体を求めよ.

17.5. p を素数とせよ. K を Fp の m 次拡大体, L を K の n 次拡大体とせよ.
(1) 乗法群 L× の生成元を g とする. K× の生成元の 1 つを g で表せ.
(2) L の Fp 上の自己同型 σ は σ(g) = gν となる ν ∈ Z によつて定まる. L の Fp 上の互

ひに異るすべての自己同型を ν の値を示して記述せよ. そのうち, L の K 上の自己同
型であるものを ν の値を示して記述せよ.

17.6. Fq = Fp(γ) のとき γ は必ず Fq
× の原始根であるか.
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18. Hilbert の定理 90

定義 18.1. L/K は n 次の分離的拡大とし, L を含む K の代数的閉包を K とする. い
ま L から K の中への K 上の同型の全体を σi : L → K (i = 1, · · ·, n) とするとき,
α ∈ L に対して

NL/K(α) =
n∏

i=1

ασi , TrL/K(α) =
n∑

i=1

ασi ,

と定義し,それぞれ拡大 L/K の norm, trace と呼ぶ.

問 18.2. γ ∈ K が K 上分離的で, 任意の σ ∈ AutK/K に対して γσ = γ となれば γ ∈ K

であることを示せ.

例題 18.3. L/K は n 次の分離的拡大とする.
(1) NLK

: L× → K× (α 7→ NL/K(α)) は乗法群の準同型で,
TrLK

: L → K (α 7→ TrL/K(α)) は K 加群としての準同型である.
(2) M を L/K の中間体とすれば,

NL/K = NM/KNL/M , TrL/K = TrM/KTrL/M .

(3) α ∈ L, irr (α,K, x) = xm + a1x
m−1 + · · ·+ am とすれば, 拡大 K(α)/K について

NK(α)/K(α) = (−1)mam, TrK(α)/K(α) = −a1.

証明 18.1 にある σi を用意する.
(1) 任意の σ ∈ AutK/K に対して {σσ1, · · · , σσn} = {σ1, · · · , σn} となるから, α ∈ L に対
して NL/K(α), TrL/K(α) はともに σ で不変であり, K 上分離的である. 従つて共に K の元
である. また NL/K , TrL/K がそれぞれ乗法, 加法を保つことは明らかである. さらに定義か
ら a ∈ K について TrL/K(aα) = aTrL/K となるから Tr は K 加群の間の準同型である.
(2) [L : K] = r, [M : K] = s とし, ρj : L → K (j = 1, · · ·, r) を中への M 上の同型, τk :
M → K (k = 1, · · ·, s)を K の中への K 上の同型とせよ. 各 τj は K 上の同型 τj : K ∼→ K

に拡張できるが, このとき τkρj : L → K は K 上の異なる同型で, {σi} = {τkρj} となる. よ
つて α ∈ L に対して, NL/K(α) =

∏
k(
∏

j α
ρj)τk = NM/K(NL/M(α)) となる. Trace について

も同様である.
(3) irr (α,K, x) = (x − α1) · · · (x − αm) とすると, m 個の K 上の同型 ρi : K(α) → K

(α 7→ αi) があり,

NK(α)/K(α) =
m∏
i=1

αi = (−1)mam, TrK(α)/K(α) =
m∑
i=1

αi = −a1

となる.
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補題 18.4. ( Artin の定理 ) σi : L → Ω (i = 1,· · ·,n) は体 L から体 Ω の中への異る同
型写像とする. このとき α1, · · ·, αn ∈ Ω に対し

α1 θ
σ1 + · · ·+ αn θ

σn = 0 (∀θ ∈ L ) =⇒ α1 = · · · = αn = 0.

この性質を, {σi} は L 上 1 次独立である, と称する.

証明 ある (α1, · · · , αn) ̸= (0, · · · , 0) に対して, 上の左側の関係式が成り立つとして, その様
な関係式の内で αi ̸= 0 なる i の個数が最小なものを更めて (必要ならば番号を付け変へて )

(18.5) α1 θ
σ1 + α2 θ

σ2 + · · ·+ αr θ
σr = 0 ( ∀θ ∈ L ), αi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ r )

とする. このときもちろん r ≥ 2 で, 仮定により σ1 ̸= σ2 ゆゑ, γσ1 ̸= γσ2 となる γ ∈ L が
ある. (18.5) から
(18.6) α1 γ

σ1θσ1 + α2 γ
σ2θσ2 + · · ·+ αr γ

σrθσr = 0 (∀θ ∈ L )

を得る. (18.5) を γσ1 倍して (18.6) を差し引けば
α2 (γ

σ1 − γσ2)θσ2 + · · ·+ αr (γ
σ1 − γσr)θσr = 0 ( ∀θ ∈ L )

となるが, α2(γ
σ1 − γσ2) ̸= 0 であるから, これは (18.5) の項数 r の最小性に反する.

問 18.7. L/K を有限次分離的拡大とすれば, TrL/K(θ) ̸= 0 となる θ ∈ L がある. 従つて
TrL/K(L) = K となることを示せ.

さて, 次がこの節で目標とした定理である.

定理 18.8. ( Hilbert の定理 90 ) L/K は巡回拡大で Gal (L/K) = ⟨σ⟩ とせよ.
(1) NL/K(α) = 1 ⇐⇒ α = β1−σ(= β(βσ)−1) となる β ∈ L が存在する.
(2) TrL/K(α) = 0 ⇐⇒ α = β − βσ となる β ∈ L が存在する.

注意 18.9. “定理 90” といふ名称は, Hilbert が前世紀までの数論の成果を集大成して著し
た Zahlbericht (1897) における定理の番号に由来する.

証明 [L : K] = nとする. (1) (⇐) NL/K(α) = α1+σ+···+σn−1
= β(1−σ)(1+σ+···+σn−1) = β1−σn

=

1 となり正しい. (⇒) 18.4 を 1 = idL, σ, · · ·, σn−1 に適用して, ある θ ∈ L について
(18.10) θ + αθσ + α1+σθσ

2

+ · · ·+ α1+σ+···+σn−2

θσ
n−1 ̸= 0

となる. 上の左辺を β とおけば, NL/K(α) = 1 ゆゑ αβσ = β, 従つて α = β1−σ を得る.
(2) 一般に TrL/K(θ) = θ + θσ + · · ·+ θσ

n−1 である.
(⇐) TrL/K(β − βσ) = (β + βσ + · · ·+ βσn−1

)− (βσ + βσ2
+ · · ·+ βσn

) = 0.
(⇒) 18.7 により TrL/K(θ) ̸= 0 となる θ ∈ L がある. これを使ひ,

β = {αθσ + (α + ασ)θσ
2

+ · · ·+ (α + ασ + · · ·+ ασn−2

)θσ
n−1}TrL/K(θ)−1

とおく. このとき θσ
n
= θ, および仮定 0 = TrL/K(α) = α + ασ + · · ·+ ασn−1 より

α + βσ = {αTrL/K(θ) + ασθσ
2

+ · · ·+ (ασ + ασ2

+ · · ·+ ασn−1

)θσ
n}TrL/K(θ)−1 = β

となる.

注意 18.11. α と θ に関する (18.10) の左辺の式を Lagrange の分解式と呼ぶ.
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演 習 問 題

18.12. p を素数, xp − x− 1 = 0 の根の 1 つ α ∈ Fp をとり, K = Fp(α) とおく 22).
(1) このとき拡大 K/Fp は σ : β 7→ β + 1 で定まる自己同型が生成する p 次巡回拡大とな

ることを示し, irr (α,Fp, x) = xp − x− 1 および NK/Fp(α) = 1 を示せ.
(2) p = 2, 5, 7 のときに, (1) の σ について α = y1−σ となる y ∈ K を求めよ.

18.13. 有限次拡大 L/K について, L/K は分離的 ⇐⇒ ∃α ∈ L, TrL/K(α) ̸= 0, である.
これを証明せよ.

22) 15.11 と一部重複.
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19. Kummer 拡大
18.8 を用ゐて次の定理が得られる.

定理 19.1. (単純 Kummer 拡大 ) 体 K は 1 の原始 n 乗根 ζ を含むとせよ 23). このとき次が
成り立つ.
(1) L/K が n次の巡回拡大ならば, β ∈ K が存在してL = K(β)かつ irr (β,K, x) = xn−a

(a ∈ K) となる.
(2) 逆に a ∈ K に対して, 多項式 xn − a の 1 つの根 n

√
a を取つて L = K( n

√
a ) とおけば,

L/K は d 次の巡回拡大である. ここで d は d|n, ( n
√
a )d ∈ K を満たすある自然数.

証明 (1) G = Gal (L/K) = ⟨σ⟩ とする. NL/K(ζ
−1) = ζ−n = 1 であるから, 18.8(1) より

ζ−1 = β1−σ, 即ち βσ = βζ となる β ∈ L が存在する. このとき, 仮定により 1 の n 乗根 1,
ζ, · · ·, ζn−1 はすべて異なるから, β, βσ = βζ, βσ2

= βζ2, · · ·, βσn−1
= βζn−1 はすべて異な

り, 従つて n ≤ [K(β) : K]s ≤ [K(β) : K] となる. 一方 L ⊃ K(β), [L : K] = n であるから
L = K(β) となる. また (βn)σ = βnζn = βn であるから, βn ∈ LG = K. a = βn と書けば
β = n

√
a (a ∈ K) である. また, 5.8(2) から irr ( n

√
a,K, x) = xn − a も示された.

(2) γ = n
√
a とおく. このとき γ, γζ, · · ·, γζn−1 はすべて, 互ひに異なり, かつ xn − a の根

であるから xn − a =
∏n−1

i=0 (x− γζ i) となり, これは分離的である. irr (γ,K, x)|xn − a であ
るから γ は K 上分離的で, γ の K 上の共役はすべて γζ i の形の元であるから, それらは
L = K(γ)に含まれる. 従つて L/K は Galois拡大である. その Galois群を G = Gal (L/K)

とする. σ ∈ G について γσ = γζ i(σ) ( i(σ) ∈ {0, 1, · · · , n−1} ) の形に書ける. σ は γ の像
γσ によつて定まるから写像 G → ⟨ζ⟩ (σ 7→ ζ i(σ)) は単射準同型である. よつて G は位数
n の巡回群 ⟨ζ⟩ の部分群と同型であり, それ自身も巡回群である. ゆゑに |G| = d とすれば
d|n である. ここで更めて G の生成元を σ と書いてG = ⟨σ⟩ とすれば, (ζ i(σ))d = 1 である
から, (γd)σ = (γσ)d = γd(ζ i(σ))d = γd. よつて γd ∈ LG = K である.

注意19.2. 体 K は 1の原始 n乗根を含むとする. K 上のいくつかの多項式 fj(x) = xn−aj

(1 ≤ j ≤ r) を考へる 24). これらの根を K に添加してできる拡大K( n
√
a1, · · · , n

√
ar )/K を

Kummer 拡大と呼ぶ. 19.1 で述べた拡大は r = 1 の場合なので, ここでは 単純 Kummer 拡
大と呼ぶこととした.

23) 従つて gcd(charK,n) = 1 である
24) これらは K 上分離的である.
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20. 円分体

体 K の代数的閉包 K を 1 つ決めて固定する. K 内の 1 の n 乗根の全体を Un で表す. Un

は多項式 xn − 1 の根の全体であり, 一般に位数 n 以下の巡回群である (代数学 1, 系 13.6).

命題 20.1. 1 の n 乗根の個数について次のことが成り立つ.
(1) charK = 0 のとき |Un| = n.
(2) charK = p > 0 のとき, n = prm, gcd(p,m) = 1 とすれば, Un = Um で |Un| = m.
(3) 1 の n 乗根は K 上分離的である.

証明 f(x) = xn − 1 とすれば f ′(x) = nxn−1. 従つて charK = p, n|p なる場合を除けば,
f(x) は重根を持たず, |Un| = n となる. また, (2) の場合は xn − 1 = (xm − 1)p

r となり,
xm − 1 は重根を持たないから Un = Um, |Un| = m である. さらに 1 の n 乗根はどれも, 分
離的多項式 xm − 1 の根であるからK 上分離的である.

定義 20.2. 体 K に対し, 位数 n の元 ζ ∈ K× を 1 の原始 n 乗根と呼ぶ.

このとき Un = ⟨ζ⟩ で gcd(i, n) = 1 ならば ζ i もまた 1 の原始 n 乗根である. L = K(Un)

は多項式 xn − 1 の最小分解体であり, K の正規拡大である. このとき ζ は K 上分離的で
あるから, L/K は分離的である. 従つて L/K は Galois 拡大である.

定義 20.3. 体 M がある K(Un)/K の中間体であるとき, M を K 上の円分体といふ.

命題 20.4. 体 K 上の円分体は K の Abel 拡大である.

証明 Abel 群の部分群はすべて正規であり, それにより剰余類群も Abel 群なので, Galois
の基本定理 16.3 により, L = K(Un) が K 上の Abel 拡大であることを示せばよい. 20.1
を踏まへれば |Un| = n としてよい. Un = ⟨ζ⟩, G = Gal (L/K) とおく. σ ∈ G について
ζσ = ζ i(σ) なる i(σ) ∈ (Z/nZ)× が定まるが, これにより G は (Z/nZ)× の部分群と同型
であることがわかる. ゆゑに G は Abel 群である. 次に M を L/K の中間体とし, H = GM

(M による不変群) とする. このとき G が Abel 群ゆゑ, H ◁G であるからM/K は 16.3 (2)
より Galois 拡大で, 16.3 (3) より Gal (M/K) ≃ G/H である. G が Abel 群だから, これは
Abel 群である.

注意20.5. 後に, 25.6において, Gal (Q(Un)/Q) と (Z/nZ)× が同型であることが示される.
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21. 代数的に解ける方程式
この節では, 特に断らない限り, 体はすべて標数 0 であるとする. 従つて常に Q を含む. ま
た 19.1 と同様に n

√
a は xn − a の根の 1 つを表すものとする.

定義 21.1. 有限次拡大 E/K に対して, その中間体の列
(21.2) K = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er = E

があつて, 0 ≤ i ≤ r − 1 なる各 i に対して irr (ni
√
ai, Ei, x) = xni − ai であつて

Ei+1 = Ei(
ni
√
ai ) ( ai ∈ Ei )

となつてゐるとき, E/K は羃根による拡大であるといふ. また, この様な拡大体の元は
K 上で根号表示できるといふ.

注意 21.3. 冪乗根号の定義によれば −1+
√
−3

2
= 3

√
1 と書けるが, 左辺の方がより根源的

な記述である. 一般の原始 n 乗根が n
√
1 以外のより根源的な記述を持つか否かは自明で

はない. この定義中の条件 irr (ni
√
ai, K, x) = xni − ai は, その様なより根源的な記述を

前提とするために入れてある.
:::::::
我々は,

::::::::::::::::::::::::::::::
この既約性に　

こだは
拘　るがゆゑに,

:::::::::::::::::
最終的な到達点

::::::
21.15

:::::::::::::::::::::::::::::::::
までの議論がかなり複雑になる.

:
文献 [N]では, この条件を入れない議論しかされてゐない.

定義 21.4. 体 K 上の多項式 f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an に対して, その根がすべて
Q(a0, a1, · · · , an) 上で根号表示できるとき, 方程式 f(x) = 0 は代数的に解けるといはれる.

このことは, 方程式 f(x) = 0 の解がすべて f(x) の係数 a0, a1, · · ·, an に四則演算 (+,
−, ×, ÷) と羃根を取るといふ操作 r

√
) を有限回行つて得られることを意味してゐる. さら

にこのことはまた, f(x) のK ′ = Q(a0, a1, · · · , an) 上の最小分解体が, K ′ のある羃根による
拡大体に含まれることに他ならない.

問 21.5. 次のことを示せ.
(1) 体の列 K ⊂ M ⊂ L において, M/K, L/M がともに羃根による拡大ならば L/K も羃

根による拡大である.
(2) L/K を羃根による拡大とし, K を L を含む K の代数的閉包とする. K 上の中への同

型 σ : L → K に対し, Lσ/K も羃根による拡大である.
(3) 拡大 L/K で, L は K 上の羃根拡大体 E に含まれるが ( つまり L の元はすべて K 上で根

号表示できるにも拘らず ), L/K 自体は羃根による拡大ではない様な例を挙げよ.
( Hint : 第 23 節の最後を参照. )

(4) L, M が拡大 K/K の中間体で, L/K が羃根による拡大であるにも拘らず ML/M が
羃根による拡大にならない例を挙げよ. また, L/K と M/K が共に羃根による拡大で
あるにも拘らず, LM/K が羃根による拡大にはならない例を挙げよ.

注意21.6. n ∈ Nに対し, Qの代数的閉包 Q内の 1の n乗根の全体を Un で表す. Q(Un)/Q
は常にある羃根による拡大に含まれるが, それ自体が羃根による拡大になるとは限らない
(n = 7 の場合が反例. 21.19 参照. 1 の原始 7 乗根を表すのに

√
−3 つまり 1 の原始 3 乗根が必要であるが

U7 ̸⊃U3. ). しかし, 後の 21.8 の様に, ある n ∈ N に対し, N を 1, 2, · · ·, n の最大公倍数と
すれば, Q(UN)/Q は羃根による拡大になる. 21.8 は 21.15 の証明に必要である.
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定義 21.7. 有限群 G の部分群 Gi からなる列で
G = G0 ▷G1 ▷ · · ·▷Gn = {1}

となるものを正規列と呼ぶ.

補題 21.8. K を体とする. 自然数 n に対し, 1 の原始 m 乗根 (m = 1, 2, · · ·, n) の全
てからなる集合を Γn (⊂ K) とすれば, K(Γn)/K は羃根による拡大である.

証明 n に関する帰納法で示す. Kn = K(Γn) とおく. K = K1 = K2, K3 = K(
√
−3),

K4 = K(
√
−3,

√
−1) については主張は正しい. n ≥ 5 とし n − 1 まで主張が成り立つて

ゐるとせよ. ζn を 1 の原始 n 乗根の 1 つとする. このとき Kn = Kn−1(ζn) であるから,
Kn は Kn−1 の Abel 拡大であつて, [Kn : Kn−1] ≤ φ(n) < n である (20.4 より). Abel 群
G0 := Gal (Kn/Kn−1) は有限巡回群の直積H1 ×H2 × · · · ×Hr と表される (有限 Abel 群の
構造定理). ここで

Gi = {1} × · · · × {1} ×Hi+1 × · · · ×Hr (< G0) (0 ≤ i ≤ r)

とおけば, G0 の正規列 G0 ▷ G1 ▷ · · · ▷ Gr−1 ▷ Gr = {1} が得られて, Gi−1/Gi
∼= Hi と

なつてゐる. 各 1 ≤ i ≤ r について, Kn と Kn−1 の中間体で, Gi に対応するものを Li と
する. 特に L0 = Kn−1, Lr = Kn. G0 は Abel 群だから Gi ◁ G0 で, Li は L0 の Galois 拡
大, Gal (Li/L0) ∼= G0/Gi であり, Li−1 が Li と L0 の中間体で部分群 Gi−1/Gi < G0/Gi に
対応するものである. 即ち, Gal (Li/Li−1) ∼= Gi−1/Gi

∼= Hi で Li は Li−1 の巡回拡大であ
る (16.1, 16.3 参照). |Hi| = mi と記すと mi = [Li : Li−1] ≤ [Kn : Kn−1] < n であるから,
Kn−1 は (従つて Li−1 は) 1 の原始 mi 乗根を含み, Li = Li−1(αi), irr (αi, Li−1) = xmi − ai

(ai ∈ Li−1) の形に表される (19.1 より). これで Kn が Kn−1 の羃根による拡大であること
が示された. Kn−1 に関する帰納法の仮定より Kn が K の羃根による拡大であることがわ
かり, 帰納法の証明が完了する.

以下では方程式の代数的可解性と Galois 群の可解性の関係を考へる.

定義 21.9. 有限群 G が可解群であるとは, 正規列 G = G0 ▷G1 ▷ · · ·▷Gn = {1} が
存在して, Gi/Gi+1 (0 ≤ i ≤ n − 1) が Abel 群になることをいふ. もちろん Abel 群は
可解群である.

問 21.10. S2, S3, S4 が可解群であることを示せ. (以下 21.14 まで, [N] の 16.1 節, [Iy] の §1.11)

問 21.11. 可解群の部分群は可解群であることを示せ.

問 21.12. 可解群から別の群への準同型の像は可解群であることを示せ.

問 21.13. 可解群 G に対し, 正規列 G = G0 ▷ G1 ▷ · · · ▷ Gn = {1} で全ての Gi/Gi+1

(0 ≤ i ≤ n− 1) が素数位数の巡回群となるものが存在することを示せ.

問 21.14. 群 G と N ◁G に対し, N と G/N がともに可解群ならば, G も可解群であるこ
とを示せ. (このことから, L/K が Galois 拡大であり, 中間体 M についても M/K が Galois 拡大のとき,

Gal (L/M) と Gal (M/K) が可解群であれば Gal (L/K) も可解群であることが帰結される. )
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定理 21.15. L/K が有限次拡大のとき, 次の 2 つは同値である.
(1) L を含む羃根による拡大 E/K がある.
(2) L を含む有限次 Galois 拡大 F/K で Gal (F/K) が可解群となるものがある.

L
Er

Er+1 Fr

K(ζ)E1

Fr+1

可
解
群

可解
群

A
be

l群

Fr(ζ)

K

証明 (1)⇒(2). 羃根による拡大 E/K を与へる
体の列の長さ r による数学的帰納法で, (2) の様
な拡大 F/K が存在することを示す.
Step 1 まづ, r = 0 のときは L = E であり,
F = E とすれば Gal (F/K) = {1} となる. ゆ
ゑに, この場合は (1)⇒(2) が成り立つ.
Step 2 r ≥ 0 とし, 羃根による拡大 E/K を与
へる体の列の長さが r までは (1)⇒(2) が正しい
と仮定する. いま体の列

K = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er ⊂ Er+1 = E,

Ei+1 = Ei(
ni
√
ai ) (∃ ai ∈ Ei)

があつて L ⊂ E となつてゐる. 一方, 主張 (1)
の E/K として, この体の列の部分

K = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Er

を考へ, L として Er 自身を考へれば, 帰納法の仮定より Er を含む K の Galois 拡大 Fr が
あつて, Gal (Fr/K) が可解群になつてゐる.
Step 3 ζ を 1 の原始 nr 乗根とする. K(ζ)/K も Fr/K も Galois 拡大なので, 15.2 の後半
より, Fr(ζ)/K は Galois拡大. Fr/K は Galois拡大ゆゑ 16.3(2)と (3)から, Gal (Fr(ζ)/K)

▷Gal (Fr(ζ)/Fr) で, この 2 群の剰余類群は可解群 Gal (Fr/K) と同型であり, 20.4 から
Gal (Fr(ζ)/Fr) は Abel 群, 従つて可解群だから, Gal (Fr(ζ)/K) も可解群である (21.14).
Step 4 さて, ar ∈ Er ⊂ Fr で, 各 σ ∈ Gal (Fr/K) について,

xnr − ar
σ =

nr−1∏
ν=0

(
x− nr

√
arσ ζ

ν
)

である. ここで Gal (Fr/K) = {σ1, · · · , σN} と記すこととし, 次の体を考へる :

Fr+1 = Fr

(
ζ, nr

√
arσ1 , · · · , nr

√
arσN

)
.

Step 5 拡大 Fr+1/K が所望の Galois 拡大体 F/K の 1 つである. それを示さう. まづ,
Fr+1/Fr(ζ) は Abel 拡大 Fr(ζ, nr

√
arσi )/Fr(ζ) 達の合成体ゆゑ, 16.5(2) より, Abel 拡大, 従

つてGal (Fr+1/Fr(ζ)) は可解群である. また Fr+1 は多項式∏
σ∈Gal (Fr/K )

(
xnr − ar

σ
)
∈ K[x]

の最小分解体であるから Fr+1/K は Galois 拡大であり, 明らかに Er+1 = Er

(
nr
√
ar

)
⊂

Fr

(
nr
√
ar

)
⊂ Fr+1である. Step 3より拡大 Fr(ζ)/K はGaloisであり,それゆゑ Gal (Fr+1/K)

▷Gal (Fr+1/Fr(ζ)) である (16.3(2)). この 2 群の剰余類群は可解群 Gal (Fr(ζ)/K) に同型
で, Gal (Fr+1/K) も可解群 (21.14). 従つて, 体の列の長さが r+1 でも (1)⇒(2) は正しい.
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(2)⇒(1). 仮定の F を含む K の代数的閉包を K とする. また G = Gal (F/K), |G| = n

とし, K において 21.8 の記号で Γn による拡大を N = K(Γn) とおく. このとき Galois 拡
大 F/K の N による持ち上げ NF/N も Galois 拡大で, その Galois 群 H = Gal (NF/N) は
G のある部分群と同型である (16.5(1)). よつて H は可解群 (21.11) で, 正規列

H = H0 ▷H1 ▷ · · ·▷Hr = {1}, (Hi/Hi+1 は位数が素数の巡回群 ( pi 次とする ) )

が存在する (21.13). Ei = (NF )Hi とおけば, 上の正規列に対応して NF/N の中間体の列
K ⊂ N = E0 ⊂ E1 · · · ⊂ Er = NF

を得る. Ei+1/Ei は pi 次の巡回拡大で, pi = [Ei+1 : Ei]
∣∣ [NF : N ]

∣∣n であるから 1 の原始 pi

乗根は N に, 従つて Ei に含まれ, 19.1 より, Ei+1=Ei(
pi
√
ai ) となる ai ∈ Ei が存在する.

F

F ∩N

K

Er= NF

Ei

pi 次巡回拡大
Ei−1

N= K(Γn) = E0

Er−1

n
次

G
al

oi
s
拡
大

羃根
によ
る

拡大

{1G}

H

G

{1H}= Hr

Hi

pi 次巡回群
Hi−1

H= H0

Hr−1

可
解
群

このとき deg irr ( pi
√
ai, Ei, x) = [Ei+1 : Ei] = pi ゆゑ, irr ( pi

√
ai, Ei, x) = xpi − ai でなければ

ならない. 一方 21.8 によれば, N/K は羃根による拡大であるから, 21.5 (2) より E=NF

は求める拡大体である.

注意 21.16. 我々の羃根による拡大の定義は [N] の本のそれと異るため, 羃根による拡大の
持ち上げが羃根による拡大になるとは限らないし, いくつかの羃根による拡大の合成体が再
び羃根による拡大になるとも限らない (21.5 (1), (2)). これが原因で 21.15 の証明が複雑に
なつてしまふ. この証明は [Iy] に書かれてゐるものである.

上の定理から容易に次の定理が得られる.

定理 21.17. 体 K は元 a0, · · ·, an によりK = Q(a0, a1, · · · , an) となつてゐるとする.
f(x) = a0x

n+a1x
n−1+ · · ·+an の K 上の最小分解体を Lとする. 次の 2つは同値.

(1) 方程式 f(x) = 0 は代数的に解ける.
(2) Galois 群 Gal (L/K) は可解群である.

証明 (1)⇒(2). 定義から (1)の主張は, K の羃根による拡大 E で Lを含むものがあること
と同値である. 21.15 より, このとき L を含む K の Galois 拡大 F/K でGal (F/K) が可解
群となるものがある. 21.12 により Gal (L/K) も可解群. (2)⇒(1) は 21.15 より明らか.



46 2018年 7月 19日 版 § 21

演 習 問 題
21.18. 方程式 x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0 の根は四則演算, 平方根号, 3 乗根号によ
つて書けることを示せ. 具体的な表示は要求しない.

21.19. α = exp(2πi/7) + exp(−2πi/7) とおくとき,

(1) irr (α,Q, x) = x3 + x2 − 2x− 1 であることを示せ.

(2) exp(2πi/7) 7→ exp(6πi/7) はQ(α) の Q 上の同型を与へることを示せ.

(3) 上の自己同型を σ とおく. ασ を α の有理式で書け. それを φ(α) (但し φ(x) ∈ Q(x) )
とするとき, ασ2

= φ(φ(α)) であることを確かめよ.

(4) Q(α)/Q は Galois 拡大で, Gal (Q(α)/Q) は位数 3 の巡回群であることを示せ.

(5) α を四則演算と根号
√

, 3
√
だけで表せ.

(
答 : α =

1

3

(
− 3

√
−7 + 21

√
−3

2
− 3

√
−7− 21

√
−3

2
− 1

)
.
)

21.20. 方程式 x5 − 2 = 0 の Q 上の最小分解体を K とする. Gal (K/Q) はどの様な群か.
(Hint : ζ = exp(2πi/5) とおく. σ, τ を 5

√
2
σ
= 5

√
2 ζ, ζσ = ζ, 5

√
2
τ
= 5

√
2, ζτ = ζ2 で定めると σ,

τ ∈ Gal (K/Q) であり, Gal (K/Q) = ⟨σ, τ⟩. )

21.21. 1 の原始 11 乗根について考へる.25) ζ = exp(2πi/11), ρ = exp(2πi/5) とおく. 以
下, すべての数は複素数体 C の元であるとする. まづ

V1 =
5

√
11
4

(
89 + 25

√
5− 5

√
−5− 2

√
5 + 45

√
−5 + 2

√
5
)
= 3.31568 · · ·+ i 0.07884 · · · ,

V2 =
5

√
11
4

(
89 + 25

√
5 + 5

√
−5− 2

√
5− 45

√
−5 + 2

√
5
)
= 3.31568 · · · − i 0.07884 · · · ,

V3 =
5

√
11
4

(
89− 25

√
5− 5

√
−5 + 2

√
5− 45

√
−5− 2

√
5
)
= 3.19787 · · · − i 0.87953 · · · ,

V4 =
5

√
11
4

(
89− 25

√
5 + 5

√
−5 + 2

√
5 + 45

√
−5− 2

√
5
)
= 3.19787 · · ·+ i 0.87953 · · ·

とおく. ここで 5 乗根は 5 つづつ存在するが, 明確にするため, 上の様に虚数部分の絶対値
が最も小さいものを選ぶことにした. 但し

√
−5 + 2

√
5 と

√
−5− 2

√
5 の虚数部分はとも

に正にとつてゐる. 以下の問に答へよ.

(1) V1V2 = V3V4 = 11 であることを示せ.
(2) y = ζ + ζ−1 とおくと y は

y5 + y4 − 4y3 − 3y2 + 3y + 1 = 0

を満足することを示せ.
(3) (2) の y は

y = −1
5
(1 + V1 ρ

3 + V2 ρ
2 + V3 ρ

2 + V4 ρ
3) ( = 2 cos(2π

11
) = 1.68250 · · · )

と書けることを示せ.

以上より ζ2 − yζ + 1 = 0 を解いて ζ の羃根表示が得られる.26)

25)この話題について Ian Stewart : Galois theory §21.1 に記述があるが, (4th ed.までの全てに) 多くの誤
りを含む. Olaf Neumann : Cyclotomy: From Euler through Vandermonde to Gauss, Leonhard Euler: Life,
Work and Legacy, Robert E. Bradley and C. Edward Sandifer (Editors), pp. 323-362 に正確な記述がある.

26)この状況で Q(ζ)/Q が羃根による拡大 Q(V1, V2, V3, V4, ρ)/Q の中間体であることがわかるが, この拡
大 Q(ζ)/Q は羃根による拡大になつてゐるであらうか.
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22. 一般代数方程式
a1, a2, · · ·, an は体 K 上で代数的に独立であるとする. このとき, これらを係数とする多項
式 g(x) = xn+a1x

n−1+ · · ·+an を体 K 上の n 次一般多項式と呼び, 方程式 g(x) = 0 を
n 次一般方程式といふ. 2 次の一般方程式 x2 + a1x+ a2 = 0 は代数的に解けて, 解の公式

x =
−a1 ±

√
a12 − 4a2
2

が知られてゐる. 3 次や 4 次の一般方程式も代数的に解けてその解の公式も与へられてゐ
る. しかるに 5 次以上の一般方程式は代数的には解けず, その様な解の公式は存在しない.
これを最初に証明したのは N.H. Abel である. 以下, 21.17 を用ゐて一般方程式の可解性を
調べる.
いま t1, t2, · · ·, tn は体 K 上代数的に独立であるとし, L = K(t1, · · · , tn) とおく. L は変

数 t1, · · ·, tn に関する有理函数体と呼ばれるものである. {1, 2, · · · , n} 上の対称群を Sn と
すれば Sn の元 σ は ti

σ = tσ(i) とおいて {t1, · · · , tn} の置換を引き起す. さて, K の各元を
不変にして, それ以外の元には置換 σ を施すことによつて L/K の自己同型が得られる. そ
れも σ で表すこととし Sn < AutL/K とみなす. L における Sn の不変体を

F = LSn = K(t1, · · · , tn)Sn

と書けば, 15.7 により L/F は Sn を Galois 群とする Galois 拡大に他ならない. F に属す
る多項式は t1, · · ·, tn の対称式と呼ばれ, そのうち次の形の式を基本対称式と呼ぶ :

s1 = t1 + t2 + · · ·+ tn, s2 =
∑
i<j

titj, · · · , sn = t1t2 · · · tn.

明らかに K(s1, s2, · · · , sn) ⊂ F ⊂ L で, 15.7(3) により [L : F ] = |Sn| = n! であるが, 次の
ことが成り立つ.

例題 22.1. 上の記号の元で
(1) K(s1, · · · , sn) = F .
(2) s1, · · ·, sn は K 上代数的に独立である.

証明 (1) [L : K(s1, · · · , sn)] ≤ n! となることを示せばよい. n に関する帰納法で証明する.
n = 1 のときは明らかである. M = K(s1, · · · , sn) とし

f(x) =
n∏

i=1

(x− ti) = xn − s1x
n−1 + · · ·+ (−1)nsn

とおけば f(x) ∈ M [x], f(tn) = 0 ゆゑ [M(tn) : M ] ≤ n. 一方 N = K(tn) とおけば,
L = N(t1, · · · , tn−1) である. いま t1, · · ·, tn−1 に関する基本対称式を s1

′, · · ·, sn−1
′ とすれば

s1 = s1
′ + tn, sj = tnsj−1

′ + sj
′ (2 ≤ j ≤ n− 1), sn = sn

′tn

となるから, K(s1, · · · , sn, tn) = K(s1
′, · · · , sn−1

′, tn) となり, M(tn) = N(s1
′, · · · , sn−1

′) を
得る. 帰納法の仮定により [L : M(tn)] ≤ [L : K(s1

′, · · · , sn−1
′)] ≤ (n− 1)! である. よつて

[L : M ] = [L : M(tn)][M(tn) : M ] ≤ (n− 1)!n = n! となる.
(2) L/F は代数的であるから, 6.3 により trans.deg K F = trans.deg K L = n となる. この
とき (1) から, n 個の元 s1, · · ·, sn は K 上代数的に独立でなければならない.



48 2018年 7月 19日 版 § 22

22.1 から次の定理が得られる.

定理 22.2. g(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an を体 K の一般多項式 (従つて a1, · · ·, an は

K 上代数的独立) とし, E を N = K(a1, · · · , an) 上の g(x) の最小分解体とする. この
とき E/N は n 次対称群 Sn と同型な Galois 群をもつ Galois 拡大である.

証明 22.1 で示した様に, t1, · · ·, tn は K 上代数的に独立とし, これらに関する基本対称
式を s1, · · ·, sn とするとき, L = K(t1, · · · , tn) は F = K(s1, · · · , sn) 上の Galois 拡大で
Gal (L/F ) = Sn, また s1, · · ·, sn は K 上代数的に独立である. 従つて K 上の同型 σ :
N

∼→ F (ai 7→ (−1)isi) があり, この写像で一般多項式 g(x) は

gσ(x) = xn − s1x
n−1 + · · ·+ (−1)nsn =

n∏
i=1

(x− ti)

に写される. L は gσ(x) の F 上の最小分解体であるから, σ は σ : E
∼→ L に拡張される

(10.2 による). このとき φ : Gal (E/N) → Gal (L/F ) ( ρ 7→ σρ σ −1 ) は同型写像である. よ
つて Gal (E/N) ≃ Sn である.

22.2 と 21.17 から次の定理が得られる.

定理 22.3. (Galois の定理 ) 体 K 上の n 次の一般方程式 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 は

n ≤ 4 のとき, しかもそのときに限つて代数的に解ける.

証明 対称群 Sn は n ≤ 4 のときは可解群であるが, n ≥ 5 ならば非可解群であつた (22.6
で示される 27)). xn + a1x

n−1 + · · ·+ an は素体 Q 上の一般多項式でもある. よつて 22.2 で
K = Q とおけば, 21.17 から主張が導かれる.

演 習 問 題
n ≥ 5 のとき n 次対称群 Sn が可解群でないことを以下に従つて示せ.

22.4. Sn = ⟨ (1 2), (1 3), · · · , (1 n) ⟩ であることを示せ.
(Hint : (i j) = (1 i)(1 j)(1 i) であることと, Sn が互換の全体で生成されることを使ふ. )

22.5. n ≥ 3 のとき, An = ⟨(1 2 3), (1 2 4), · · · , (1 2 n)⟩ であることを示せ.
(Hint : An が 2 個の互換の積の全体から生成されること, 22.4, および (1 2)(1 j) = (1 2 j)2, (1 i)(1 j) =

(1 2 i)(1 2 j)2 (3 ≤ i, 3 ≤ j) であることを使ふ. )

22.6. n ≥ 5 とする. H は An の正規部分群で, An/H は Abel 群であるとせよ. 次の問に
答へよ. 但し, i, j, k はどれも 1 でも 2 でもなく, 互ひに異る任意の数字の組である.
(1) (1 2 k) = (1 i k)(k 2 j)(1 i k)−1(k 2 j)−1 を確かめよ.
(2) (1 2 k) ∈ H であることを示せ. (Hint : 仮定より H ⊃ [An : An]. )

(3) H = An を示し, An が可解群でないことを確認せよ.

22.7. n ≥ 5 とする. Sn は可解群でないことを示せ (Hint : 21.11 ).

27)代数学 3 で既習かも知れない.
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23. 3 次の一般方程式の解法
a, b, c を不定元として, 3 次の一般方程式
(23.1) f(x) = x3 + ax2 + bx+ c = 0

の解の公式を求めてみる. (23.1) の 3 つの解を t1, t2, t3 とおく. 以下, ω = −1+
√
−3

2
,

K = Q(a, b, c), L = K(t1, t2, t3) とする. 以下, 第 22 節の記号に従ふ. 22.3 が得られたとい
つても, そこから直ちに解の公式を書き下せるわけではなく, 別途, 作業が必要である. まづ,
S3 = Gal (L/K) とその部分群 A3 = {ε, (1 2 3), (1 3 2)} について, の正規列

S3 ▷ A3 ▷ {1}

において S3/A3 も A3 も Abel 群であるから, 確かに S3 は可解群である. このとき, ∆ =

(t1 − t2)(t2 − t3)(t3 − t1) を不変にする元の全体が A3 に一致する. もちろん ∆2 ∈ K の筈
であるが, 少し計算すれば ∆2 = −4a3c+ a2b2 − 18abc+ 4b3 − 27c2 を得る. 上の正規列に対
応して, 体の拡大列 L ⊃ K(∆) ⊃ K ([K(∆) : K] = 2) があるが, 21.17 により, L/K は羃根
による拡大に含まれる筈である. 実際に, その様な羃根拡大を構成してみる. その際,

β = t1 + ωt2 + ω2t3, γ = t1 + ω2t2 + ωt3

を考へることが鍵となる. −a = t1 + t2 + t3 ∈ K であるから, K(β, γ, ω) ⊃ L がわかるが,
体 L(ω) = K(β, γ, ω) は K 上の羃根による拡大として記述できるのである. これは 12 次拡
大である. 少し計算すれば βγ = a2 + 3b, β3 + γ3 = 2a3 + 9ab+ 27c を得,

K(β, γ, ω) = K(β, ω) = K(γ, ω)

がわかる. また β3 と γ3 は 2 次方程式
x2 − (2a3 + 9ab+ 27c)x+ (a2 + 3b)3 = 0

の 2 根である. また f ′(t1) = 3t1
2 + 2at1 + b = (t1 − t2)(t1 − t3) で t2 − t3 = −∆/f ′(t1) ∈

K(∆, t1), t2+ t3 = −a− t1 ∈ K(t1) だから t2, t3 ∈ K(∆, t1) がわかりL = K(∆, t1) である.

L

K(t1)

K(∆)

K

Q

L(ω)

K(t1, ω)

K(ω)

K(∆,ω)

Q(ω)

K(β, γ)

K(β3, γ3)

もちろん f(t1) = t1
3+ at1

2+ bt1+ c =

0 であるから, [L : K(∆)] = 3 であり,
L は K(∆) 上の vector 空間としての基
底 {1, t1, t12} を持つ. ここで, ω ̸∈ L =

Q(t1, t2, t3)であることに注意されたい. つ
まり L は K 上の羃根による拡大に含ま
れるのであるが, L 自身は羃根による拡大
にはならない.

演 習 問 題
23.2. 本文での説明と 16.12 を参考に, 3 次方程式 x3 + x+ 1 = 0 の解を四則演算と羃根の
みで表せ.

23.3. 一般に 3 次の monic な既約多項式 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c ∈ Q[x] について, その
Galois 群は A3 ( 3 次巡回群, ◁S3 ) または S3 と同型になり, そのことは上記の ∆ が Q 内
の平方元であるか否かで, 判定できる. このことを示せ.
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24. 4 次の一般方程式の解法
4 次一般方程式の解法を述べる. a, b, c, d を不定元として K = Q(a, b, c, d) とおき, K 上の
4 次多項式 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d を考へる. t1, t2, t3, t4 を f(x) = 0 の根として,
L = K(t1, t2, t3, t4) とおく. 以下, 第 22 節の記号を踏襲してゐる. 4 次対称群 S4 の正規列

S4 ▷ A4 ▷ V ▷H ▷ {1}

を考へる. 但し, V = {ε, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) }, H = {ε, (1 2)(3 4)} である.
(V が存在してゐるのは幸運. ) ここで S4/A4, A4/V , V/H, H はどれも Abel 群である. いま

∆ = (t1 − t2)(t1 − t3)(t1 − t4)(t2 − t3)(t2 − t4)(t3 − t4) (f(x) の判別式と呼ぶ)

とおくと, ∆2 ∈ K である. Gal (L/K) = S4 とみて, 上の正規列に対応する体の拡大列は
K ⊂ K(∆) ⊂ K(t1t2 + t3t4, t1t3 + t2t4, t1t4 + t2t3) ⊂ K(t1t2 + t3t4) ⊂ K(t1, t2, t3, t4)

である (★). ここで α = t1t2 + t3t4, β = t1t3 + t2t4, γ = t1t4 + t2t3 とおく. これらの基本
対称式は a, b, c, d の Q 上の多項式の筈であるが,

α + β + γ = b, αβ + βγ + γδ = ac− 4d, αβγ = a2d− 4bd+ c2

が, いくらかの計算ののち得られる. それゆゑ α, β, γ は K 上の 3 次方程式
g(y) = y3 + by2 − (ac− 4d)y + (a2d− 4bd+ c2) = 0

の根として得られる. この方程式は, 第 23 節の方法で解ける. ここで, 容易に確かめられる
(α− β)(β − γ)(γ − α) = −∆

に注意せよ. さらに t1t2+t3t4 = α, (t1t2)(t3t4) = dより t1t2と t3t4が 2次方程式z2−αz+d =

0 の解として得られる. (t1+ t2)t3t4+(t3+ t4)t1t2 = −c と t1+ t2+ t3+ t4 = −a から t1+ t2,
t3 + t4 ∈ K(t1t2, t3t4) がわかる :

K(t1t2, t3t4, t1 + t2, t3 + t4) = K(t1t2, t3t4).

{1}

H

V

A4

S4

L

K(t1t2, t3t4)

K(α, β, γ)

K(∆)

K

L(ω)

K(t1t2, t3t4, ω)

K(α, β, γ, ω)

K(∆,ω)

K(ω)

t1+t2 と t1t2 の値から 2次方程式を解いて t1 と
t2が得られる. また, t3+t4と t3t4の値から t3と
t4が得られるが,これは t1t2t3+· · ·+t2t3t4 = −c

と t1, t2, t3 + t4, t3t4 の値から 1 次方程式を解
いても得られるから, 体の拡大は生じない.
ここで 1 つ注意をしておく. 3 次一般方程式

の解法では, 1 の原始 3 乗根 ω を添加する必要
があつた. しかし, この解法では, 正規列に 4 次
巡回群が含まれないから, i =

√
−1 を添加する

必要がない. 以上を図にまとめておく.

演 習 問 題
24.1. 本文中の (★) が正しいことを示せ.
24.2. 本文で説明した方法に沿つて, 4 次方程式 x4 + x+ 1 = 0 を解き, 解を四則演算と羃
根のみで表せ.
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25. 円分多項式
以下, 本節では有理数体 Q 上の円分体を考察する. 1 の原始 n 乗根 ζ を 1 つ固定し,

Φn(x) =
∏

0<r<n
gcd(r,n)=1

(x− ζr)

とおく. これは 1 のすべての原始 n 乗根を根とする多項式で, n 次円分多項式と呼ばれる.

例 25.1. 円分多項式 Φn(x) の例を挙げておく. 素数 p については
Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1

である. その他を少し計算してみれば
Φ1(x) = x− 1, Φ4(x) = x2 + 1, Φ6(x) = x2 − x+ 1, Φ8(x) = x4 + 1,

Φ9(x) = x6 + x3 + 1, Φ10(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1, Φ12(x) = x4 − x2 + 1,

Φ14(x) = x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1, Φ15(x) = x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1,

Φ16(x) = x8 + 1, Φ18(x) = x6 − x3 + 1, Φ18(x) = x8 − x6 + x4 − x2 + 1, · · · · · · ·
と, 係数が ±1 のみになる様に見えるが, 反例がある :

Φ105(x) = x48 + x47 + x46 − x43 − x42 − 2 x41 − x40 − x39 + x36 + x35 + x34

+ x33 + x32 + x31 − x28 − x26 − x24 − x22 − x20 + x17 + x16 + x15

+ x14 + x13 + x12 − x9 − x8 − 2 x7 − x6 − x5 + x2 + x+ 1.

命題 25.2. 円分多項式について次が成り立つ
(1) degΦn(x) = φ(n) ( Euler の函数 ).
(2) xn − 1 =

∏
d|n Φd(x).

(3) Φn(x) ∈ Z[x].

証明 (1) は明かである. また 1 の n 乗根の任意の 1 つを取れば, それは, 唯 1 つのある約数
d|n に対して 1 の原始 d 乗根であるから, (2) が成り立つ. (3) を n の帰納法で示す. いま
(25.3) xn − 1 = Φn(x) f(x), f(x) =

∏
d|n, d<n

Φd(x)

とすれば, 帰納法の仮定により f(x) ∈ Z[x]. また f(x) の最高次の係数は 1 であるから, そ
れは原始多項式28)である. (25.3) を利用しての, n に関する数学的帰納法から Φn(x) ∈ Q[x]

となることが示されるから, 下記の 25.4 により Φn(x) ∈ Z[x] がわかる.

問 25.4. R を一意分解環 29) (UFD) とし, K をその商体とせよ. f(x), g(x) ∈ R[x] で
g(x) ∈ R[x] は原始多項式であるとせよ. K[x] において f(x) = g(x)h(x) (h(x) ∈ K[x]) と
分解されれば, h(x) ∈ R[x] である.

28) g(x) = a0x
n + an−1x

n−1 + · · ·+ an の係数の最大公約数が 1, gcd(a0, · · · , an) = 1, であること.
29)可換環 R は, その零元と単元以外のあらゆる元が既約元の積に (単元の積を無視して) 一意的に分解でき
るとき , 一意分解環 (UFD) と呼ばれる.
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定理 25.5. Φn(x) は Q[x] において既約な多項式である. 即ち Φn(x) = irr (ζ,Q, x).

証明 ζ を 1 の原始 n 乗根とし, f(x) を ζ を根とする既約かつ原始的な Z 上の多項式とす
る. このとき f(x) |xn − 1 で, 25.4 から xn − 1 = f(x)g(x) となる g(x) ∈ Z[x] がある. い
ま p を n と互ひに素な任意の素数とすれば, f(ζp) = 0 となることが次の様にして示される.
これの否定 f(ζp) ̸= 0 を仮定する. このとき g(ζp) = 0 でなくてはならない. g(xp) は ζ を
根にもつから g(xp) = f(x)h(x) となる h(x) ∈ Z[x] が存在する. いま任意の元 a ∈ Z に対
し, 対応する剰余類を a ∈ Fp と記し, 任意の多項式 φ(x) ∈ Z[x] に対し, その係数を対応す
る剰余類に置き替へたものを φ(x) と書くことにする. このとき a p = a に注意すれば,

f(x)h(x) = g(xp) = g(x)p

であるから, f(x) と g(x) は共通根を持つ. 従つて Fp 上で xn− 1 = f(x)g(x) は重根を持ち,
これは仮定 gcd(p, n) = 1 に矛盾する. 上のことを用ゐて, 一般に gcd(r, n) = 1 ならば ζr は
f(x) の根になることが, r の素因数の個数に関する帰納法で示される. 従つて Φn(x)|f(x) と
なるが, f(x) は既約であるから f(x) = c Φn(x) (c ∈ Q×) となつて Φn(x) も既約である.

系 25.6. 1 の n 乗根全体のなす群を Un ⊂ Q とおく. Gal (Q(Un)/Q) は (Z/nZ)× と同型
である.

証明 20.4 の証明の前半で述べた通り Gal (Q(Un)/Q) は (Z/nZ)× の部分群と同型である.
しかるに, Q(Un) は Φn(x) の最小分解体であるから, 25.5 と 25.2 (1) により, Gal (Q(Un)/Q)

の位数は φ(n) であり, これは (Z/nZ)× の位数に他ならない. ゆゑに, この 2 群は同型でな
ければならない.

問 25.7. ζ を 1 の原始 n 乗根とする. [Q(ζ) : Q] = φ(n) を示せ.

演 習 問 題

25.8. 任意の n ∈ N をとれ. このとき p ≡ 1 mod n なる素数 p が無数に存在することを
次の方針で示せ. { p1, p2, · · · , pk } をその様な素数の任意の集合とせよ ( 空集合でも良い ).
a = np1p2 · · · pk とおいて Φn(a) を考察する. 次の問に答へよ.

(1) Φn(a) は 1, −1 ではないことを示せ.
( Hint : 複素数平面における絶対値と Φn(x) の定義. )

(2) q > 1 を Φn(a) の 1 つの素因子とせよ. このとき q ≡ 1 mod n であることを示せ.
( Hint : m を a ∈ (Z/qZ)× とみたときの位数とせよ. Φn(a)|an − 1 であるから an ≡ 1 mod q. ゆゑに m|n. ここで
m < n と仮定する. 一方 am − 1 =

∏
d|m Φd(a) ≡ 0 mod q であるからある d|m について Φd(a) ≡ 0 mod q. しかも

Φn(a) ≡ 0 mod q であるから, 結局 a は xn − 1 =
∏

d|n Φd(a) ∈ Fq [x] の重根である. 12.2(1) によれば nan−1 ≡ 0 mod q

でなければならない. しかるに q ̸ | a, n|a より q ̸ |n でなければならないので, 矛盾が生ずる. よつて m = n. Fermat の小定理
から m = n は q − 1 の約数でなければならず, q − 1 ≡ 0 mod n. )

(3) 上の q は集合 { p1, p2, · · · , pk } に含まれないことを示せ. ( Hint : q|Φn(a) ≡ ±1 mod a. )

以上から, 限りなく p ≡ 1 mod n なる素数 p を見出すことができるから, その様な素数は
無限に存在する.
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26. 群の作用
定義 26.1. 群 G と集合 X, および写像 X ×G → X, (α, a) 7→ αa が与へられてゐて, 任意
の a, b ∈ G, α ∈ X について
A1. α1 = α,
A2. αab = (αb)a

の 2 つが共に成り立つとき, G は X に作用するといふ. さらに, 任意の α, β ∈ X に対し
αa = β となる元 a ∈ G が存在するとき, G は X に可移的に作用するといふ.

例 26.2. 作用の例とさうでない例を記す.
(1) 加法を演算とする群 G = Z と X = Z について

Z× Z → Z, (m,n) 7→ m+ n

は作用である. これは可移的である.
(2) 乗法を演算とする群 G = Q× と X = Q について

Q×Q× → Q, (x, y) 7→ x+ y

は作用ではない.
(3) Galois 拡大 L/K とその Galois 群 Gal(L/K) について,

L×Gal(L/K) → L, (α, σ) 7→ ασ

は作用である. これは可移的ではない.
(4) K を体とし, これの代数的閉包 K を 1 つ固定する. α の K 内の K 上の共役元のすべ

てからなる集合を S = {α1, · · · , αn } とし, L = K(α1, · · · , αn) とせよ. このとき
S ×Gal(L/K) → S, (αi, σ) 7→ αi

σ

は作用である. これは可移的である.

作用を利用すると, 新しく群を見出すこともできる. 例へば p 元体 Fp を Fp 自身の上の
1 次元 vector 空間として, vector a ∈ Fp による “ a 移動 ”

Fp → Fp, v 7→ v + a

および b ∈ Fp
× による “ b 倍 ”

Fp → Fp, v 7→ bv

を考へると, これら写像の全体とそれらの合成は Fp と Fp
× の元の組からなるある群を成し

てゐて, それが Fp に作用してゐると見做せる. 例へば p = 5 とすれば F5
× の原始根として

2 が取れる. いま 5 元集合 F5 = {0, 1, 2, 3, 4} に関する対称群 S5 を使へば, 元 (0 1 2 3 4)

と (2 4 3 1) がそれぞれ “ 1 移動 ” と “ 2 倍 ” を表してゐて,

(0 1 2 3 4) : Fp → Fp, v 7→ v + 1

(2 4 3 1) : Fp → Fp, v 7→ 2v

であり, これらの生成する群 H < S5 が見付かつた.

問26.3. 上の群 H の元を全て書き上げよ. 位数はいくつか. また, H が 21.20の Gal (K/Q)

と同型であることを示せ.
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