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1 (10 点) 拡大 Q(
√
2,
√
5 )/Q を単純拡大として生成する元を 1 つ求めよ.

解. 2.10
α =

√
2 +

√
5 が答の 1 つ.

なぜなら 1

3α
=

√
5−

√
2 ∈ Q(

√
2,
√
5 ),

ゆゑに
√
5 =

1

2

(
α+

1

3α

)
∈ Q(

√
2,
√
5 ),

√
2 =

1

2

(
α− 1

3α

)
∈ Q(

√
2,
√
5 ).

これより
Q(

√
2,
√
5 ) ⊂ Q(

√
2 +

√
5 ).

Q(
√
2,
√
5 ) ⊃ Q(

√
2 +

√
5 ) は明らか.

2 (10 点) 体の拡大 L/K があり, M をその中間体とせよ. α ∈ L が K 上代数的であ
るとせよ. このとき [M(α) : M ] ≤ [K(α) : K ] であることを示せ.

解. 5.19
irr (α,M, x) | irr (α,M, x) であるから

deg irr (α,M, x) ≤ deg irr (α,K, x).

ゆゑに,

[M(α) : M ] = deg irr (α,M, x) ≤ deg irr (α,K, x) ≤ [K(α) : K ].

3 (15点) 体の拡大 L/K があり, α, β ∈ Lとせよ. [K(α) : K ] = m, [K(β) : K ] = n,
gcd(m,n) = 1 ならば, [K(α, β) : K ] = mn であることを示せ. ( 2 を使ふ )

解. 5.21

[K(α, β) : K ] = [K(α, β) : K(α) ] [K(α) : K ] · · · · · · · 1⃝

である.
これにより [K(α, β) : K ] は m = [K(α) : K ] の倍数である. 同様に

[K(α, β) : K ] = [K(α, β) : K(β) ] [K(β) : K ]

であるから, これにより [K(α, β) : K ] は n = [K(β) : K ] の倍数である.
gcd(m,n) = 1 なので, [K(α, β) : K ] は mn の倍数である. · · · · · · · 2⃝
ここで 2 の M を K(α) とすれば [K(α, β) : K(α) ] ≤ [K(β) : K ] だから, 等式 1⃝
と合はせて

[K(α, β) : K ] ≤ [K(β) : K ] [K(α) : K ] = mn. · · · · · · · 3⃝

2⃝ と 3⃝ より
[K(α, β) : K ] = mn

でなければならない.

4 (15 点) 拡大次数が 2 である拡大を 2 次拡大といふ. 次の事を示せ.
(1) 2 次拡大は正規拡大である.
(2) 有理数体 Qの拡大列 Q ⊂ Q(

√
2 ) ⊂ Q( 4

√
2 )において, Q( 4

√
2 )/Q(

√
2 ), Q(

√
2 )/Q

はともに正規拡大であるが, Q( 4
√
2 )/Q は正規拡大ではない.

解. 11.5
(1) 拡大 L/K を 2次拡大とする. この拡大の基底を 1, α ∈ Lと取れるから, L = K(α)

とおける. irr (α,K, x) = x2 + bx+ c とすれば, α の共役は b−α ∈ L であるから L/K

は正規拡大である.
(2) 前半は (1) よりわかる. irr ( 4

√
2,Q, x) = x4 − 2 であるが, これの根のうち 4

√
2i,

− 4
√
2i の 2 つは Q( 4

√
2) に属さないから, Q( 4

√
2 )/Q は正規拡大ではない.



5 (15 点) 拡大 L/K の 2 元 α, β は K 上代数的であるとせよ. f(x) = irr (α,K, x),
g(x) = irr (β,K, x) とおく. このとき f(x) が K(β) 上で既約でないならば g(x) は
K(α) 上で既約でないことを示せ.
(Hint : [K(α, β) : K ] を考へよ. )

解説 10.7
まづ,

[K(α, β) : K ] = [K(α, β) : K(α) ][K(α) : K ]

= [K(α, β) : K(α) ] deg f(x)

= deg irr (β,K(α), x) deg f(x).

同様に
[K(α, β) : K ] = [K(α, β) : K(β) ][K(β) : K ]

= [K(α, β) : K(β) ] deg g(x)

= deg irr (α,K(β), x) deg g(x)

であるから,

deg irr (β,K(α), x) deg f(x) = deg irr (α,K(β), x) deg g(x) · · · 1⃝

いま, g(x) が K(α) 上既約であるとする. これは irr (β,K(α), x) = g(x) であることに
同値であるから, 1⃝ は

deg g(x) deg f(x) = deg irr (α,K(β), x) deg g(x)

と書ける. つまり
deg f(x) = deg irr (α,K(β), x)

となる. irr (α,K(β), x)
∣∣ f(x) であるから

f(x) = irr (α,K(β), x)

でなければならない. つまり f(x) は K(β) 上でも既約. これで主張が証明された.

6 (15 点) 次の代数的拡大は正規であるか否かを理由を付して答へよ.

但し ω = −1+
√
−3

2 で, t は不定元とする.

(1) Q(
√
2 )/Q (2) Q(

√
2,
√
3 )/Q

(3) Q( 3
√
2 )/Q (4) Q( 3

√
2, ω)/Q (5) F5(t)/F5(t

4)

略解. 11.7 はまだ有効とします.

(1)
√
2 の共役 −

√
2 は Q(

√
2 ) の元なので, 正規拡大.

(2)
√
2 と

√
3 の共役 −

√
2 と −

√
3 は Q(

√
2,
√
3) の元なので, 正規拡大.

(3) 3
√
2 の共役 3

√
2ω と 3

√
2ω2 が Q( 3

√
2) の元でないので, 正規拡大でない.

(4) 3
√
2 の共役 3

√
2ω と 3

√
2ω2 および ω の共役 ω2 は Q( 3

√
2, ω) の元なので, 正規拡大.

(5) irr
(
t,F5(t

4), x
)
= x4 − t4 であるが, x4 − t4 = (x − t)(x − 2t)(x − 3t)(x − 4t) で

2t, 3t, 4t ∈ F5(t) なので, F5(t)/F5(t
4) は正規拡大である.

学籍番号

7 (5 点) M , M ′ が代数的拡大 L/K の中間体であるとき, 次のことを示せ. M/K が
分離的ならば, MM ′/M ′ も分離的. (即ち, 拡大の分離性は持ち上げによつて保たれる. )

( Hint : 任意の α ∈ MM ′ に対し, 有限個の β1, · · ·, βn ∈ M が存在して, α ∈ M ′(β1, · · · , βn) となる.)

略解. 12.16 はまだ有効とします.

MM ′ の任意の元が M ′ 上に分離的であることを示せばよい.
任意の α ∈ MM ′ は, M と M ′ の有限個の元の有理式であるから,
有限個の β1, · · ·, βn ∈ M が存在して, α ∈ M ′(β1, · · · , βn) となる.
仮定により β1, · · ·,βn は K 上分離的.
しかるに

irr (βj ,M
′, x) | irr (βj ,K, x)

であるから, β1, · · ·,βn は M 上でも分離的.
M 上分離的な元から生成される体は M 上分離的であるから
M ′(β1, · · · , βn)/M は分離的である.
ゆゑに α ∈ M ′(β1, · · · , βn) は M 上分離的である.

8 (15 点) 代数的拡大 L/K の 2 つの真の部分体 M1, M2 で, 互ひに包含関係がなく,
[M1M2 : M1 ] < [M2 : K ] であり, [M1M2 : M1 ] = [M2 : M1 ∩ M2 ] となる例を挙
げよ.

解説 7.4

K = Q, L = Q(
√
2,
√
3,
√
5 ), M1 = Q(

√
2,
√
3 ), M2 = Q(

√
2,
√
5 )

とすると, M1M2 = L になり,

[M1M2 : M1] = 2, [M2 : K] = 4.

一方
[M2 : M1 ∩M2] = [Q(

√
2,
√
5 ) : Q(

√
2 )] = 2

であるから, これは所望の例である.



記
号

N
…
自
然
数
全
体

,
Z
…
整
数
全
体
の
な
す
環

,
Q
…
有
理
数
全
体
の
な
す
体

,
R
…
実
数
全
体
の
な
す
体

,
C
…
複
素
数
全
体
の
な
す
体

.
ω
=

−
1
+
√
3
i

2
.

既
習
事
項
の
ま
と
め

(
1)
体

L
の
部
分
集
合

K
が

L
の
演
算
に
関
し
て
体
で
あ
る
と
き

,
K
を

L
の
部
分
体

,あ
る
い
は

L
は

K

の
拡
大
と
い
ひ

,こ
の
状
況
を
体
の
拡
大

L
/
K
と
記
す

.
(
2)
体
の
拡
大

L
/
K
に
対
し
て

K
上
の

vector
空
間
と
し
て
の

L
の
次
元
を

L
/
K
の
拡
大
次
数
と
呼
び

[L
:
K
]で
表
す

.
3
つ
の
体

K
⊂

M
⊂

L
に
つ
い
て

[L
:
K
]
=

[L
:
M

][M
:
K
].

(
3)
体
の
拡
大

L
/
K
に
つ
い
て

,
任
意
の

α
∈

L
が
あ
る

f
(x
)
∈

K
[x
]
の
根
で
あ
る
と
き

,
L
/
K
を

代
数
的
拡
大
と
呼
ぶ

.
(
4)
体
の
拡
大

L
/
K
に
つ
い
て

,
[L

:
K
]
<

∞
の
と
き

,こ
れ
を
有
限
次
拡
大
と
呼
ぶ

.
(
5)
体

K
が
体

M
の
部
分
体
で

,
M
が
体

L
の
部
分
体
で
あ
る
と
き

,
M
を

L
/
K
の
中
間
体
と
呼
ぶ

.
(
6)
体

L
と
そ
の
部
分
体

K
お
よ
び

α
1 ,···,

α
n
∈
L
に
対
し

,
K
の
す
べ
て
の
元
と

α
1 ,···,

α
n
を
す
べ

て
を
含
む
最
小
の
体
を

K
(α

1 ,···
,α

n
)
と
記
す

.
こ
れ
は

K
に
係
数
を
も
つ
様
な

α
1 ,···,

α
n
の
有
理

式
の
全
体
に
他
な
ら
な
い

.
(
7)
あ
る
体

L
が
そ
の
部
分
体

K
と

α
∈
L
に
よ
つ
て

,上
の
記
法
で

L
=

K
(α

)
と
書
け
る
と
き

,
L
は

K

の
単
純
拡
大
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
(
8)

2
つ
の
部
分
体
の
共
通
部
分
は
再
び
体
で
あ
る
か
ら

,ど
ん
な
体

K
に
つ
い
て
も

,そ
れ
に
含
ま
れ
る
最
小
の

体
が
存
在
す
る

.
そ
れ
を
素
体
と
呼
ぶ

.
素
体
は
有
理
数
体

Q
か

p
元
体

F
p
=

Z
/
pZ

(p
は
素
数

)
に
同

型
で
あ
る

.
(
9)
体

K
の
積
に
関
す
る
単
位
元

1
を
い
く
つ
か
加
へ
て

0
に
な
る
と
き

,そ
の
最
小
の
個
数
は

K
の
標
数
と

い
は
れ

,そ
れ
は
素
数
で
あ
る

.
1
を
い
く
つ
加
へ
て
も

0
に
な
ら
な
い
場
合
は

,標
数
は

0
で
あ
る
と
い
ふ

.
K
標
数
を

ch
a
r
K
と
記
す

.
前
者
の
場
合
は
素
体
が

F
p
で
あ
り

,後
者
の
場
合
の
素
体
は

Q
で
あ
る

.
(10)

拡
大

L
/
K
と

α
∈

L
に
つ
い
て

,
α
を
根
と
し

,
最
高
次
係
数
が

1
で
あ
り

,
次
数
が
最
小
な
多
項
式

f
(x
)
=

K
[x
]が
唯

1
つ
存
在
し

,そ
れ
を

α
の
最
小
多
項
式
と
呼
ん
で

irr
(α

,K
,x

)
で
表
す

.
(11)

拡
大

L
/
K
と
中
間
体

M
1 ,

M
2
に
つ
い
て

,
M

1
と

M
2
を
含
む
最
小
の
部
分
体
を

M
1 M

2
ま
た
は

M
2 M

1
と
書
い
て

,
M

1
と

M
2
の
合
成
体
と
呼
ぶ

.
ま
た

,拡
大

M
1 M

2 /M
1
を
拡
大

M
2 /
K
の

M
1

に
よ
る
持
ち
上
げ
と
呼
ぶ

.
(12)

体
K
を
含
む
体

Ω
上
に
代
数
的
拡
大
が
存
在
し
な
い
と
き

,
Ω
は
代
数
的
閉
体
と
い
は
れ

,さ
ら
に
も
し

,
Ω
/
K
が
代
数
的
拡
大
で
あ
る
な
ら
ば

Ω
は

K
の
代
数
的
閉
包
と
い
は
れ
る

.
任
意
の
体

K
に
対
し

,そ
の
代
数
的
閉
包
が
存
在
し

,す
べ
て
同
型
で
あ
る

.
そ
れ
を
一
般
に

K
と
記
す

.
(13)

多
項
式

f
(x
)
∈
K
[x
]の
す
べ
て
の
根
で

K
上
さ
れ
る
様
な
体
を

f
(x
)
の
最
小
分
解
体
と
い
ふ

.
(14)

拡
大

L
/
K
が

,ど
ん
な
既
約
多
項
式

f
(x
)
∈
K
[x
]も

L
内
に

1
つ
根
を
持
て
ば

,
f
(x
)
が

L
上

1
次

式
の
み
の
積
に
分
解
す
る

,と
い
ふ
性
質
を
持
つ
と
き

,
L
/
K
は
正
規
拡
大
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
体

K

に
,1
つ
の
多
項
式

f
(x
)
∈
K
[x
]の
根
の
全
て
を
添
加
し
て
で
き
る
拡
大
は

,正
規
拡
大
で
あ
る

.
(15)

多
項
式

f
(x
)
∈
K
[x
]が
重
根
を
持
た
な
い
と
き

,
f
(x
)
は
分
離
的
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
拡
大

L
/
K
に

お
い
て

,
α
∈
L
が

K
上
の
分
離
的
多
項
式
の
根
で
あ
る
と
き

α
は

K
上
分
離
的
で
あ
る
と
い
は
れ

,さ
ら
に

,す
べ
て
の

α
∈
L
が

K
上
分
離
的
で
あ
る
と
き

,
L
/
K
を
分
離
的
拡
大
と
称
す
る

.
(16)

あ
ら
ゆ
る
代
数
的
拡
大

L
/
K
が
分
離
的
で
あ
る
様
な
体

K
は
完
全
体
で
あ
る
と
呼
ば
れ
る

.
標
数
が

0

で
あ
る
体
や
有
限
体
は
完
全
体
で
あ
る

.
(17)

代
数
的
拡
大

L
/
K
に
つ
い
て

,
L
か
ら

K
へ
の
中
へ
の

K
上
の
同
型
の
個
数
を

[L
:
K
]s
と
記
す

.
ch
a
r
K

=
p
>

0
の
と
き

,こ
れ
は

p
の
羃
に
な
る

.
(18)

分
離
的
拡
大
は
単
純
拡
大
で
あ
る

.
(19)

正
規
か
つ
分
離
的
な
代
数
的
拡
大
を

G
alois

拡
大
と
呼
ぶ

.
(20)

有
限
次

G
alois拡

大
L
/
K
と
そ
の

G
alois群

G
=

G
a
l(L

/
K
)に
つ
い
て

,
F

(L
/
K
)を

L
/
K
の
中

間
体
の
全
体

,
G
(G

)
を

G
の
部
分
群
の
全
体
と
せ
よ

.
各

H
∈

G
(G

)
に
対
し

L
H

=
{
α
∈
L
|α

σ
=

α
(∀

σ
∈
H

)},各
M

∈
F

(L
/
K
)
に
対
し

G
M

=
{
σ
∈
G
|α

σ
=

α
(∀

α
∈
M

)}
と
記
す

.
こ
の

と
き

G
M

=
G
a
l(L

/M
)
で
あ
る

.
(21)

G
alois

の
基
本
定
理

1
(20)

の
状
況
下
で

,
φ

:
H

7→
L

H
は

G
(G

)
か
ら

F
(L

/
K
)
へ
の
包
含
関
係
を
逆
転
さ
せ
る
全
単
射
で

あ
り

,逆
写
像
は

φ
−
1(M

)
=

G
M
で
与
へ
ら
れ
る

.
(22)

3
次
方
程
式
の
解
は

,恒
等
式

x
3
+
y
3
+
z
3−

3
x
y
z
=

(x
+
y
+
z
)(x

+
y
ω
+
z
ω

2)(x
+
y
ω

2
+
z
ω
)

を
使
へ
ば

,根
号
と
四
則
演
算
の
み
で
記
述
で
き
る

.
(23)

有
限
体
の
元
の
個
数
は
あ
る
素
数

p
の
羃
に
な
り

,元
の
個
数
が
同
じ
有
限
体
は
す
べ
て
同
型
で
あ
る

.
ま
た

F
p
n
⊂

F
p
n

⇐
⇒

n|m
.
有
限
体
の
拡
大
は
常
に

G
alois

拡
大
で
あ
り

,
G
a
l(F

p
n
/F

p )
は
位
数

n
の
巡

回
群
で
あ
る

.


