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はじめに

線形代数 3 と 同 4 では線形代数 1 と同 2 の内容を前提として, 線形代数学の進んだ内容を
学ぶ. ここで学ぶ内容は, 大きく分けて 4 つある :
—. 行列の対角化,
—. 内積空間と対称行列の直交行列による対角化,
—. Jordan 標準形,
—. Hermite 空間と正規行列の unitary 行列による対角化
である. これまでは基礎の体を実数体や複素数体としてきたが, 線形代数学はそもそも基礎
の体を一般にして構築されてゐる. 一般の体について成立することと, さうでないことを意
識して理解することが大切である. しかし, 直ちにその様な理解に至るのは困難かも知れな
いので, 主に実数体や複素数体を基礎の体としながら, 上記の事項を学ぶ.
この講義 note は筆者が長年の講義で愛用してきた [M1] からかなり影響を受けてゐて,

その拡大版 [M2] の流れにほぼ沿つてゐる. また [M1] の第 3 章までを簡単に復習すること
から始めてゐる.
第 1 節から第 3 節まではほぼ, 名城大学の数学科の「線形代数 1」と「同 2」の復習で

ある. 第 4 節で学ぶ内積空間や対称行列の対角化は, 実数体上に特有のことである. これら
の内容は 2 次曲線や 2 次曲面を分類することで一層理解が深まるであらう. 第 6 節では, 後
の節のために, 双対空間, 商空間などの基本事項を学ぶ. 第 7 節では Jordan 標準形と呼ば
れるものを学ぶ. これは, 必ずしも対角化できない行列の 1 種の標準形であつて, これによ
り, 線形変換を理解し易くなる. そのあと, 第 8 節では複素数体上で上記の内積の類似であ
る Hermite 内積なるものと, 正規行列の unitary 行列による対角化について学ぶ.
問や節末の演習問題の計算問題については, 本文の理解のためによい例になるものを選

んであるので, 積極的に取り組んでみて欲しい.
できれば, 2 次形式についても, この講義に盛り込みたかつたが, 分量として無理がある

ので取り止めた. また, Jordan 標準形の理論展開を「代数学 2」で学ぶ単因子論を用ゐて行
なふ方法がある. 詳しくは, たとへば [S2] の第 6 章などを読まれたい.
この note は名城大学理工学部数学科の 2018 年度の 2 年生向けの講義に向けて執筆した

ものを, 講義中に少しづつ配布しながら, 修正を加へたものである. 微調整しながらの聞き
づらい講義を聴き, この講義 note の完成に資して下さつた学生のみなさんに感謝してゐる.
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1 行列に関する演算

1.1 基本的な記号

この note では, 通常の記法を使ふ :
N は自然数 1, 2, 3, · · · の全体,
Z は整数の全体,
Q は有理数の全体,
R は実数の全体,
C は複素数の全体を表す.

1.2 行列の記法と演算

しばらく (第 2.1 節まで) は, 行列や数 vector の成分は実数（または複素数）であるものと
する.

行列の記法 A が m× n 行列で, その (i, j) 成分が aij であることを
A = [ aij ] = [ aij ]m×n = [ aij ]

m×n

= [ aij ]
1≤i≤m
1≤j≤n

などと記す.

行列の積 上の記法を使つて行列の積についてのみ復習しておく.
2 つの行列 A と B について, A の列の数と B の行の個数が等しいとき, またそのときに限
り, それらの積と呼ばれる演算が以下の式で定義される. いま

A = [ aij ]
1≤i≤m
1≤j≤n

, B = [ bjk ]
1≤j≤n
1≤k≤r

の積は次の様になる :

(1.1) [ aij ]
1≤i≤m
1≤j≤n

[ bjk ]
1≤j≤n
1≤k≤r

=

[
n∑

j=1

aijbjk

]
1≤ i≤m
1≤ k≤ r

.

とくに, m× n 型の行列 A と n× r 型の行列 B との積 AB はm× r 型になる.

単位行列, 零行列, 行列の集合 単位行列を (E ではなく) I で, 零行列を O で表す. 成
分がすべて R に含まれる m × n 型行列の全体を Mat(m,n,R) と記す. もちろん, 成分が
C に含まれる m × n 型行列の全体は Mat(m,n,C) と記される. また, 正方行列の全体は
Mat(n,R) = Mat(n, n,R) などと表すこととする.
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1.3 連立 1 次方程式の解法

連立 1 次方程式の基本変形 連立 1 次方程式を解く際に行ふ変形は次の 3 つである. これ
を連立方程式の行基本変形といふ.
(1) 1 つの方程式を何倍か (̸= 0 倍) する.
(2) 2 つの式を入れ替へる.
(3) 1 つの式に他の式の何倍かを加へる.

この方法に沿つて連立 1 次方程式を筆算で計算するとき, 各変形をするごとに, 同じ方程式を何
度も書かなければならず, 面倒に感じるかも知れない. また, 途中で未知数の 1 つが求まれば, それ
を適当に代入して計算を進めた方が早いと思はれるかも知れない. 簡単な方程式の場合であれば, そ
の様にして求まつた値が解の全体であるか否かを確かめることは容易かも知れないが, 方程式の数や
変数が多いときは, 求まつた値が全ての方程式を満たすことを確かめるのはかなり厄介である. とこ
ろが, 上の方法ならば最後の解を与へてゐる形の式の組から始めて, 最初の方程式の組に, 基本変形
だけを用ゐて戻れるのだから（可逆的といふ）, 途中に現れるすべての連立 1 次方程式は互ひに同
等である. よつて, 最後に得られた解が元の丁度与へられた方程式の解の全体であり, それ以外に解
がないことは元の方程式に代入するまでもなく明らかである.

掃き出し法 上の様に, 基本変形を行つて連立 1 次方程式を解く方法を掃き出し法といふ.
上にも述べた様に, 基本変形は可逆的であるから, 基本変形を行つて得られる連立 1 次方程
式は全て同等で, それらの解の集合は全て等しい.
以下では, 行列の各の最初（最も左寄り）の 0 でない成分を主成分と呼ぶ. 行の成分が

すべて零の場合は, その行には主成分は存在しない.

簡約行列 次の性質 R1 ～ R4 を満たす様な行列を, 簡約行列と呼ぶ.
R1 行のうちに零ベクトルがあれば, それは零ベクトルでないどんな行よりも下にある.
R2 零ベクトルでない行の主成分は 1 である.
R3 第 i 行の主成分を aiji とすると, j1 < j2 < j3 < · · · となる. 即ち各行の主成分は下の

方ほど右にある.
R4 各行の主成分を含む

:::
列においては, 他の成分は全て 0 である. 即ち, 第 i 行の主成分

が aiji のとき, 第 ji 列で (i, ji) 成分以外は全て 0 である.

条件 R3 は主成分がなだらかな階段状に並んでゐることを意味する. 零行列, 単位行列は簡
約行列である.

例 1.2 簡約行列の例. 0 1 −3 0 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 ,

 1 0 1 2 0 −1
0 1 5 −3 0 1

0 0 0 0 1 3

 ,

 0 1 0 0 3 −1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 ,

 0 0 0 1 7 0 2 0

0 0 0 0 0 1 3 4

0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

 0 0 1 0 5 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

 .

主成分の位置を灰色にした.
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連立 1 次方程式は 拡大係数行列 を, 行に関する基本変形を繰り返して 簡約行列 に変形
(簡約化) することにより, 機械的に解くことができる.

例題 1.3 行列 A と vector b が次で与へられてゐる :

A =


1 1 1 −2 −1
1 2 3 −4 −4
3 0 −3 1 7

0 −1 −2 −1 0

 , b =


2

1

5

4

 .

連立 1 次方程式 Ax = b を, 拡大係数行列 [A | b ] を簡約化し, 解を求めよ.

解 拡大係数行列を簡約化する.

1 1 1 −2 −1 2

1 2 3 −4 −4 1

3 0 −3 1 7 5

0 −1 −2 −1 0 4

1 1 1 −2 −1 2

0 1 2 −2 −3 −1 2⃝− 1⃝

0 −3 −6 7 10 −1 3⃝− 1⃝× 3

0 −1 −2 −1 0 4

1 1 1 −2 −1 2

0 1 2 −2 −3 −1
0 0 0 1 1 −4 3⃝+ 2⃝× 3

0 0 0 −3 −3 3 4⃝+ 2⃝

1 0 −1 0 2 3 1⃝− 2⃝

0 1 2 −2 −3 −1
0 0 0 1 1 −4
0 0 0 0 0 0 4⃝+ 3⃝× 3

1 0 −1 0 2 3

0 1 2 0 −1 −3 2⃝+ 3⃝× 2

0 0 0 1 1 −4
0 0 0 0 0 0

これで簡約化が完了した. これを方程式に書
き直すと

x1 −x3 +2 x5 = 3

x2 +2 x3 −x5 = −3
+x4 +x5 = −4

∴


x1 = x3 − 2x5 +3

x2 = − 2x3 +x5 − 3

x4 = −x5 − 4

この様に, 独立な変数 x3, x5 と従属する変
数 x1, x2, x4 が:::::::::::::::::::::::::::::::

右辺と左辺に完全に分離され,

:::::::::::::::::::::
左辺に現れる変数は,

::::::::::::::::::::::::
唯一度だけ現れてゐる

:::::
ことが簡約化の重要な点である.
独立な変数を,それらしく x3 = c1, x5 = c5

と書き直して, 解は結局

x =


x1

x2

x3

x4

x5

 = c1


1

−2
1

0

0

+ c2


−2
1

0

1

1

+


3

−3
0

−4
0


(c1, c2 ∈ R)

と書ける. ここで, 基礎の体を R と解釈して
解答を述べたが, 一般の体でも全く同じ結果
となることに注意されたい.

問 1.4 次の連立 1 次方程式を 1.3 の方法に
::::::::::::::
忠実に従つて解け.

−2 −3 6 −5 4

3 2 1 1 1

−1 −3 9 −1 −10
5 0 15 3 −19




x1

x2

x3

x4

x5

 =


0

8

−6
4

 .
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1.4 行列式

ここでは, 行列式に関して復習する. 「代数学 1」の第 1 節の内容を理解してゐると仮定し
て述べる. この節では, 記号 K は, 実数の全体 R または複素数の全体 C のいづれかを表す
ものとする.

定義 1.5 n 次正方行列 A = [ aij ]
1≤i≤n
1≤j≤n

について, その行列式 |A| = det(A) を次式で定める :

|A| = det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1) a2σ(2) · · · anσ(n).

命題 1.6 行列式は写像
| | : Mat(n,K) −→ K

として, 各行と各列に関しての線形性 (多重線形性) を持ち, かつ正規化 (|I| = 1)され
たものとして一意的に定まる.

問 1.7 2 次, 3 次, 4 次正方行列 A = [aij] について, 行列式を成分の多項式として書き下せ.

定義 1.8 n 次正方行列 A = [aij] と各 (i, j) について, 第 i 行の成分すべてと, 第 j 行の
すべてを取り除いて, 隙間を詰めてできる (n − 1) 次正方行列をAij で表し, A の (i, j)

余因子と呼ぶ. また, その行列式を |Aij| と書き, さらに
a∗ij = (−1)i+j|Aji| (左辺と右辺で, 添字 i と j の順序が逆転してゐることに注意せよ.)

と書いて, n 次正方行列
Ã = [ a∗ij ]

1≤i≤m
1≤j≤n

を A の余因子行列と呼ぶ.

定理 1.9 正方行列 A とその余因子行列 Ã の間に次の関係がある :

AÃ = ÃA = |A|I.

問 1.10 1.9 を証明せよ.
( Hint : AÃ = I は A の列に関する余因子展開 ( それは, 行列式の列に関する多重線形性から導かれる ) を
用ゐて示される. ÃA = I は A の行に関する余因子展開 ( それは, 行列式の行に関する多重線形性から導か
れる ) を用ゐて示される. )

問 1.11 ( 　
ファン デ ル モ ン ド

Vandermonde　 の行列式 ) 次の等式が成り立つことを示せ :

|xj
i−1 | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

...
... . . . ...

x1
n−1 x2

n−1 · · · xn
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

4
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例題 1.12 A = [aij], B = [bjk] をそれぞれ (m,n) 型, (n,m) 型の行列とし, C = [cik] = AB

とおく. このとき
(1) m = n ならば |C| = |A||B|.
(2) m < n ならば

(1.13) |C| =
∑

1≤j1<j2<···<jm≤m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1j1 a2j1 · · · amj1

a1j2 a2j2 · · · amj2...
... . . . ...

a1jm a2jm · · · amjm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
bj11 bj12 · · · bj1m
bj21 bj22 · · · bj2m...

... . . . ...
bjm1 bjm2 · · · bjmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
(3) m > n ならば |C| = 0.

解 (2) から (1) と (3) が従ふから, (2) を証明する. 見易くするために A = [a1 a2 · · · an ]

と書くことにすると,

|C| =
∣∣∣∣ n∑

j=1

aijbjk

∣∣∣∣
m×m

=

∣∣∣∣ n∑
j=1

ajbj11

n∑
j=1

ajbj2 · · ·
n∑

j=1

ajbjm

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n∑
j1=1

aj1bj11

n∑
j2=1

aj2bj22 · · ·
n∑

jm=1

ajmbjmm

∣∣∣∣
=

n∑
j1=1

∣∣∣∣ aj1

n∑
j2=1

aj2bj22 · · ·
n∑

jm=1

ajmbjmm

∣∣∣∣ bj11 (∵ 第 1 列の線形性)

=
n∑

j1=1

n∑
j2=1

∣∣∣∣ aj1 aj2

n∑
j3=1

aj3bj33 · · ·
n∑

jm=1

ajmbjmm

∣∣∣∣ bj11 bj22 (∵ 第 2 列の線形性)

=
n∑

j1, j2, ··· , jm=1

∣∣ aj1 aj2 · · · ajm

∣∣ bj11 bj22 · · · bjmm (∵ 同様の事の繰り返し).

ここで, 各項において j1, · · ·, jm の中に重複があれば, その項は 0 になるから, 重複がない
項のみの和が得られる. いま, それらの和の項を集合 { j1, · · · , jm } （従つて要素の順序は
無視）ごとに分別すれば

=
∑

{ j1, ··· , jm }⊂{1,··· , n}

∣∣ aj1 aj2 · · · ajm

∣∣ bj11 bj22 · · · bjmm.

これを j1 < j2 < · · · < jm なる順序に整理すれば

=
∑

j1<j2<···<jm

∣∣ aj1 aj2 · · · ajm

∣∣ ∑
(
j1 j2 · · · jm
k1 k2 · · · km

)sgn
(( j1 j2 · · · jm

k1 k2 · · · km

))
bk11 bk22 · · · bkmm.

これは与式の右辺に他ならない.

(2) は, Schur 多項式の展開, さらに τ 函数の無限級数展開など, 様々な場面での応用がある.

演 習 問 題
1.14 正方行列 A, B についてAB = I ならば BA = I である. ( Hint : 1.9 を利用する. )

5
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2 Vector 空間

2.1 体

これまで学んだ線形代数学では, vector や行列の成分はすべて実数であるか, またはすべて
複素数である場合に限定してきた. しかし, 本来の線形代数学はもつと広い守備範囲を持つ
てゐて, 一般に体と呼ばれるものを基礎におけば, それら成分は, その体に属するものとし
て, ほぼ同様な理論が展開できる. ここでは, 体について学ぶ.

定義 2.1 集合 K において
F0 加法と呼ばれる演算 K×K −→ K, (a, b) 7→ a+ b,

および乗法と呼ばれる演算演算 K×K −→ K, (a, b) 7→ ab が定められてゐて,
次の性質 F1～F9 が全て満たされるとき, 集合 K は体であるいはれる :
(下記において a, b, c ∈ K は任意の元を表す)
F1 (加法に関する結合律) (a+ b) + c = a+ (b+ c).
F2 (加法に関する交換律) a+ b = b+ a.
F3 加法に関する単位元と呼ばれる 0 ∈ K が存在して, a+ 0 = 0 + a = a.
F4 各 a に対して加法に関する逆元と呼ばれる −a が存在して, a+ (−a) = 0.
F5 (乗法に関する結合律) (ab)c = a(bc).
F6 (乗法に関する交換律) ab = ba.
F7 乗法に関する単位元と呼ばれる (0 と異なる1)) 元 1 ∈ K が存在して, a1 = 1a = a.
F8 各 a ̸= 0に対して乗法に関する逆元と呼ばれる a−1が存在して, a a−1 = a−1 a = 1.
F9 (分配律) (a+ b)c = ac+ bc.

例 2.2 体の例を挙げる.
(1) 有理数体 Q. 実数体 R. 複素数体 C.
(2) Gauss 数体 Q(i) = {x+ yi |x, y ∈ Q }.
(3) Q(

√
2) = {x+ y

√
2 |x, y ∈ Q }.

(4) p を素数とするとき p 元体 Fp = Z/pZ （「代数学 1」で学ぶ）.
(5) p を素数, n を自然数とするとき pn 元体 Fpn （「代数学 5」で学ぶ）.
(6) 不定元 x の Q 係数の有理式の全体 Q(x) ( Q 上の 1 変数有理函数体と呼ばれる ).

一般の体を成分に持つ行列
一般に体 K を成分に持つ行列は K が R や C の場合と同様に定義できる. 成分がすべて K
に含まれる m× n 型行列の全体を Mat(m,n,K) と記す. Mat(n,K) = Mat(n, n,K) などと
表すこととする.

対称行列, 交代行列
A ∈ Mat(m,n,K) に対し, tA で A の転置行列を表す. A ∈ Mat(n,K) は tA = A を満たす
とき対称行列と呼ばれ, tA = −A を満たすとき交代行列と呼ばれる.

1) 0 = 1 を許す流儀もあり, その様な体 {0} ( 1 = 0 ) を 1 元体と称する.

6



§ 2 2018年 7月 23日版 7

2.2 Vector 空間と部分空間

まづ vector 空間の定義から始める.

定義 2.3 体 K と集合 V に対し,
V0 和と呼ばれる写像 V × V → V , (x,y) 7→ x+ y および

scalar 倍と呼ばれる写像 K× V → V , (a,y) 7→ ax が与へられて,
これらの演算について以下のV1～V7のすべてが成り立つときV を K上の vector 空間
（あるいは K 上の線形空間, K 線形空間, K vector 空間など）といふ.
以下 x, y, z ∈ V は任意の元を表す.
V1 (結合律) (x+ y) + z = x+ (y + z).
V2 (交換律) x+ y = y + x.
V3 零 vector と呼ばれる元 0 が存在して x+ 0 = x.
V4 各 x に対して, 逆 vector と呼ばれる −x が存在して, x+ (−x) = 0.
V5 a(bx) = (ab)x.
V6 a(x+ y) = ax+ ay.
V7 (a+ b)x = ax+ bx.

問 2.4 K 上の vector 空間 V において 0x = 0 が成り立つことを示せ.

注意 2.5 V を体 K 上の vector 空間とせよ.
(1) 零 vector 0 は唯 1 つだけ存在する. なぜなら, 別に 0′ が存在すれば, V3 により
0′ + 0 = 0′, 0+ 0′ = 0 がともに成り立つ. これと V2 により 0′ = 0 である.
(2) x に対し, V4にいふ −x は唯 1 つだけ存在する. 実際, もう 1 つあつたとして, x′ とす
ると−x = 0− x = (x′ + x) + (−x)) = x′ + (x) + (−x)) = x′ + 0 = x′ となるからである.

定義 2.6 Vector 空間 V の部分集合 W は
S1 u, v ∈ W ならば u+ v ∈ W ,
S2 c ∈ K, u ∈ W ならば cu ∈ W

の 2 つを満たすとき, V の部分空間であるといはれる.

問 2.7 K 上の vector 空間 V の部分空間 W は, K 上の vector 空間であることを示せ.
このことから, V の部分集合 W が V における和と scalar 倍に関して, vector 空間をなすこととが W が V

の部分空間であることに他ならないことがわかる.

定義 2.8 V が体 K 上の vector 空間で, Wi (1 ≤ i ≤ r) が V の部分空間のとき, 集合
{w1 + · · · +wr |wi ∈ Wi (1 ≤ i ≤ r) } は部分空間である (確認せよ). これを W1, · · ·,

Wr の和と呼び W1 + · · ·+Wr または
r∑

i=1

Wi で表す.

問 2.9 Wi (1 ≤ i ≤ r) が vector 空間 V の部分空間のとき, 集合 W1 + · · · +Wr は集合
W1 ∪ · · · ∪Wr に属する vectors の 1 次結合の全体に他ならないことを示せ.

7
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Vector 空間の例
ここでは, vector 空間や部分空間の例を挙げる. R 上の 数 vector 空間 Rn だけが vector 空
間ではなく, vector 空間は至るところに現れる. 読者にはこれらを確かめて欲しい.

例 2.10 Mat(n, 1,K)=Kn は K 上の 数 vector 空間と呼ばれ, K 上の n 次元 vector 空間.

例 2.11 V = R cosx + R sinx. は R 上の 2 次元 vector 空間であり, W = R cosx は V の
1 つの部分空間である.

例2.12 体 K上の n次以下の xの多項式全体を K[x]n と記す. これについて次を示せ.
(1) は普通の和と scalar 倍に関して K 上の vector 空間になる.
(2) W = { f(x) ∈ K[x]n | f(1) = 0 } は K[x]n の部分空間である.

例 2.13 体 Q(i) = { a+ bi | a ∈ Q, b ∈ Q } はQ 上 2 次元の vector 空間である. { 1, i } は
1 つの基である. Qi = { bi | b ∈ Q } はその 1 つの部分空間である.

例 2.14 体 Q(
√
2) = { a + b

√
2 | a ∈ Q, b ∈ Q } は Q 上 2 次元の vector 空間である.

{ 1,
√
2 } は 1 つの基である.

例 2.15 5 元体 F5 上の多項式 x3 + 2x + 1 は既約である. これの根 α の F5 上の有理式の
全体 F5(α) は F5 上 3 次元の vector 空間である. { 1, α, α2 } は 1 つの基である. 従つて
F5(α) は 53 = 125 個の元からなる体である.

2.3 1 次独立と 1 次従属

1 次独立と 1 次従属について復習する.

定義 2.16 体 K 上の vector 空間 V において, u1, u2, · · ·, un ∈ V を考へる.
(1) これらの vectors について

c1u1 + · · ·+ cnun (c, · · · , cn ∈ K)

なる式を u1, u2, · · ·, un の 1 次結合と呼ぶ.
(2) これらの vectors に関する

c1u1 + · · ·+ cnun = 0 (c, · · · , cn ∈ K)

なる形の関係式を u1, u2, · · ·, un の 1 次関係と呼ぶ. とくに, 1 次関係
0u1 + · · ·+ 0un = 0

を自明な 1 次関係といふ.
(3) vectors u1, u2, · · ·, un ∈ V が自明な 1 次関係しか持たないとき, これらの vectors
は 1 次独立であるといはれる.
(4) 1 次独立でない vectors は 1 次従属であるといはれる.

問 2.17 u1, u2, · · ·, un が 1 次従属であるためには, u1, u2, · · ·, un のうち少くとも 1 つの
vector が他の n− 1 個の vectors の 1 次結合で書けることが必要十分である.

問 2.18 u1, u2, · · ·, un が 1 次独立で, u, u1, u2, · · ·, un が 1 次従属ならば u は u1, u2,
· · ·, un の 1 次結合で書ける.

8
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補題 2.19 V の vectors の 2 つの組 {u1, u2, · · · , um }, {v1, v2, · · · , vn } について,
(1) v1, v2, · · ·, vn のどれもがu1, u2, · · ·, um の 1 次結合で書けて,
(2) n > m である
ならば v1, v2, · · ·, vn は 1 次従属である.

証明 ある自明でない c1, c2, · · ·, cn が等式
c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn = 0

を満たすことを示す. 条件 (1) により A ∈ Mat(m,n,K) が存在して,

(v1, v2, · · · , vm ) = (u1, u2, · · · , um )A

となる. このとき条件 (2) から
Ax = 0

は非自明な解を持つ. その 1 つを
c =


c1
c2...
cn


とおけば, これが求めるものである.

問 2.20 Vectors u1, u2, · · ·, um が 1 次独立で, A ∈ Mat(m,n,K) のとき,

(u1, u2, · · · , um )A = (0, 0, · · · , 0 )

ならば A = O である. これを示せ.

問 2.21 Vectors u1, u2, · · ·, um が 1 次独立で, A, B ∈ Mat(m,n,K) のとき,

(u1, u2, · · · , um)A = (u1, u2, · · · , um)B

ならば A = B である. これを示せ.

2.4 最大 1 次独立数

定義 2.22 Vector 空間 V と部分集合 X ⊂ V が与へられたとせよ. もし, X に属する r

個の vectors があり, それらは 1 次独立で, かつ, X のどんな r + 1 個の vectors も 1 次
従属であるならば, r を, 集合 X の最大 1 次独立数と呼ぶことにする.

問 2.23 Vector 空間 V に属する 2 つの組 {v1, · · · , vn }, {u1, · · · , um } に対し, 各 v1, · · ·,
vn がu1, · · ·, um の 1 次結合で書けるならば

集合 {v1, · · · , vn } の最大 1 次独立数 ≤集合 {u1, · · · , um } の最大 1 次独立数
である. これを示せ. ( Hint : 右辺の値を r とし, それを与へる組を採り, 2.18 と 2.19 を使へ. )

問 2.24 集合 {u1, · · · , um } の最大 1 次独立数が r であるためには, {u1, · · · , um } の中
に r 個の 1 次独立な vectors があり, 他の m− r 個の vectors はこの r 個の vectors の 1 次
結合で書けることが必要十分である. これを示せ.
( Hint : 必要性の証明には 2.18 を使ふ. 十分性の証明 : まづ 集合 {u1, · · · , um } の最大 1 次独立数が r 以
上であることはすぐわかる. r 以下であることを示すのに 2.23 を使へ. )

9
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与へられたいくつかの vectors の間の 1 次関係を全て求めるのにも, 簡約化が用ゐられ
る. これにより基を見つけることができる.

例題 2.25 R4 内の 5 つの vectors

a1 =


−2
3

−1
5

, a2 =


−3
2

−3
0

, a3 =


6

1

9

15

,

a4 =


−5
1

−1
3

 , a5 =


4

1

−10
−19


のうち, 1 次独立な最大の組を求めよ.

解. また, その組に属さないものについて
は, その組に属するベクトルの 1 次結合で表
せ. {a1, a2, a3, a4, a5 } の間の 1 次関係
と { b1, b2, b3, b4, b5 } の間の 1 次関係は全
く同じである. しかるに, 成分を眺めれば, b1,
b2, b4 は 1 次独立で,

b3 = 3b1 − 4b2, b5 = −2b1 + 5b2 − 3b4

なので, 1 次独立な最大の組として a1, a2, a4

が取れて,

a3 = 3a1 − 4a2, a5 = −2a1 + 5a2 − 3a4.

a1 a2 a3 a4 a5

−2 −3 6 −5 4

3 2 1 1 1

−1 −3 9 −1 −10
5 0 15 3 −19
−1 −3 9 −1 −10 3⃝

3 2 1 1 1

−2 −3 6 −5 4 1⃝

5 0 15 3 −19
1 3 −9 1 10 1⃝× (−1)
3 2 1 1 1

−2 −3 6 −5 4

5 0 15 3 −19
1 3 −9 1 10

0 −7 28 −2 −29 2⃝+ 1⃝× (−3)
0 3 −12 −3 24 3⃝+ 1⃝× 2

0 −15 60 −2 −69 4⃝+ 1⃝× (−5)
1 3 −9 1 10

0 −7 28 −2 −29
0 1 −4 −1 8 3⃝× 1

3

0 −15 60 −2 −69
1 3 −9 1 10

0 1 −4 −1 8 3⃝

0 −7 28 −2 −29 2⃝

0 −15 60 −2 −69
1 0 3 4 −14 1⃝+ 2⃝× (−3)
0 1 −4 −1 8

0 0 0 −9 −27 3⃝+ 2⃝× 7

0 0 0 −17 −51 4⃝+ 2⃝× 15

1 0 3 4 −6
0 1 −4 −1 6

0 0 0 1 −3 4⃝× (−1
9
)

0 0 0 −17 51

1 0 3 4 −6
0 1 −4 −1 6

0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0 4⃝+ 3⃝× 17

1 0 3 0 −2 1⃝+ 3⃝× (−4)
0 1 −4 0 5 2⃝+ 3⃝

0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0

b1 b2 b3 b4 b5

10
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行列の階数 (rank) の定義 rank(A) = “ A の簡約化の主成分の個数 ” を思ひ出さう. これ
について, 次が成り立つのであつた.

命題 2.26 次の関係が成り立つ :
rank(A) = A の列 vectors の最大 1 次独立数

= A の行 vectors の最大 1 次独立数.

証明 最初の等号は 2.25 の考へ方を使へばわかる. 第 2 の等号を示さう. A の簡約化を B

とし, A の行 vectors の最大 1 次独立数を r, B の行 vectors の最大 1 次独立数を s とせよ.
A から B への行の基本変形を辿れば B の各行 vectors はA の行 vectors の 1 次結合で書
けるから, 2.23 により r ≥ s である. 一方 B から A へも行の基本変形で戻れるのであるか
ら r ≤ s であり, 結局 r = s でなくてはならない. s は B の主成分の個数に等しく, それは
rank(A) に他ならない.

命題 2.27 A を n 次正方行列とする. 次は同値
(1) A は正則行列.
(2) A の n 個の列 vectors は 1 次独立.
(3) A の n 個の行 vectors は 1 次独立.

証明 (1) ⇒ (2). いま A = [a1 a2 · · · an ] とおいて,

x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan = 0

なる 1 次関係があつたとする. つまり Ax = 0 とする. 仮定 (1) により A−1 が存在するか
ら, これを左から掛けて x = 0 を得る. つまり a1, · · ·, an は 1 次独立である.
(1) ⇒ (3) も, A が正則ならば tA も正則であるから, 上と同様に証明される.
(2) ⇒ (1) は問とするが, これは 1.9 を必要とする.

問 2.28 2.27 の (2) ⇒ (1) を証明せよ.

命題 2.29 ( 簡約化の一意性 ) 与へられた行列の簡約化は一意的に存在する.

証明 与へられた行列 A に対し, 2.25 で行つた様に, A の列からなる vectors について, 左
から順に考察する列を増やしながら, その 1 次関係を見てゆけば, A の簡約化 B の列が左
から順に定まつていく. その 1 次関係の係数が B の成分を定めるのであるから, 簡約化は
一意的でなくてはならない.

命題 2.30 u1, · · ·, um を 1 次独立な vectors とし,

(v1, · · · , vn) = (u1, · · · , um)A

と書けてゐるとする. A の列 vectors をa1, · · ·, an とする. このとき次が成り立つ :
(1) v1, · · ·, vn と a1, · · ·, an には同じ 1 次関係が成り立つ.
(2) m = n のとき v1, · · ·, vn が 1 次独立であるためには, A が正則行列であることが

必要十分である.

11
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演 習 問 題
2.31 次のベクトルの組について, 1 次独立な最大の組を求めよ.

a1=


−1
4

2

−3

 , a2=


3

0

−5
2

 , a3=


11

−8
−19
12

 , a4=


2

−3
1

6

 , a5=


−12
−2
29

−1

 , a6=


−9
10

25

−6

 .

解. a1, a2, a4 が 1 次独立で, a3 = −2a1 + 3a2, a5 = a1 − 5a2 + 2a4, a6 = 4a1 − 3a2 + 2a4.

2.32 R[x]3 の元
f1(x) = −2 + 3x− x2 + 5x3, f2(x) = −3 + 2x− 3x2, f3(x) = 6 + x+ 9x2 + 15x3,

f4(x) = −5 + x− x2 + 3x3, f5(x) = −4 + x− 10x2 − 19x3

を考へる. これらの vectors の組の中で 1 次独立な最大個数 r を求めよ. 同時に r 個の 1 次
独立な vectors を選び出し, 他の vectors をそれらの 1 次結合で表せ. (Hint : 2.30).

2.33 V を体 K 上の vector 空間とせよ. u1, · · ·, ur ∈ V の K 上の 1 次結合の全体 W は
vector 空間になることを示せ. W を, これらの vectors で (K 上) 生成される vector 空間と
呼び,

⟨u1, · · · , ur ⟩K または, 簡単に ⟨u1, · · · , ur ⟩ あるいは Ku1 + · · ·+Kur

で表す.

2.34 dim ⟨u1, · · · , um⟩ は {u1, · · · , um} の最大 1 次独立数に等しい.

2.35 dimV = n とする. V の n 個の vectors v1, · · · , vn について, 次の 3 条件は同値で
あることを示せ.
(1) v1, · · · , vn は V の基である.
(2) v1, · · · , vn は 1 次独立である.
(3) v1, · · · , vn は V を生成する.

12
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2.5 基と次元

V を体 K 上の vector 空間とする. B ⊂ V を次の様な性質を持つ有限部分集合とする :
B1. B に属する vectors は 1 次独立,
B2. V の任意の元は B に属する vector(s) の 1 次結合で表される.
この様な B が存在するとき, V は有限次元であるといふ.

問 2.36 上の様な集合 B は一般には（存在すれば）いくつも存在するが, その要素の個数
は相等しいことを示せ. (Hint : 2.19 を使ふ. )

定義 2.37 上の状況のとき, B を V の基 (あるいは基底) と呼ぶ. B の要素の個数が n

のとき, V の次元は n であると称し, dimK V = n と記す.

定義 2.38 各 j について, 第 j 成分が 1 でその他の成分が 0 である Kn = Mat(n, 1,K)

(2.10 参照) の元を ej と記す. これらを基本 vectorsと呼ぶ. また {e1, · · · , en} は Kn

の基をなすが, これを Kn の標準基と呼ぶ.

例題 2.39 行列 A を

A =


−2 −3 6 −5 4
3 2 1 1 1
−1 −3 9 −1 −10
5 0 15 3 −19


で定める. 解空間 W =

{
x ∈ R5

∣∣Ax = 0
}
の次元と 1 組の基を求めよ.

解 A は 2.25 の行列であり, その簡約化
1 0 3 0 −2
0 1 −4 0 5
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0


から,

x =


−3c1 + 2c2
4c1 − 5c2

c1
3c2
c2

 = c1


−3
4
1
0
0

+ c2


2
−5
0
3
1

 ( c1, c2 ∈ R )

を得る. ここで

a1 =


−3
4
1
0
0

 , a2 =


2
−5
0
3
1


とおくと, これらは 3 行目と 5 行目（A の簡約化で, 主成分を持たない列に対応する成分）
を見ることで 1 次独立とわかる. a1 と a2 は W を生成するから, これらは W の基である.
よって dimW = 2.

13
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演 習 問 題
2.40 行列 A を

A =


−1 3 11 2 −12 −9
4 0 −8 −3 −2 10

2 −5 −19 1 29 25

−3 2 12 6 −1 −6


で定める. 解空間 W = {x ∈ R5 |Ax = 0 } の次元と 1 組の基を求めよ. さらに集合
{Ax |x ∈ R6 } が R4 の部分空間であることを示し, その次元と 1 組の基を求めよ.

2.41 ( 基の延長 ) W を有限次元 vector 空間 V の部分空間とし, W の基 u1, · · ·, um が
与へられてゐるとせよ. このとき, 適当に V の vectors um+1, · · ·, un を選んで u1, · · ·, un

が V の基となる様にできることを示せ.

2.6 反転置簡約行列

この小節は, 理論的には不要である. しかし, 問や演習問題の解答を一意化して, この講義録
の利用者が, 解答の確認を容易にするために設けた.
行列 M の転置行列 tM の列を逆の順番に並べ替へたものを反転置行列と呼ぶことにし,

rM と記すことにする. 例へば
r[ −1 5 4

2 −3 3
0 1 7

]
=

[
7 3 4
1 −3 5
0 2 −1

]
.

また, rB が簡約行列である行列 B を反転置簡約行列と呼ぶことにする. いま, 体 K 上の連
立 1 次方程式 Ax = b を 1.3 の解答に述べた方法に忠実に従つて解いたとすると, 解は{

c1u1 + · · ·+ crur + a
∣∣ c1, · · · , cr ∈ K

}
の様な形で得られる. ここに u1, · · ·, ur, a は成分を K に有するある定まつた数 vectors で
ある. このとき, 行列 [u1 · · · ur ] は反転置簡約行列である.
さて, この講義 note を使ふ際に次のことを約束したい. 即ち,

約束 2.42 一般にある vector 空間の基や連立方程式の解などの様にいくつかの数 vec-
tors の組について叙述する場合（問や演習問題の解答など）は, 原則として

::::::::::
それらの

:::::::
vectors

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
を順に並べた行列が反転置簡約行列になるものを選ぶこととしたい. ただし, 答

の数 vector(s) が有理数である場合は, それの分母を払つた最簡な整数を成分とするもの
を提示する.

例 2.43 この約束に従へば, 例へば a


18

−31
−15

5

+ b


10

−13
5

3


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

 は
 a


1

−7
5

0

+ b


3

−2
0

1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ R


と記される.

14
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3 線形写像と線形変換

3.1 線形写像

定義 3.1 (1) U , V を体 K 上の vector 空間とする. 写像 T :U → V が, 次の条件 L1
と L2 を共に満たすとき, T は K 上の線形写像であるといはれる.
L1 任意の u, v ∈ U に対して T (u+ v) = T (u) + T (v),
L2 任意の u, c ∈ K に対して T (cu) = c T (u).
(2) U のすべての元を V の零 vector 0V に写す写像は零写像と呼ばれ, K 上の線形写
像である. これは O と記される.

例題 3.2 線形写像は零 vector を零 vector に写すことを示せ.

証明 3.1 の記号で, T (0U) = T (00U) = 0T (0U) = 0V となるから.

問 3.3 A ∈ Mat(m,n,R) のとき, Rn から Rm への写像 TA を
TA(x) = Ax (x ∈ Rn)

により定義すれば, TA は R 上の線型写像である 2). これらを確かめよ.

例 3.4 線形写像の例を挙げる :
(1) Gauss 数体 Q(i) を Q 上の vector 空間とみて, i 倍写像 Q(i)→ Q(i), a+ bi 7→ −b+ ai

は Q 上の線形写像.
(2) 数体 Q(

√
2) を Q 上の vector 空間とみて, それからそれ自身への 1 +

√
2 倍は Q 上の

線形写像である.
(3) 実数体 R を Q 上の vector 空間とみたとき, それからそれ自身への π = 3.141592 · · · 倍

は Q 上の線形写像である.
(4) 複素数体 C を R 上の vector 空間とみたとき, 複素共役を取る写像はこれからそれ自

身への R 上の線形写像である.
(5) 多項式環 R[x] からそれ自身へ, f(x) にその導函数 f ′(x) を対応させる写像は R 上の

線形写像.
(6) A ∈ Mat(n, k,R) とせよ. Mat(m,n,R) から Mat(m, k,R) への写像M 7→MA は R 上

の線形写像である.

定義 3.5 T を vector 空間 U から同 V への線形写像とする. このとき
Im(T ) = {T (u) |u ∈ U }, Ker(T ) = {u ∈ U |T (u) = 0V }

とおき, Im(T ) を T の像, Ker(T ) を T の核と呼ぶ.

問 3.6 T を vector 空間 U から同 V への線形写像とする. 次の 2 つを証明せよ.
(1) T の像 Im(T ) は V の部分空間である.
(2) T の核 Ker(T ) は U の部分空間である.

2) 特に a ∈ R を取り固定するとき, 写像 R ∋ x 7−→ ax ∈ R は線形写像である.

15
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定義 3.7 T を vector 空間 U から同 V への線形写像とする. このとき
rank(T ) = dim(Im(T )), null(T ) = dim(Ker(T ))

と書いて, それぞれ T の階数, 退化次数といふ.

例 3.8 先の 3.3 の写像においては null(TA) は Ax = 0 の解空間の次元であり, rank(TA) は
{Ax |x ∈ Rn } の次元である. A の簡約化を B とすれば, これらはそれぞれ, 主成分の存在
する B の列の個数（つまり rank(A)）, および, 主成分の存在しない B の列の個数である
から, その和は B の列の個数 n に他ならない（例へば 2.40 を思ひ出せ）. ゆゑに,

null(TA) + rank(TA) = n.

この式は次の様により一般的な形で成り立ち次元定理と呼ばれる.

定理 3.9 ( 次元定理 ) T を vector 空間 U から同 V への線形写像とする. このとき
null(T ) + rank(T ) = dim(U)

が成り立つ.

証明 null(T ) = r, rank(T ) = s とおく. Ker(T ) の基 {u1, · · · , ur} と Im(T ) の基
{v1, · · · , vs} をとる. さらに ur+1, · · ·, ur+s ∈ U を

T (ur+1) = v1, · · · , T (ur+s) = vs

となる様に選ぶ. これら r + s 個の vectors

(3.10) u1, u2, · · · , ur, ur+1, · · · , ur+s

が U の基となることが示されればよい.
生成性. 任意の u ∈ U について T (u) ∈ Im(T ) であるから,

T (u) = b1v1 + · · ·+ brvs

と表せる. このとき

T
(
u−

s∑
j=1

bjur+j

)
= T (u)−

s∑
j=1

bjT (ur+j) = T (u)−
s∑

j=1

bjvj = 0.

ゆゑに

u−
s∑

j=1

bjur+j ∈ Ker(T ).

よつて

u−
s∑

j=1

bjur+j =
r∑

j=1

ajuj

と表せる. 結局

u =
r∑

j=1

ajuj +
s∑

j=1

bjur+j

となり U は (3.10) の vectors で生成される.

16
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1 次独立性. いま (3.10) の vectors に 1 次関係

(3.11)
r∑

j=1

ajuj +
s∑

j=1

bjur+j = 0

があつたとせよ. これを T で写せば
r∑

j=1

aj T (uj) +
s∑

j=1

bj T (ur+j) = 0,

∴ 0+
s∑

j=1

bj vj = 0.

ゆゑに b1 = · · · = bs = 0 でなければならない. これより (3.11) は

(3.12)
r∑

j=1

ajuj = 0

となる. 従つて a1 = · · · = ar = 0 が示され, (3.10) の vectors が 次独立である.
以上により (3.10) の vectors は U の基である.

例題 3.13 2.25の vectorsを並べた行列を A = [a1 a2 a3 a4 a5]とおく. また Aの簡約化を
B とする. このとき TA について null(TA) は 解空間 {x |Ax = 0 } の次元である. それは B

の主成分のない列の個数 (つまり 2 ) に他ならない. 一方 rank(TA) は空間 {Ax |x ∈ R5 }
の次元であるが, 2.25 等で見た様に, それは B の主成分 ( のある列の ) 個数 (つまり 3 ) に
他ならない. また, それらの和が A の列の個数, つまり TA の定義域としての空間 U = R5

の次元 (つまり 5 ) である. かうしてみると 3.9 (この場合は 2 + 3 = 5) は自明な事柄であ
るともいへる.

問 3.14 線形写像 T : R5 −→ R3,

T (x) =

 3 1 4 5 5

1 3 4 −1 7

2 −1 1 5 0

x

について, 次を求めよ.
(1) Ker(T ) の 1 組の基と null(T ),
(2) Im(T ) の 1 組の基と rank(T ).

定義 3.15 K 上の vector 空間 U から V への 2 つの線形写像 T1, T2 と定数 c に対し和
T1 + T2 と scalar 倍 cT1 を各 u ∈ U について

(T1 + T2)(u) = T1(u) + T2(u), (cT1)(u) = c
(
T1(u)

)
なるものとして定義する. 従つて, もちろん (T1 − T2)(u) = T1(u)− T2(u) である.

定義3.16 T :V1 → V2 と S :V2 → V3 がともに線形写像のとき,これらの合成写像 S ◦T
も線形写像である (確かめよ). これを ST と記す.

17
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3.2 Vector 空間の同型

Vector 空間の同型の概念は, この note では必要でないが, 基本的な事なので述べておく.

定義 3.17 Vector 空間 U からそれ自身への恒等写像を I = IU で表す 3). U , V を K 上
の vector 空間とする. U から V への K 上の線形写像 T に対し, V から U への K 上
の線形写像 S が存在して, TS = IU , ST = IV を満たすとき 4), T は U から V への K
上の同型写像であるといはれ, S は T の逆写像と呼ばれ T−1 と書かれる. Vectror 空
間 V から V 自身への同型写像を同型変換と呼ぶ.

命題 3.18 線形写像 T : U −→ V について, 次の 3 つは同値である.
(1) T は単射.
(2) Ker (T ) = {0U}.
(3) dim(U) = rank(T ).

証明 (1) ⇒ (2) は明らか.
(2) ⇒ (1). T (u1) = T (u2) ならば, T の線形性により T (u1 − u2) = 0V . 仮定により
u1 − u2 = 0. つまり u1 = u2.
(3) ⇔ (2) は 3.9 よりわかる.

3.3 線形写像の表現行列

ここでは, 一般の線形写像にも行列の理論を適用するために, 線形写像と行列を結びつける.
この note では

GL(n,K) = {A ∈ Mat(n,K) | det(A) ̸= 0 }

と書く 5).

定義 3.19 U と V を体 K 上の vector 空間とし, T を vector 空間 U から同 V への線
形写像とする. U の基 {u1, · · · , un} と V の基 {v1, · · · , vm} を決めておく. このとき
T (u1), · · ·, T (un) はいづれも Im(T ) の元であるから, u1, · · ·, un で書ける. 即ち行列
A ∈ Mat(m,n,K) が存在して

(T (u1), · · · , T (un)) = (v1, · · · , vm)A

と書ける. このとき A をU の基 {u1, · · · , un} と V の基 {v1, · · · , vm} に関する T の
表現行列と呼ぶ.

例 3.20 T = TA : x 7−→ Ax については, 標準基を取れば, 表現行列は A そのものに他な
らないことがわかる.

4) 単位行列と同記号であるが, 混乱は生じない.
4) TS や ST は合成写像を意味する. 3.16 を参照.
5)これは行列の積に関して群（「代数学 1」で学ぶ）であり, K 上の n 次一般線形群と呼ばれる.

18
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例題 3.21 T : R[x]3 → R[x]2 を
T
(
f(t)

)
= d

dx
f(x) + f(2x− 1)− f(2x+ 1)

で定める. このとき次の問に答へよ.
(1) T の像は R[x]2 に含まれることを示し, T が線形写像であることを示せ.
(2) R[t]3 の基を {1, x, x2, x3}とし, R[t]2 の基を {1, x, x2}として, T の表現行列を求めよ.

解 (1) は容易なので省略する. 簡単な計算で(
T (1), T (x), T (x2), T (x3)

)
= (0, −1, −6x, −21x2−2) = (1, x, x2)

[
0 −1 0 −2
0 0 −6 0
0 0 0 −21

]
となるから, 表現行列は

[
0 −1 0 −2
0 0 −6 0
0 0 0 −21

]
である.

定義 3.22 ( 基の変換行列 ) U を体 K 上の vector 空間とする. U の 2 組の基
{u1, · · · , un}, {u′

1, · · · , u′
n}

を決めておく. これらの間の関係は, ある正方行列 P ∈ Mat(n,K) により
(u′

1, · · · , u′
n) = (u1, · · · , un)P

と書ける. このとき P を基の変換行列と呼ぶ. 2.30 から P ∈ GL(n,K) である.

命題 3.23 U と V を体 K 上の vector 空間とし,

U の 2 組の基 {u1, · · · , un}, {u′
1, · · · , u′

n},
V の 2 組の基 {v1, · · · , vm}, {v′

1, · · · , v′
m}

を決めておく. これらの基の変換行列を P および Q とせよ. 即ち
(u′

1, · · · , u′
n) = (u1, · · · , un)P, (v′

1, · · · , v′
m) = (v1, · · · , vm)Q.

さらに T を vector 空間 U から同 V への線形写像として,
T の {u1, · · · , un}, {v1, · · · , vm} に関する表現行列を A,
T の {u′

1, · · · , u′
n}, {v′

1, · · · , v′
m} に関する表現行列を B

とせよ. このとき
B = Q−1AP.

証明 B を定義する式
(
T (u′

1), · · · , T (u′
n)
)
= (v′

1, · · · , v′
m)B に Q の式を代入すれば

(T (u′
1), · · · , T (u′

n)) = (v′
1, · · · , v′

m)B = (v1, · · · , vm)QB.

また P = [pij] と書けば
(u′

1, · · · , u′
n) = (u1, · · · , un)P =

( n∑
i=1

pi1ui, · · · ,
n∑

i=1

pinui

)
であるから T の線形性によつて

(T (u′
1), · · · , T (u′

n)) =
(
T

( n∑
i=1

pi1ui

)
, · · · , T

( n∑
i=1

pinui

))
=
( n∑

i=1

pi1 T (ui), · · · ,
n∑

i=1

pin T (ui)
)
= (T (u1), · · · , T (un))P
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となる. これに A の定義の式 (T (u1), · · · , T (un)) = (v1, · · · , vm)A を代入すれば
(T (u′

1), · · · , T (u′
n)) = (v1, · · · , vm)AP.

ここで v1, · · ·, vm の 1 次独立性と 2.21 により
QB = AP

を得るが, Q は正則であるから所望の式を得る.

3.4 線形変換とその表現行列

Vector空間 V から V 自身への線形写像を線形変換と呼ぶ. このときは, 定義域としての V

の基と値域としての V の基は同じものを取るのが自然であるから, V の基 {u1, · · · , un }
を定めたときこの基に関する V の線形変換 T の表現行列 A を

(T (u1), · · · , T (un)) = (u1, · · · , un)A

によつて定義する. 3.23 より次を得る.

命題 3.24 T を V の線形変換とし, {u1, · · · , un }, {v1, · · · , vn } を V の 2 組の基と
する. これらの基の間の関係を

(v1, · · · , vn) = (u1, · · · , un)P

とする. もちろん P ∈ GL(n,K) である. さらに T の {u1, · · · , un } に関する表現行列
を A, {v1, · · · , vn } に関する表現行列を B とする. このとき

B = P−1AP.

問 3.25 Q 上の vector 空間 Q(
√
2 ) の基 {1,

√
2 } に関する線形変換 Q(

√
2 ) −→ Q(

√
2 ),

x 7→ (1 +
√
2)x (これは 3.4 (2) に挙げた写像) の表現行列を求めよ.

3.5 固有値, 固有 vectors, 固有空間, 固有多項式

一般の線形変換に関して, 固有値と固有 vectors 等の定義を思ひださう.

定義 3.26 T は体 K 上の vector 空間 V の線形変換とする.

T (u) = λu ( u ∈ V, u ̸= 0, λ ∈ K )

を満たす λ を T の固有値, u を固有値 λ に属する T の固有 vector といふ. Vector 空
間 V の線形変換 T の固有値 λ に対し

W (λ, T ) = {u ∈ V |T (u) = λu }

とおき, T の固有値 λ の固有空間といふ. W (λ, T ) 内の 0 でない vector が λ に属する
T の固有 vectors に他ならない.

問 3.27 W (λ, T ) は V の部分空間であることを示せ. ( Hint : 2.6 を使ふ. )
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ここで, 行列の固有値, 固有多項式を思ひ出す.

定義 3.28 正方行列 A に対して, 多項式
φA(t) = |tI − A|

を A の固有多項式とよぶ. φA(t) = 0 の根を行列 A の固有値といふ.

定理 3.29 λ が TA の固有値 ⇐⇒ φA(t) = 0 (つまり λ は A の固有値).

証明 u ̸= 0 と λ ∈ K が TA(u) = λu を満たすことと, (λI −A)u = 0 が非自明な解を持つ
ことは同じだから.

定義 3.30 V = Kn で基を標準基にとるとき, TA: u 7−→ Au の固有値を A の固有値
と呼ぶ. また TA の固有 vector を A の固有 vector ともいふ. A の固有値 λ について
W (λ, TA) を W (λ,A) とも書いて, A の固有空間と称する. よつて

W (λ, TA) = W (λ,A) = {u ∈ Kn | (λI − A)u = 0 }.

例 3.31 A =

[
11 −16
8 −13

]
に対して

φA(t) = | tI − A | =
∣∣∣∣ t− 11 16

−8 t+ 13

∣∣∣∣
= (t− 11)(t+ 13) + 16 · 8 = t2 + 2t− 15 = (t− 3)(t+ 5)

であるから, 固有値は 3 と −5 である. さらに, 簡単な計算で, それぞれに対応する固有空間

W (3, TA) =
{
c
[ 2

1

] ∣∣∣ c ∈ R
}
, W (−5, TA) =

{
c
[ 1

1

] ∣∣∣ c ∈ R
}

が得られる.

問 3.32 行列

A =

 7 2 2

−16 −5 −4
−4 −2 1


に対する線形写像 TA : R3 −→ R3 について, 固有方程式, すべての固有値, および, それら
に対応する固有空間を求めよ.

(答 : 固有方程式は t3 − 3t2 − t+ 3 になり, 固有値は 1, −1, 3 で,

W (1, TA) =

{
c

[
1
−2
−1

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}
, W (−1, TA) =

{
c

[ −1
3
1

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}
, W (3, TA) =

{
c

[
1
−2
0

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}
である. )
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次に Cayley-Hamilton の定理6)といふ名で知られる印象的な定理を述べる. 一般に多項
式 f(t) =

∑
j aj t

t ∈ K[t] と正方行列 A ∈ Mat(n,K) について, f(A) =
∑

j ajA
t と約束す

る. ここで, もちろん A0 = I である.

定理 3.33 ( Cayley-Hamilton の定理 ) 正方行列 A の固有多項式 φA(t) について
φA(A) = O.

証明 B(t) = tI − A とおき, これの余因子行列を B̃(t) とおくと, 1.9 により
(3.34) B(t)B̃(t) = φA(t)I

である. A の次数を n とする. B̃(t) の各成分は t の高々 n− 1 の多項式である. よつて t の
羃に関して整理すると

B̃(t) = tn−1Bn−1 + tn−2Bn−2 + · · ·+ tB1 +B0

と書ける. ここで Bk はどれも n 次正方行列である. (3.34) より
(3.35) (tI − A)(tn−1Bn−1 + tn−2Bn−2 + · · ·+ tB1 +B0) = φA(t)I

ここで形式的には t に A を代入して φA(A) が示せさうであるが, この代入の操作は正当な
ものではない. そこで, 以下の様にする. まづ,

φA(t) = tn + c1t
n−1 + c2t

n−2 + · · ·+ cn−1t+ cn

とおく. 次に (3.35) の左辺を展開すると
tnBn−1 + tn−1(−ABn−1+Bn−2) + tn−2(−ABn−2+Bn−3) + · · ·+ t(−AB1+B0) + (−AB0).

よつて (3.35) において両辺の t の係数を比較して
Bn−1 = I, −ABn−1 +Bn−2 = c1I, −ABn−2 +Bn−3 = c2I, · · · ,

−AB1 +B0 = cn−1I, −AB0 = cnI

である. 以上から
φA(A) = An + c1A

n−1 + c2A
n−2 + · · ·+ cn−1A+ cnI

= AnBn−1 + An−1(−ABn−1+Bn−2) + An−2(−ABn−2+Bn−3) + · · ·
+ A(−AB1+B0) + (−AB0)

= AnBn−1 − AnBn−1 + An−1Bn−2 − An−1Bn−2 + An−2Bn−3 + · · ·
− A2B1 + AB0 − AB0

= O

となつて証明された.

例 3.36 3.31 の A =

[
11 −16
8 −13

]
に対して φA(t) = | tI − A | = t2 + 2t− 15 である. こ

れより 3.33 (Cayley-Hamilton の定理) は
φA(A) = A2 − 2A− 15I = O

と確認できる (実際に計算してみよ).

6) Arthur Cayley (1821-1895) England 生まれ. William Rowan Hamilton (1805-1865) Irland 生まれ.

22



§ 3 2018年 7月 23日版 23

演 習 問 題

3.37 （[M2] から） 次の (1), (2) の T : R[x]2 −→ R[x]2 それぞれについて
(i) 固有多項式 φT (t),
(ii) T の固有値,
(iii) T の各固有値 λ に対して W (λ, T )

を求めよ.
(1) T (f(x)) = f(x+ 1).
(2) T (f(x)) = f(2x) + f ′(x).

3.38 Cayley-Hamilton の定理 (と多項式の除法) を用ゐてA =
[
11 −16
8 −13

]
に対し, 次の行列

を求めよ.

(1) A15. (2) A20 + 2A− 3I.
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3.6 一般の場合の固有値, 固有 vector, 固有空間, 固有方程式

一般の線形変換についても, 固有値, 固有 vectors, 固有空間, 固有多項式を定義する.

定義 3.39 T を n 次元 vector 空間 V の線形変換とする. V の 1 組の基 {u1, · · · , un}
をとる. この基に関する T の表現行列を A とするとき

φT (t) = φA(t)

と定義して, これを T の固有多項式とよぶ.

φT (t) は基の選び方に依らない. 実際 B = P−1AP のとき
φB(t) = |tI − P−1AP | = |P−1(tI − A)P | = |tI − A| = φA(t)

であるから.

定理 3.40 T を vector 空間 V の線形変換とせよ. λ が T の固有値であるためには
φT (λ) = 0 となることが必要十分である.

証明 (必要性) {u1, · · · ,un} を V の 1 組の基とし, この基に関する T の表現行列を A と
する. λ を T の固有値で 0 ̸= u ∈ W (λ, T ) とせよ.

u = c1u1 + · · ·+ cnun = (u1, · · · , un )c, c =

[
c1...
cn

]
とおく. このとき

T (u) = T (c1u1 + · · ·+ cnun) = (T (u1), · · · , T (un))

[
c1...
cn

]
= (u1, · · · , un)Ac.

一方, u は T の λ に属する固有 vector だから
T (u) = λu = λ (c1u1 + · · ·+ cnun) = (u1, · · · , un)λc.

2.21 により Ac = λc となる. u ̸= 0 だから c ̸= 0. よつて c は A の固有値 λ に属する固
有 vector である. 3.29 より φT (λ) = φA(λ) = 0 である.
(十分性) φT (λ) = 0 であるから φA(λ) = 0. 従つて

Ax = λx

は自明でない解を持つ. それを x = c とする. 即ち Ac = λ c. ここで
u = c1u1 + · · ·+ cnun = (u1, · · · ,un) c

なる u ∈ V を取れば u ̸= 0 であつて,

T (u) = T (c1u1 + · · ·+ cnun) = (T (u1, · · · , T (un))c

= (u1, · · · , un)Ac = (u1, · · · , un)λ c = λ (u1, · · · , un) c = λu

であるから u は T の λ を固有値にもつ固有 vector である.
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3.7 行列の対角化

線形変換を捉へるための重要な手法は表現行列の対角化である. ここではこれについての基
本的なことを説明する.

定義 3.41 2 つの n 次正方行列 A, B について, 正則行列 P が存在してB = P−1AP と
なるとき, A と B は相似であるといはれる.

命題 3.42 Vector 空間 V 上の線形変換の表現行列は基を取り替へると, それに相似な
行列が表現行列となる. また, ある行列 A を表現行列とする線形変換 T と, A に相似な
行列 B があるとき, V の基を適当に取り換へれば B が表現行列となる.

証明 前半は 3.24 に他ならない. 後半も 3.23 の推論を逆に辿ればよい.

定義3.43 (1)与へられた正方行列 Aに対し,正則行列 P を見付けてP−1AP が対角行列
になる様にすることを Aの対角化と称する. より精密に, Kを体として, A ∈ Mat(n,K)

のときに B, P ∈ Mat(n,K) と取れるとき, A は K 上対角化されるといふ. あるいは A

は K 上対角化可能であるともいはれる.
(2) 線形変換 T の表現行列が対角化可能であるとき T は対角化可能であるといはれる.

注意 3.44 (1) ( 対角化する意義 ) 3.24 と 3.43 から, 対角化できる場合は, 基をうまく取る
と, その基の各 vector の方向に定数倍するといふ線形写像にすぎないといふことである. 例

へば A =

[
11 −16
8 −13

]
に対して P =

[
2 1

1 1

]
を取ると

P−1AP =

[
3 0

0 −5

]
を得るが, このことは, TA を把握する際に, e1, e2 を基に取つた場合はわかりづらいが,

u1 =
[ 2

1

]
, u2 =

[ 1

1

]
を基に取れば, TA は u1 の方向には 3 倍し, u2 の方向には −5 倍

する線形写像であると把握できることを意味してゐる.
(2) 対角化できない正方行列 A も存在する. それは, 基礎の体 K が小さすぎて, 固有値がそ
の体に属さないことが原因である場合と, 体 K を拡大しても, 行列自身が原因で対角化でき
ない場合とがある. 基礎の体が C の場合は, 前者は起り得ない. 後者の場合は, 対角行列に
近い種々の“標準形”が考案されてゐる. 中でもよく知られたものが Jordan 標準形である.
これについては第 7 節で学ぶ.
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命題 3.45 T を V の線形変換とし, その相異なる固有値の全体を λ1, · · ·, λr とすると
r∑

i=1

dimK W (λi, T ) ≤ dimK V.

証明 簡単のために dimK の K を省く. dimV = n, dim W (λi, T ) = ni とおく. 各 i

(1 ≤ i ≤ r) に対し W (λi, T ) の 1 組の基 {ui1, · · · , uini
} を取り

(3.46)
r∑

i=1

ni∑
j=1

cijuij = 0 (cij ∈ R)

とおく. これは ui =

ni∑
j=1

cijuij (1 ≤ i ≤ r) とおけば

(3.47)
r∑

i=1

ui = 0

といふことである. T (ui) = λi ui (1 ≤ i ≤ r) であるから (3.47) を T で写すと
r∑

i=1

λiui = 0.

これを次々に T で写すことで
r∑

i=1

λi
kui = 0 (0 ≤ k ≤ r − 1)

を得る. 即ち

(u1, · · · , ur)P = (0, · · · , 0), P =


1 λ1 · · · λ1

r−1

1 λ2 · · · λ2
r−1

...
... . . . ...

1 λr · · · λr
r−1


である. 1.11 により det(P ) ̸= 0 だから, P は正則行列で

(u1, · · · , ur) = (0, · · · , 0)P−1 = (0, · · · , 0).

つまり,

ui =

ni∑
j=1

cijuij = 0 (1 ≤ i ≤ r).

{ui1, · · · , uini
} は 1 次独立だから

ci1 = ci2 = · · · = cini
= 0

である. よつて n1 + · · ·+ nr 個の vectors {uij | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni} は 1 次独立である.
この個数は V の vectors の 1 次独立な最大個数, つまり n = dimV を越えないから所望の
不等式が成り立つ.
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次の定理はこの講義を通じて最も重要なものの 1 つである.

定理 3.48 A を n 次正方行列とし, A の相異なる固有値の全体を λ1, · · ·, λr とする. A

が K 上で対角化されるためには
r∑

i=1

dimK W (λi, A) = n

であることが必要十分条件である.

証明 (必要性) A が対角化されるから, 正則行列 P = [p1 · · · pn ] が存在して

B = P−1AP =


b1

b2
. . .

bn

 (対角行列)

となる. このとき AP = PA ゆゑApj = bjpj (1 ≤ j ≤ n) である. つまり bj は固有値 λ1,
· · ·, λr のどれかに一致し, pj (̸= 0) はその固有値に対応する固有 vector である. 2.27 により
p1, · · ·, pn は 1 次独立なので

dim(W (λi, A)) ≥ “ bj = λi となる j の個数 ” .

∴
r∑

i=1

dim(W (λ, TA)) =
r∑

i=1

dim(W (λ,A)) ≥
r∑

i=1

“ bj = λi となる j の個数 ” = n

となる. これと 3.45 と合せれば所望の等式が得られる.
(十分性) 各 W (λi, A) の基 {ui1, · · · , uini

} を選んでおく. 3.45 の証明から, vectors の集合
{uini

| 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni } は 1 次独立である. 一方
r∑

i=1

dim(W (λ,A)) = n

であるから, 上の集合は全空間 Rn の基である. これらを並べて
P = [u11 · · · u1n1 u21 · · · ,u2n2 · · · ur1 · · · urnr ]

とおくと P は 2.27 から実正則行列であり, Auini
= λiuini

を満たすので

AP = PB, B =

λ1
. . .

λ1
. . .

λr
. . .

λr

  n1

  nr

(対角行列).

即ち B = P−1AP と対角化された.
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3.48 から容易に線形変換についての次の定理が得られる.

定理 3.49 T を K 上の vector 空間 V の線形変換とし, T の相異なる固有値の全体を
λ1, · · ·, λr とする. V の基を任意にとる. それに関する T が K 上対角化されるためには

r∑
i=1

dimK(W (λi, T )) = dimK(V )

であることが必要十分条件である.

3.48の証明を見れば 2.8の記号を使つて 3.48や 3.49の主張を次の様に述べることができる.

系 3.50 3.48 の記号の元で, A が対角化できるためには
r∑

i=1

W (λi, A) = Kn

であることが必要十分である. 同様に, 3.49 の記号の元で, T が対角化できるためには
r∑

i=1

W (λi, T ) = V

であることが必要十分である.

上の 3.48 の証明は, 与へられた正方行列の対角化の計算方法を与へてゐる. そこで, 対角化
の例を 1 つ示しておく.

例題 3.51 行列
A =

 7 2 2
−16 −5 −4
−4 −2 1


に対し, 正則行列 P を見付けて P−1AP を対角行列とせよ.

解 まづ φA(t) = (t− 1)(t+ 1)(t− 3) と計算される. そこで 3.29 に基づき
(A− I)x = 0, (A+ I)x = 0, (A− 3I)x = 0

を, それぞれ解く. いま A は 3.32 のそれであつて

W (1, TA) =

{
c

[
1
−2
−1

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}
, W (−1, TA) =

{
c

[ −1
3
1

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}
, W (3, TA) =

{
c

[
1
−2
0

] ∣∣∣∣∣ c ∈ R

}

である. そこで, これらの空間を生成する vectors を並べて

P =

[ 1 −1 1

−2 3 −2
−1 1 0

]
とすれば

P−1AP =

[ 1 0 0

0 −1 0

0 0 3

]
を得る.
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演 習 問 題

3.52 次の行列が対角化されるかを調べ, できる場合は対角化せよ（[M2], p.111 から）.

(1)
[
−2 3

−6 7

]
(2)

[
−12 5

−30 13

]
(3)

[
2 −1
−3 2

]

(4)

[
3 4 2
−2 −3 −2
4 8 5

]
(5)

[
0 1 2
−1 2 2
2 −2 −1

]
(6)

[
1 0 −1
−2 2 2
0 0 2

]
(7)

[
1 0 4
−1 2 4
3 −3 −1

]

3.53 A =

[
−2 3

−6 7

]
について An を求めよ.

3.54 n 次正方行列 A = [ aij ] について, その対角成分の和を A の跡 (trace) と呼び, tr(A)
で表す. 即ち

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann.

A の固有多項式を φA(t) = tn + c1t
n−1 + · · ·+ cn と書くとき

tr(A) = −c1, det(A) = (−1)ncn
であることを示せ.

3.55 次の問に答へよ.
(1) A ∈ Mat(m,n,K), B ∈ Mat(n,m,K) のとき, tr(AB) = tr(BA) であることを示せ.
(2) 互ひに相似な 2 つの行列の跡は等しいこと, 即ち, 正方行列 A について

tr(P−1AP ) = tr(A)

であることを示せ.

3.56 相似といふ関係は同値関係であることを示せ.
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4 内積空間

4.1 内積

以下では, 専ら実数体 R 上の vector 空間のみ扱ひ, V は常に R 上の有限次元 vector 空間
を表す.

定義 4.1 V × V から R への写像 ( , ) が次の 4 つの性質をすべて満たすとき, この写
像を V における内積といふ. 但し u, v ∈ V , c ∈ R は任意の元である.
P1 (u+ u′,v) = (u,v) + (u′,v),
P2 (cu,v) = c(u,v),
P3 (u,v) = (v,u),
P4 u ̸= 0 ならば (u,u) > 0.
また u, v ∈ V に対する内積の値 (u,v) を単に u と v の内積と称する. 内積の定義さ
れた vector 空間を単に内積空間と称する.

以下では V は常に内積 ( , ) が定義された内積空間を表すものとする.

問 4.2 ( , ) を内積とする内積空間 V について,
P5 任意の u ∈ V について (0,u) = (u,0) = 0,
P6 (u,v + v′) = (u,v) + (u+ v′),
P7 (u, cv) = c(u,v)

が成り立つことを示せ.

例 4.3 Rn の vectors

x =


x1

x2
...
xn

 , y =


y1
y2
...
yn


について

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

と定めれば, これは 4.1 の 4 条件を満たす. これを Rn の 標準内積と呼ぶ.

問 4.4 R[x]n における積分

(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

は内積を与へることを確かめよ.

定義 4.5 u ∈ V に対し (u,u) ≥ 0 であるから
∥u∥ =

√
(u,u)

なる実数が定まる. これを u の norm, あるいは長さといふ.
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命題 4.6 任意の u, v ∈ V , c ∈ R に対して次が成り立つ.
(1) ∥cu∥ = |c| ∥u∥.
(2) |(u,v)| ≤ ∥u∥ ∥v∥ ( Cauchy-Schwartz の不等式 7) ).
(3) ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ (三角不等式).

証明 (1) ∥cu∥2 = (cu, cu) = c2(u,u) = c2∥u∥2 であるから, これの平方根をとればよい.
(2) t ∈ R の函数 f(t) = ∥tu+ v∥2 を考へる. これは

f(t) = ∥tu+ v∥2 = ∥u∥2t2 + 2(u,v)t+ ∥v∥2

と書けるが, 常に f(t) ≥ 0 であるから, 2 次函数としての判別式 D は
D/4 = (u,v)2 − ∥u∥2∥v∥2 ≤ 0

を満たす. これより直ちに主張が導かれる.
(3) (2) を使ふと

∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + 2(u,v) + ∥v∥2 ≤ ∥u∥2 + 2∥u∥∥v∥+ ∥v∥2 = (∥u∥+ ∥v∥)2

を得る. これより直ちに主張が導かれる.

定義 4.7 (u,v) = 0 を満たす vectors u, v は垂直であるといはれ, u ⊥ v と記される.

命題 4.8 零 vector と異なる u1, · · ·, ur ∈ V が, どの 2 つも垂直であるとする. このと
き, これらの vectors は 1 次独立である.

証明 c1, · · ·, cr ∈ R について c1u1 + · · ·+ crur = 0 であるとせよ. このとき各 i について
0 = (ui, c1u1 + · · ·+ crur) = c1(ui,u1) + · · ·+ cr(ui,ur) = cr(ui,ui)

となるが ui ̸= 0 より ci = 0 でなくてはならない.

演 習 問 題
4.9 R2 において x =

[
x1

x2

]
, y =

[
y1
y2

]
に対し (x,y) = x1y1 + 2x2y2 と定めれば, これは

内積を与へることを示せ.

4.10 4.4 で確かめた様に R[x]3 における積分

(f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx

はこの空間の内積である. 任意の f(x) = a1+a2x+a3x
2, g(x) = b1+ b2x+ b3x

2 に対して,

(f, g) = [ a1 a2 a3 ]

 2 0 2
3

0 2
3

0
2
3

0 2
5


 b1

b2
b3


となることを示せ.

7) Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) France 生まれ. Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
Germany 生まれ.
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4.11 上の 4.10 の内積に関する内積空間 R[x]3 において
f1(x) = 3 + 15x, f2(x) = 3− 30x+ 15x2

のどちらとも直交する多項式の全体を決定せよ. ( 答 : { c (−15 + 2x+ 35x2) | c ∈ R } )

4.12 内積空間において, 次が成り立つことを示せ.
(1) 2(u,v) = ∥u+ v∥2 − ∥u∥2 − ∥v∥2.
(2) ∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2(∥u∥2 + ∥v∥2).
(3) u ⊥ v ⇐⇒ ∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.
(4) u+ v ⊥ u− v ⇐⇒ ∥u∥ = ∥v∥.

4.13 内積空間 V とその部分空間 W に対し
W⊥ = {u ∈ V |すべての v ∈ W に対して (u,v) = 0 }

と定め, これを W の直交補空間と称する. W⊥ は V の部分空間であることを示せ.

4.14 4.11 の状況のもとで
W = { a f1(x) + b f2(x) | a, b ∈ R }

とおくと W は内積空間 R[x]2 の部分空間である. このとき W⊥ を求めよ.

4.15 V の部分空間W , W1, W2 について,次の (1), (2), (3), (4)が成り立つことを示せ.
(1) W ∩W⊥ = {0}, V = W +W⊥.
(2) dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V ).
(3) (W⊥)⊥ = W .
(4) W1 ⊂ W2 ⇐⇒ W1

⊥ ⊃ W2
⊥.

4.16 「代数学 1」で触れた Hamilton の 4 元数体

H =

{[
a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

] ∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ R
}
⊂ Mat(2,C) (もちろん i は虚数単位)

は行列の和と scalar 倍に関して, R 上の 4 次元 vector 空間である. いま

A =

[
a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

]
に対し A =

[
a− bi c− di

−c− di a+ bi

]
（すべての成分を複素共役に）

とおき, H の任意の 2 元 A, B に対し (A,B) = det(AB) と定める. これが H の内積を与
へることを示せ.
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4.2 正規直交基と直交行列

この節でも V は内積 ( , ) を持つ R 上の有限次元 vector 空間を表すものとする. また
Rn は標準内積を持つ内積空間を表すものとする.

定義 4.17 dim(V ) = n とする. {u1, · · · , un } は V の基で
(4.18) (ui,uj) = δij ( 1 ≤ i, j ≤ n )

を満たすとする. この様な基を 正規直交基 と称する. 実際, 4.8, 2.35, および仮定
dim(V ) = n により, (4.18) が成り立てば, {u1, · · · , un } は基となることに注意せよ.

命題 4.19 ( Gram-Schmidt の直交化8) ) {v1, · · · ,vn} を V の基とする. このとき V の
正規直交基 {u1, · · · , un} で

⟨v1, · · · , vr⟩R = ⟨u1, · · · , ur⟩R (1 ≤ r ≤ n)

となるものが存在する. ( 記号については 2.33 を見よ. )

証明 まづu1 =
1

||v1|| v1 として r = 1 の場合が成り立つ. 次に
v′

2 = v2 − (v2,u1)u1, u2 =
1

||v′
2|| v

′
2

とおくと (u2,u1) = 0, ||u2|| = 1 となることがわかるから r = 2 のときも成り立つ. 一般に
u1, · · ·, ur が所望の条件を満たすとき,

v′
r+1 = vr+1 −

r∑
i=1

(vr+1,ui)ui, ur+1 =
1

||v′
r+1|| v

′
r+1

とおけば (ur+1,ui) = 0 (i ≤ i ≤ r) であり, ur+1 の作り方から
⟨u1, · · · , ur, ur+1⟩R = ⟨u1, · · · , ur, vr+1⟩R = ⟨v1, · · · , vr, vr+1⟩R

となる.

定義 4.20 内積空間 V 上の線形変換 T が, 任意の u, v ∈ V に対して, 等式
(T (u), T (v)) = (u,v)

を満たすならば, T は直交変換と呼ばれる.

注意 4.21 {u1, · · · , un} を内積空間 V の正規直交基とする. u = a1u1 + · · · + anun,
v = b1u1 + · · ·+ bnun と書くとき,

(u,v) =
n∑

j=1

n∑
i=1

aibj (ui,uj) = a1b1 + · · ·+ anbn.

8)Jørgen Pedersen Gram (1850-1916) Denmark 生まれ. Erhard Schmidt (1876-1959) Estonia 生まれ.
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命題 4.22 {u1, · · · , un} を内積空間 V の正規直交基とする. V の線形変換 T が直交
変換であるためには, {T (u1), · · · , T (un)} が内積空間 V の正規直交基であることが必
要十分である.

証明 (必要性) T は直交変換だから
(T (ui), T (uj)) = δij (1 ≤ i, j ≤ n)

である. dimV = n であるから, {T (u1), · · · , T (un)} は正規直交基である.
(十分性) u, v ∈ V とし, u = a1u1 + · · ·+ anun, v = b1u1 + · · ·+ bnun とすれば, 4.21 によ
つて

(u,v) = a1b1 + · · ·+ anbn.

しかるに T (u) = a1T (u1) + · · ·+ anT (un), T (v) = b1T (u1) + · · ·+ bnT (un) でもあるから,
仮定により

(T (u), T (v)) = a1b1 + · · ·+ anbn = (u,v)

を得, T が直交変換であることがわかる.

注意 4.23 高校までで学ぶ 3 次元以下 Euclid 空間において, 原点を中心とする回転移動や,
原点を通る 1 本の直線あるいは 1 枚の平面に関する対称移動, さらにそれらの合成変換は
任意の 2 点間の距離を変へない. 直交変換はそれを内積空間 (Euclid 空間の自然な一般化)
へ拡張したものに他ならない. 余談であるが, 距離が定められてゐないのに, あらゆる滑らかな曲
線と曲線の交点に角度のみが定義されてゐる様な空間も存在する. その様な空間から, それ自身への
角度を変へない変換が考へられる (等角写像と呼ぶ). その例は複素函数論で学ぶであらう.

定義 4.24 実正方行列 A が tAA = I を満たすとき A は直交行列であるといはれる.

問 4.25 次の行列は直交行列であることを確かめよ.[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

[
0 1 0
0 0 1
−1 0 0

]
,

[
cosϕ − sinϕ 0

cos θ sinϕ cos θ cosϕ − sin θ
sin θ sinϕ sin θ cosϕ cos θ

]
.

問 4.26 直交行列の行列式は 1 または −1 であることを示せ.

命題 4.27 A = [a1 · · · an] ∈ Mat(n,R) について, 次の 3 つは同値.
(1) A は直交行列.
(2) {a1, · · · , an} が Rn の正規直交基.
(3) TA は直交変換.

証明 (1) ⇔ (2). AtA = [(ai,aj)] であることからわかる.
(2) ⇔ (3). 4.22 を V = Rn, {u1, · · · , un} = {e1, · · · , en}, T = TA として適用せよ.
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演 習 問 題

4.28 R4 における 3 つの vectors
−1
1

1

1

 ,


1

3

3

−1

 ,


1

−3
3

5


の生成する部分空間を W とする. この vectors を, この順序に関して Gram-Schmidt の直
交化により, 直交化し, W の直交基を求めよ.

4.29 R[x]2 を 4.4 の内積に関する内積空間とする. このとき, 次の基を Gram-Schmidt の
方法で正規直交化せよ.
(1) {1, x, x2} (2) {1 + x, x+ x2, 1}

4.30 P が直交行列であれば P−1 も直交行列であることを示せ.

4.31 2 つの直交行列の積もまた直交行列であることを示せ.

4.32 T を V の線形変換とする. T が直交変換であるためには ∥T (u)∥ = ∥u∥ が全ての
u ∈ V について成り立つことが必要十分であることを示せ.

4.33 M ∈ Mat(n,C) を n 次正則行列とし, その固有値を α1, · · · , αn とする. このとき,
M−1 の固有値は α1

−1, · · · , αn
−1 であることを示せ.

4.34 交代行列 H ∈ Mat(n,R) は −1 を固有値に持たないことを示せ.
( Hint : u と Au との標準内積を利用して Au = −u ならば u = 0 となることを示せ. )

4.35 直交行列 A ∈ Mat(n,R) について |A| = −1 ならば −1 は A の固有値であることを
証明せよ.
( Hint : 行列式が −1 であるいくつかの直交行列の固有多項式を挙げておく :

t3 − 3
7 t

2 − 3
7 t+ 1, t4 + 4

9 t
3 − 4

9 t− 1, t5 − 3
5 t

4 − 2
5 t

3 − 2
5 t

2 − 3
5 t+ 1. 4.33 も使ふ. )

4.36 H が成分を有理数とする交代行列のとき f(H) = (I −H)(I +H)−1 は, −1 を固有値
に持たず, しかも成分がすべて有理数である様な直交行列であることを示せ. さらに, f は
{H ∈ Mat(n,Q) |H は交代行列 } から
{T ∈ Mat(n,Q) |T は |T | = 1 かつ −1 を固有値に持たない直交行列 }

への全単射であることを示し, これの逆の対応を求めよ. ( f は Cayley 変換と呼ばれる. )
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4.3 対称行列の対角化

3.7 では正方行列の対角化を考察した. ここでは与へられた R 上の n 次正方行列 A に対し,
内積空間 Rn の正規直交基を取り替へることで, A の表現するこの空間上の線形変換が対角
行列にすることを考察する. これは幾何学的な応用において非常に重要である. これは, 3.7
で述べた対角化 B = P−1AP における正則行列 P として, 直交行列を選ぶことに相等する.

最初に, 複素共役に関して確認しておく.

定義 4.37 複素数 α = a+ bi (i =
√
−1) に対し, α = a− bi と書いて, これを α の複素共役

と呼ぶ.

α ∈ R⇔ α=α である. また, 任意の α, β ∈ C について

α± β = α± β, αβ = αβ, β ̸= 0 のとき
(α
β

)
=

α

β

が成り立つ. 即ち, 複素共役をとる操作は四則演算を保つ.

定義 4.38 複素数を成分とする行列 A = [aij] についてもA =
[
aij
]
と定め, A の複素共役

と呼ぶ.

問 4.39 行列の複素共役についても上と同様な等式が成り立つ, 即ち, 複素数を成分とする
任意の行列 A, B に対し, 以下の等式が成り立つことを示せ. もちろん, 演算が定義できる場
合に限る.

A±B = A±B, AB = AB, det(B) ̸= 0 のとき B−1 = B
−1
.

この節では実対称行列は直交行列により対角化されることを証明する.

命題 4.40 実対称行列の固有値は全て実数である.

証明 λ を n 次の実対称行列 A の固有値とせよ. 体を R から C に広げて考察する. いま
Ax = λx

となる複素数成分の vector x ≠ 0 が存在するが, この式の両辺の複素共役をとれば
Ax = λx (∵ λ ∈ R )

を得る. このとき
(4.41) λ txx = t(λx)x = t(Ax)x = tx tAx = txAx = tx(λx) = λtxx.

ここで x =

[
x1...
xn

]
とすると x ̸= 0 であるから,

txx = x1x1 + · · ·+ xnxn = |x1|2 + · · ·+ |xn|2 ̸= 0

であるから, (4.40) から λ = λ, 即ち λ ∈ R を得る.
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命題 4.42 A を n 次実正方行列とする. A の固有値が全て実数ならば, A は直交行列に
より上三角行列に写される. 即ち, 直交行列 P が存在して

P−1AP =


λ1 *. . .

λn


となる. この操作を上三角化と称する. ここで, P は det(P ) = 1 となる様に選べる.

証明 A の次数 n に関する帰納法で証明する. n = 1 においては明らかである. 次数が n− 1

以下の場合は主張が成り立つと仮定し, 次数が n の場合を示す. λ1 を A の固有値の 1 つと
し, q1 を λ1 に対応する固有 vector で ∥q1∥ = 1 なるものとする. ここで λ1 ∈ R ゆゑ q1

の成分も実数に取れることに注意せよ (実係数の連立方程式の解法!). q1 を含む正規直交基
{q1, · · · , qn} をとり, Q = [q1 · · · qn] とおく. このとき 4.27 により Q は直交行列であり

Q−1AQ =


λ1 ∗

B

 (B は n− 1 次の正方行列)

と書ける. φA(t) = (t− λ1)φB(t) であるから, B の固有値も全て実数である. よつて帰納法
の仮定より

R−1BR =


λ2 *. . .

λn


となる n− 1 次直交行列 R が存在する. よつて

P = Q


1

R


とおくと, P は直交行列であり, 行列の長方形分割を用ゐると

P−1AP =


1

R−1

Q−1AQ


1

R



=


1

R−1




λ1 ∗

B




1

R

 =


λ1

λ2 *. . .
λn

 .

最後に, もし det(P ) = −1 ならば q1 を −q1 に取り替へれば det(P ) = 1 となるが, 依然と
して P は直交行列である.
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定理 4.43 実正方行列 A に対し, 直交行列 P が存在して P−1AP が対角行列になるた
めには, A が対称行列となることが必要十分である.
またこの状況では, 直交行列 P は det(P ) = 1 となる様に取れる.

証明 (必要性) 4.40により実対称行列の固有値は全て実数であるから, 4.42により det(P ) =

1 なる直交行列 P で

P−1AP =


λ1 *. . .

λn


とできる. tP = P−1 であるから, t(P−1AP ) = tP tA tP−1 である. 即ち P−1AP は対称行列
である. つまり

P−1AP =

 λ1

. . .
λn

 .

ここで det(P ) の符号を変へたければ, P の 1 つの列の成分の符号を逆にすればよい.
(十分性) P が直交行列で P−1AP = B が対角行列であるから,

tA = t(PBP−1) = t(PBtP ) = P tBtP = PBP−1 = A

となり A は対称行列である.

演 習 問 題

4.44 次の実対称行列 A に対し, B = P−1AP が対角行列となる直交行列 P を求めよ.
(答は一通りではない. )

(1) A =

 7 −2 0

−2 6 −2
0 −2 5

 (
答例 : P =

1

3

 1 2 2

2 1 −2
2 −2 1

, B =

[
3

6
9

]
.

)

(2) A =

 −5 −18 0

−18 34 18

0 18 13

 (
答例 : P =

1

7

 3 −2 6

−2 6 3

6 3 −2

, B =

[
7

49
−14

]
.

)

(3) A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


(
答例 : P =

1

2


−1 1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1
1 −1 1 1

, B =


−2

2

2

2

.

)

4.45 実正方行列 A1, · · ·, As に対し, 直交行列 P が存在して, P−1A1P , · · ·, P−1AsP がす
べて対角行列となるためには, A1, · · ·, As のどの 2 つも交換可能であることが必要十分であ
る. これを証明せよ.

4.46 A を n 次の実対称行列とせよ. u, v ∈ Rn を A の固有値 λ, µ に対する固有 vectors
とせよ. このとき λ ̸= µ ならば u ⊥ v であることを示せ. ( Hint : tuAv を 2 通りに計算し比較. )
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5 2 次曲線と 2 次曲面

5.1 Euclid 空間と代数的曲面

ここでは Euclid 空間は, 非常に古くからある概念にもかかはらず, これを現代的に厳密に
定義しやうとすると, かなり手間が掛かる 9) ので, ここでは, 簡単に述べておく.
この本においては, 記号 Rn は実数を成分とする n 次の数 vectors 全体のなす vector 空

間を表してゐる. これと混同しない様に, ここでは n 次元 Euclid 空間を En で表す.

定義 5.1 n 次元 Euclid 空間 En とは, 内積空間 Rn を位置 vector に持つ点のなす空
間のことである. より詳しく述べれば En には, 原点と呼ばれるあらかじめ固定された
点 O があり, 各点 P ∈ En には一意的に vector a ∈ Rn が定まる. このとき, a は O を
始点とし, P を終点とする P の位置 vector と呼ばれ,

#   ‌

OP = a と記される. 任意の 2
点 P, Q ∈ En の位置 vector を a, b とするとき, 点 P から Q に至る vector なるものを
b − a として定義し #   ‌

QP と記す. Rn の正規直交基 {u1, · · · , un} を 1 つとる. このと
き En の各点 P の位置 vector p =

∑n
j=1 cjuj の係数 (c1, · · · , cn) を P の座標と呼び,

P = (c1, · · · , cn) ∈ En などと書く. また任意の 2 点 P, Q の距離を
∥∥ #   ‌

PQ
∥∥ と定める.

例へば E3 は実数 3 個の順序付きの組 (x, y, z) (これを E3 の点 と呼ぶ) の全体であり, 2 つの点 (x, y, z) と
(x′, y′, z′) の距離が

(
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

) 1
2 で与へられる空間である. 高校までで学んだ座標平

面や座標空間は, それぞれ E2, E3 に他ならない.

さて, En の座標は, 原点 O の変更と, 位置 vectors の空間 Rn 正規直交基の変更に伴な
つて変はるのであるが,

::::::::::::::
それに応じて,

:::::::::::::::
考察する図形

::::::::
S ⊂ En

:::::::::::::::::::::::::::
の方程式が変更を受ける.

定義 5.2 空間 En の部分集合 S が n 変数の実数係数多項式 F (X1, · · · , Xn) によつて
(5.3) S = {(x1, · · · , xn) ∈ En |F (x1, · · · , xn) = 0 }

と表はされるとき, S を En の代数的超曲面と呼ぶ. (5.3) において, F の次数が d のと
き, S を d 次代数的超曲面と呼ぶ. n = 2 のとき S は代数的曲線と呼ばれ, n = 3 のと
き S は代数的曲面10)と呼ばれる.

補題 5.4 一般に, En の座標を直交変換と平行移動により x 7−→ Tx+ b, つまり
x = tT (x′− b), ( x は x1, x2, · · ·, xn を成分とする列 vector, T は直交行列, b は定
vector ) で変更して, (5.3) の S を与へる多項式 F (X1, X2, · · · , Xn) を新しい多項式
G(X ′

1, X
′
2, · · · , X ′

n) に変換するとき, F と G の全次数は同一である.

証明 なぜなら, この様な変換の逆の変換は再びこの形の変換であるが, もし, 次数が下つた
とすると（1 次式での変換で次数が上がることは有り得ない）逆の変換で元に戻したときに,
最初の次数より下がることになり矛盾である.

9)気になる読者は, 例へば, 岩波数学辞典の「ユークリッド空間」の項目, あるいは 河田敬義 著 :「アフィン
幾何・射影幾何」(岩波講座 基礎数学) などを見られたい.

10)一般に, 代数曲線, 代数的曲面といふ言葉はもつと広い概念を指すので, この用語の使用法は, この本に限
つてのものであることに注意されたい.
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5.2 2 次曲線の分類

ここでは E2 において
F (X,Y ) = a11X

2 + 2a12XY + a22Y
2 + 2b1X + 2b2Y + c

により
C = { (x, y) ∈ E2 |F (x, y) = 0 }

と定義される代数的曲線を, 単に 2 次曲線と称する. 以下, この 2 次曲線 C の形状を調べ
る. C が空集合の場合もある. ここでA =

[
a11 a12
a12 a22

]
, D = det(A) として, D = 0 か否か

で場合を分ける.
D ̸= 0 のとき. まづ,

(x0, y0) =

(
a22b1 − a12b2

D
,
a11b2 − a12b1

D

)
, (X ′, Y ′) = (X − x0, Y − y0)

とおくと
F (X,Y ) = p11X

′2 + 2p12X
′Y ′ + p22Y

′2 + c′

の形になる. ここで p12 = 0 ならば C の形状は一目瞭然なので, p12 ̸= 0 とする. この場合は
2p12 cos(2θ) = (a11 − a22) sin(2θ)

を満たす θ を取り [
X ′′

Y ′′

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
X ′

Y ′

]
なる X ′′, Y ′′ で F (X,Y ) を書けば (直交行列による変換 !)

F (X,Y ) = q11X
′′2 + q22Y

′′2 + c′′

となる. これを C の標準形といふ. ここで

F (X,Y ) = [X ′ Y ′ ]

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]−1[
q11

q22

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
X ′

Y ′

]
+ c′′

であるから q11 と q22 は A の固有値に他ならない.

D = 0 の場合 この場合は
F (X,Y ) = ±(pX + qY )2 + 2b1X + 2b2Y

の形になるから,
cos θ =

p√
p2 + q2

, sin θ =
−q√
p2 + q2

なる θ を取つて [
X ′

Y ′

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
X

Y

]
なる X ′, Y ′ で F を書けば

F (X,Y ) = ±(p2 + q2)X ′2 + 2b1(X
′ cos θ + Y ′ sin θ) + 2b2(−X ′ sin θ + Y ′ cos θ)

となる. 以上のことと高校で学んだ事を合はせれば 2 次曲線は C は楕円, 双曲線, 放物線な
どの簡単な図形であることがわかる.
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例題 5.5 次の方程式で表される 2 次曲線 S の概形を図示せよ :

x2 − 4xy − 2y2 + 10x+ 4y = 0

解 まづ, (x, y) = (x′ − x0, y
′ − y0) を代入して x, y の 1 次の項を消すための平行移動を求

めると (x0, y0) = (1,−2) を得る. これにより, 与式は
(5.6) x′2 − 4x′y′ − 2y′

2 − 2 = 0

となる. この係数に対応する 2 次行列をA =
[

1 −2
−2 −2

]
とおく. φA(t) = (t− 2)(t+ 3) よ

り A の固有値は 2, −3 であり, 対応する固有 vector を求めることにより,

P−1AP =
[
2
−3

]
,
(
但し P = 1√

5

[
2 1
−1 2

]
で, これは直交行列

)
を得る (4.46 に注意せよ).

[
x′

y′

]
= P

[
x′′

y′′

]
とおき, (5.6) に代入すれば

2x′′2 − 3y′′
2
= 2, ( 煩雑なので ′′ を外して ) 2x2 − 3y2 = 2

を得る. 漸近線は
y − 2 =

√
6−2
2

(x+ 1), y − 2 = −
√
6−2
2

(x+ 1)

であり, その交点 (−1, 2) が S の中心である. S と座標軸との交点は (0, 0), (0, 2), (−10, 0)
の 3 点. 以上から S の概形を図示すれば

2

-10 O

y

x

(-1,2)

図 5.7

となる.

2 次曲線の方程式は, 正規直交基を選んで, 対角行列による 2 次形式に変換できたが, 双
曲線, 楕円は

:::::::::
直交する

:::
2

:::::::::::::::::::
本の対称軸を持つし, 放物線は

::::::::::::::
対称軸を持つから, 2 次対称行列が

直交行列で対角化されるといふ定理 4.43 の幾何学的な意味が明晰に感じ取れるであらう.

演 習 問 題

5.8 次の 2 次曲線を標準形に変形し, 元の曲線の概形を描け.
(1) 5x2 − 6xy + 5y2 − 4x− 4y − 4 = 0. ( 答 : 標準形は x2

4 + y2 = 1. )

(2) 2x2 + 4xy − y2 − 20x− 8y + 32 = 0. ( 答 : 標準形は x2

2 −
y2

3 = 1. )
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5.3 2 次曲面の分類

この節の目的は,
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
対称行列が直交行列により対角化されることを,

::::::::::::::::::::::::::
幾何学的な観察を通じて

::::::::::::::::
　
はだ
膚　で感じることにある.

空間 E3 の部分集合 S が 3 変数の実数係数多項式 F (X,Y, Z) によつて
(5.9) S = {(x, y, z) ∈ E3 |F (x, y, z) = 0 }

と表はされるとき, S を E3 の代数的曲面と呼ぶのであつた（5.2 を見よ）.

以下, この節では,

(5.10) F (X,Y, Z) = a11X
2+ a22Y

2+ a33Z
2+2a23Y Z +2a31ZX +2a12XY + c ( c ̸= 0 )

の形の多項式で定義される 2 次曲面 S のみ扱ふ. 本来は 5.2 節の様に X, Y , Z の 1 次の
項を含めた形で扱ふべきであるが, 煩雑になるので, ここでは (5.10) の形の多項式で定義さ
れる 2 次曲面のみに限定して説明する. これ以外の 2 次曲面については [A], §9.4 が詳しい.

以下では, (5.10) に基き,

A =

[
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

]
, x =

[ x

y

z

]
, F (x, y, z) = txAx− c

と書く. また A の対角化を T−1AT =

[ b1
b2

b3

]
とおく. ここで T は直交行列である.

x′ = Tx とおくことで, F は
F (Tx′) = b1x

′2 + b2y
′2 + b3z

′2 + c

に変換される. 方程式 F (T (x′)) = 0 を c ̸= 0 で割ることにより,

a1 x
′′2 + a2 y

′′2 + a3 z
′′2 = 1

の形にできる. 煩雑なので, ′′ を省いて
(5.11) a1 x

2 + a2 y
2 + a3 z

2 = 1

と書く. これを S の標準形と称する. 以下では rank(A) = 3, 即ち a1a2a3 ̸= 0 と仮定する.

定義 5.12 上記 (5.11) の形になつたとき, a1, a2, a3 のうちの正の数の個数 r と負の数
の個数 s を記号

sgn(A) = (r, s)

で表し, この記号を F の符号数と称する.
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ここで, 2 次曲面 (5.11) を分類すれば, 次の様になる.

1. sgn(A) = (3, 0) のとき標準形は
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

となり, 図 5.13 の様になる.
これを楕円面と呼ぶ.

2. sgn(A) = (2, 1) のとき標準形は
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

となり, 図 5.14 の様になる.
これを　

いちよう
一葉　双曲面と呼ぶ.

3. sgn(A) = (1, 2) のとき標準形は
x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1

となり, 図 5.15 の様になる.
これを　

に
二　　

よう
葉　双曲面と呼ぶ.

4. sgn(A) = (0, 3) のときは空集合になる.

z

x
y

図 5.13 楕円面

z

x
y

図 5.14 一葉双曲面

z

x

y

図 5.15 二葉双曲面

注意 5.16 5.2 と 5.3 で概説した 2 次曲線や 2 次曲面の概念は, 一般の体の上での 2 次形式
へと一般化され, 古くから活発に研究されてをり, 厖大な研究が存在する.

演 習 問 題

5.17 次に挙げる方程式で定義される 2 次曲面の標準形を求めよ. また得られた標準形の表
す曲面の概略を図示し, その名称を記せ.
(1) 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz = 3.
(2) −5x2 + 34y2 + 13z2 − 36xy + 36yz = 7.
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6 Vector 空間の直和と最小多項式

6.1 Vector 空間の部分空間による直和分解

定義 6.1 Vector 空間 V と自明でない部分空間W1, · · ·, Wr について, 任意の v ∈ V が
v = w1 + · · ·+wr, wi ∈ Wi

と表され, かつ唯 1 通りにしか表せないとき, V は W1, · · ·, Wr の直和である, または,
V は W1, · · ·, Wr によつて直和分解される, などとといはれ,

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr

(
または V =

r⊕
i=1

Wi

)
と表記される. この状況で, 各 Wi は V の直和因子と呼ばれる.

問 6.2 B = {u1, · · · , un } が V の基のとき, これらを, 任意の組 B1, · · ·, Br に分けて
B = B1 ∪ · · · ∪ Br (Bi ∩ Bj = ∅) とし, 各 1 ≤ i ≤ r について, Wi を Bi の元で生成される
部分空間とする. このとき V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr である. これを示せ.

問 6.3 Vector 空間 V が V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wr と直和に分解してゐるとし, 各部分空
間 Wi の基 Bi = {ui1, · · · , uiri } (1 ≤ i ≤ r) をとつておく. このとき, これらの全体
B = B1 ∪ · · · ∪Br は V の基である. これを証明せよ.

問 6.4 V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr のとき, dim(V ) = dim(W1) + · · ·+dim(Wr) であることを示せ.

ここで 2.8 で述べた, 部分空間の和の記号 W1 + · · ·+Wr =
r∑

i=1

Wi を思ひ出さう.

定理 6.5 V を体 K 上の vector 空間, Wi (1 ≤ i ≤ r) は V の部分空間であるとし,
V = W1 +W2 + · · ·+Wr であるとする. このとき, 次の 3 つは同値である.
(1) V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr (直和分解),
(2) 任意の 2 ≤ k ≤ r に対し, (W1 +W2 + · · ·+Wk−1) ∩Wk = {0},

(3) 任意の 1 ≤ j ≤ r に対し, Wj ∩
r∑

i=1, i ̸=j

Wi = {0}.

証明 (1)⇒(2). (2) の等式がある 2 ≤ k ≤ r で不成立であるとせよ :

(W1 +W2 + · · ·+Wr) ∩Wk ̸= {0}.

このとき wk ∈ (W1+W2+ · · ·+Wk−1)∩Wk が存在して wk ̸= 0となる. ゆゑに wk ∈ V は
wk = w1 +w2 + · · ·+wk−1, wj ∈ Wj, (1 ≤ j ≤ k)

と表はされてゐる. つまり
0+ · · ·+ 0 = 0 = w1 +w2 + · · ·+wk−1 −wk

となり, 0 が 2 通りに表はされることになり矛盾である.
(2)⇒(1). ある v ∈ V が 2 通りに

v = w1 +w2 + · · ·+wr−1 +wr = w′
1 +w′

2 + · · ·+w′
r−1 +w′

r
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と表はされたとせよ. この 2 式の差を取れば
(w1 −w′

1) + (w2 −w′
2) + · · ·+ (wr−1 −wr−1) = w′

r −wr

となるが,これと (2)の条件から w′
r = wr でなければならない. 同様な議論を繰り返へせば,

w′
r = wr, w′

r−1 = wr−1, · · · , w′
1 = w1

がわかり, (1) が成り立つことがわかる.
(2) ⇐⇒ (3) は (1) と (2) の同値性と和の可換性からわかる.

定理 6.6 I を vector 空間 V の単位変換とし, Ti ̸= O が V の線形変換で 2 つの条件
(1) I = T1 + T2 + · · ·+ Tr, ( 和の定義は 3.15 を見よ )

(2) i ̸= j ならば TiTj = O (零写像)
を共に満たすとせよ. このとき

Ti
2(= TiTi) = Ti (1 ≤ i ≤ r) で 11) V = T1(V )⊕ T2(V )⊕ · · · ⊕ Tr(V ).

例 6.7 いま, 3 つの行列

A1 =

 1
1

0
0

, A2 =

 0
0

1
0

, A3 =

 0
0

0
1


について, Ti = TAi

: R4 → R4, u 7→ Aiu (1 ≤ i ≤ 3) とすれば, I = T1 + T2 + T3 であり,
i ̸= j について TiTj = O である.

証明 条件 (1) の両辺に Ti を施し (2) を使へば
Ti = TiI = Ti(T1 + T2 + · · ·+ Tr) = TiT1 + TiT2 + · · ·+ TiTr = TiTi

となり TiTi = Ti が示された. 次に 6.5 により, 任意の 1 ≤ k ≤ r に対して
(6.8)

(
T1(V )⊕ T2(V )⊕ · · · ⊕ Tk−1(V )

)
∩ Tk(V ) = {0}

であることを示せばよい. w ∈
(
T1(V )⊕ T2(V )⊕ · · · ⊕ Tk−1(V )

)
∩ Tk(V ) は

(6.9) w = T1(v1) + T2(v2) + · · ·+ Tk−1(vk−1) = Tk(vk), vj ∈ V,

と表はされる. (6.9) を Tk で写せば
(6.10) (Tk(w) = )TkT1(v1) + TkT2(v2) + · · ·+ TkTk−1(vk−1) (= 0) = TkTk(vk).

一方 (6.9) の中辺を除いた等式に Tk を施せば, 前半で示した通り TkTk = Tk であるから
(6.11) w = Tk(vk) = TkTk(vk) = 0.

よつて (6.8) が成り立つ.

演 習 問 題

6.12 Vector 空間 V とその部分空間 W1, · · · , Ws について, V = W1+ · · ·+Ws であるとす
る. このとき, 次のことを示せ. V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws であるためには, 0 ∈ V が W1, · · · , Ws

に属する vectors の和として一意的に表示されること, 即ち, もし w1 ∈ W1, · · · , ws ∈ Ws

について 0 = w1 + · · ·+ws ならば w1 = · · · = ws = 0 となること, それが必要十分である.

11)つまり Ti は羃等行列 ( 6.35 を参照 ) である.

45



46 2018年 7月 23日版 § 6

6.2 最小多項式

ここでは, 固有多項式をさらに精密化した最小多項式と呼ばれるものについて学ぶ.

定義 6.13 ( 多項式環における ideal ) 多項式環 K[t] の部分集合 M が 2 つの条件
I1 M +M ⊂M ,
I2 K[t]M ⊂M

を共に満たすならば, M は, この多項式環の ideal であるといはれる.

問 6.14 次の集合はどれも R[t] の ideal である. これを示せ.
(1) { 0 }, R[t].
(2) { f(t) ∈ R[t] | f(1) = 0 }, { f(t) ∈ R[t] | f(1) = 0, f(2) = 0 }.
(3) { g1(t)(t− 1)2 + g2(t)(t

3 − 2t2 + 1) | g1(t), g2(t) ∈ R[t] }.
(4) f1(t), · · ·, fn(t) ∈ R[t] をとり固定するとき
{ g1(t)f1(t) + · · ·+ gn(t)fn(t) | g1(t), · · · , gn(t) ∈ R[t] }.

補題 6.15 M を K[t] の任意の ideal とせよ. このとき, ある p(t) ∈ K[t] が存在して,

M = p(t)K[t]

となる. この様な状況を M は p(t) で生成されるといふ.

証明 0 を除く M の元の中で, 次数が最小な多項式の 1 つを p(t) とせよ. 任意に f(t) ∈M

ととれ. このとき, ある q(t), r(t) ∈ K[t] により
f(t) = p(t)q(t) + r(t), ( r(t) = 0 または deg r(t) < deg p(t) )

と書ける. 但し deg は多項式の次数を表す. しかるに r(t) = f(t)− p(t)q(t) ∈ M であるか
ら, p(t) の選び方から r(t) = 0 でなければならない. 従つて M = p(t)K[t] である.

注意 6.16 6.15 の主張は, K[t] は単項 ideal 整域（可換環論の用語）である, と述べられる.

補題 6.17 多項式 f1(t), · · ·, fn(t) ∈ K[t] が共通の因子を持たないとき, g1(t), · · ·,
gn(t) ∈ K[t] が存在して,

f1(t)g1(t) + · · ·+ fn(t)gn(t) = 1

となる. この等式を f1(t), · · ·, fn(t) に対するBezout 等式と呼ぶ.

証明 まづ, M = { f1(t)g1(t) + · · · + fn(t)gn(t) | g1(t), · · · , gn(t) ∈ K[t] } とおく. M が
ideal であることは容易に確かめられる. よつて, 6.15 により, ある多項式 p(t) によつて
M =

(
p(t)

)
K[t] と書ける. しかるに f1(t), · · ·, fn(t) ∈M であるから, p(t) の次数が 0 でな

ければ, 仮定に矛盾する. p(t) の次数が 0 であれば M = K[t] となり, 証明は完了する.

定義 6.18 (正方行列の最小多項式) 正方行列 A に対し, f(A) = O を満たす多項式
f(t) ∈ K[t] の中で, 次数が最小かつ最高次の係数が 1 であるもの 12)を µA(t) で表す. 下
記の 6.20 から, これは常に存在し, 一意的に定まる. µA(t) を A の最小多項式と呼ぶ.

12)最高次の係数が 1 である多項式を monicと称する.
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例6.19 3次正方行列 A =

[ 1

1

2

]
, B =

[
1 3

1 3
1

]
について φA(t) = (t−1)2(t−2),

µA(t) = (t− 1)(t− 2), gB(t) = µB(t) = (t− 1)3 である (確かめよ). この様に, 最小多項式と固
有多項式は異ることもあれば一致することもあるし, 最小多項式が重根を持つ場合もある.

定理 6.20 (行列の最小多項式の存在と一意性) 正方行列 A に対し, 次が成り立つ.
(1) A の最小多項式は存在し, しかも唯 1 つに限る.
(2) λ が A の固有値 ⇐⇒ f(λ) = 0.
(3) 0 ̸= f(t) ∈ K[t] について, f(A) = 0 ⇒ µA(t) | f(t). 特に µA(t) |φA(t) である.

証明 (1) いま J = { f(t) ∈ K[t] | f(T ) = O } とおく. J は K[t] の ideal である. よつて
6.15 により monic な p(t) ∈ K[t] が存在して J = p(t)K[t] と書ける. 即ち, 最小多項式が存
在する. また p(t) に monic 性を課すれば一意的であるから一意性も従ふ.
(2) A の任意の固有値 λ について Au = λu (∃u ̸= 0) だから, 任意の多項式 f(t) について
f(A)u = f(λ)u が成り立つ. 特に, 上の p(t) については 0 = O0 = p(A)u = p(λ)u ゆゑ,
p(λ) = 0 となり, (2) の (⇒) が示された. 一方 3.33 (C-H の定理) により φA(A) = O ゆゑ
φA(t) ∈ J であるが, (1) の証明の p(t) の意味から φA(t) は p(t) で割り切れる. よつて残り
の主張もすべて成り立つ.

一般の線形変換 T : U −→ U についても, いままでと同様に U の基を定めて表現行列につ
いて考察することで, 次の定義に至る.

定義 6.21 Vector 空間 V の線形変換 T に対し, f(T ) = O を満たす多項式 f(t) ∈ K[t]

の中で, 次数が最小で monic な多項式を µT (t) で表す. 次の 6.22 により, これは存在し,
一意的に定まる. µT (t) を T の最小多項式と呼ぶ.

問 6.22 V を体 K上の vector空間として, V の基を 1つ決めて固定する. T を V の線形変
換とし, A をその基に関する T の表現行列とせよ. 以下のことが成り立つことを示せ.
(1) f(T ) = O (零変換) ⇐⇒ f(A) = O (零行列).
(2) µT (t) = µA(t). 特に µT (t) は存在し, しかも唯 1 つしか存在しない.
(3) 0 ̸= f(t) ∈ K[t] について, f(T ) = 0 ⇒ µT (t) | f(t). 特に µT (t) |φT (t) である.
(4) λ が T の固有値 ⇐⇒ µT (λ) = 0.

演 習 問 題

6.23 正方行列 A が 2 つの正方行列 B と C によつて A =

[
B

C

]
と書かれるとき

µA(t) は µB(t) と µC(t) の最小公倍多項式であることを示せ.

6.24 次の行列の最小多項式を求めよ.

(1)


3
−1

3 1

3 1

3

 (2)


3 1

3 1

3
3

3


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6.3 可換な線形変換, 可換な行列

ここで, Toeplitz の定理 8.53 の証明に必要な事実と関係する事実をいくつか述べておく.

命題 6.25 T1, T2 が C 上の線形変換で T1T2 = T2T1 であるとき, 次が成り立つ.
(1) T1 の固有空間は T2 によつてそれ自身に写される.

このことを T1 の固有空間は T2 で不変であるなどといふ.

(2) T1 と T2 に共通の固有 vector が存在する.

証明 (1) λ を T1 の 1 つの固有値とし u ∈ W (λ, T1) とする. このとき T1(u) = λu ゆゑ,

T1

(
T2(u)

)
= (T1T2)(u) = (T2T1)(u) = T2

(
T1(u)

)
= T2(λu) = λT2(u)

となるが, これは T2(u) ∈ W (λ, T1) であることを示す.
(2) C 上では, どんな線形変換も少くとも 1 つ固有 vector を持つから, T2 は W (λ, T1) の線
形変換として固有 vector を持つが, それは T1 と T2 に共通の固有 vector に他ならない.

命題 6.26 A と B が C 上の正方行列で AB = BA であるとき, 次が成り立つ.
(1) A の固有空間に属する u に対し Bu はまたその空間に属する.
(2) A と B に共通な固有 vector が存在する.

証明 6.25 から明らかである.

次の様な 6.25 の逆に近い主張が成り立つ :

命題 6.27 V の線形変換 T1, T2 について, T1 が対角化可能で T1 の任意の固有空間は
T2 によつてそれ自身に写されるとき, T1T2 = T2T1 である.

証明 λ を T1 の任意の固有値とする. u ∈ W (λ, T1) のとき, T1(u) = λu であるから,

(T1T2)(u) = T1(T2(u)) = λT2(u) = T2(λu) = T2(T1(u)) = (T2T1)(u)

となる. 一方, 3.50 より V の任意の vector は T1 の固有空間に属する vectors の和で書ける
から, 主張が成り立つ.

正方行列 A について TA を考察すれば, 6.27 を行列に焼き直した主張も成り立つ.

命題 6.28 2 つの行列 A1, A2 ∈ Mat(n,K) について, A1 が対角化可能で A1 の任意の
固有空間が, 写像 u 7−→ A2u によつてそれ自身に写されるとき, A1A2 = A2A1 である.
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演 習 問 題

6.29 次の 2 つの行列について AB = BA であることを確かめ, A と B の共通の固有
vectors をすべて求めよ.

(1) A =

 1 3 1
2 2 1
−4 3 6

, B =

 6 −2 1
−3 7 1
1 −2 6

 (
答

c

 1
−1
1

 ∣∣∣∣∣ c ∈ C

 ∪

c

 1
1
1

 ∣∣∣∣∣ c ∈ C


)

(2) A =

 33 17 −22
−13 −4 9
35 20 −23

, B =

 −31 −15 21
−10 −6 7
−50 −25 34

 13).(
参考 : φA(t) = (t− 2)3, φB(t) = (t+ 1)3 で dimW (2, A) = 1, dimW (−1, B) = 2 である. 答

 c

 3
1
5

∣∣∣∣∣∣ c ∈ C


)

6.30 T1, T2 はともに, 対角化可能な C 上の vector 空間 V の線形変換であるとし, T1T2 =

T2T1 が成り立つてゐるとする. このとき V の基が存在して, その基に対する T1 と T2 の表
現行列がどちらも対角行列になる. これを証明せよ. ( Hint : 6.25 を使ふ. )

( この様な状況を, T1 と T2 は同時対角化可能であると言ふ. )

13) この問題は P =

[
3 −1 4
1 2 3
5 0 8

]
, A1 =

[
2 1

2 1
2

]
, B1 =

[
−1 1

−1 1
−1

]
,

A = PA1P
−1, B = P (B1

2 + 2B1)P
−1 として作つたものである.
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6.4 線形変換の直和と行列の直和

Vector 空間 V が, 部分空間 Wi の直和で
V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wr

と表されてゐるとする. V の各 vector v は
v = w1 + · · ·+wr, (wi ∈ Wi)

の形に一意的に表される. それぞれの Wi の線形変換 Ti が与へられたとき, V の変換 T を,
上の v を

T (v) = T1(w1) + · · ·+ Tr(wr)

に写すものとして定めると, これは線形変換になる.

定義 6.31 上の状況のとき
T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tr

と表し, T を T1, · · ·, Tr の直和といふ.

定義 6.32 ( 行列の直和 ) 正方行列 A1, · · ·, Ar について, 行列

A =

 A1

. . .
Ar


を A1, · · ·, Ar の直和と呼び

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ Ar

と表す.

定義 6.33 ( 補空間 ) Vector 空間 V の部分空間 W が与へられたとき,

V = W ⊕W ′

を満たす部分空間 W ′ を W の補空間と呼ぶ.

補空間は W から一意的に定まるわけではない. 4.13 で述べた直交補空間 W⊥ は補空間の
特殊な例である.

演 習 問 題
6.34 u1, · · ·, ur, ur+1, · · ·, un を V の基とする. 最初の r 個 u1, · · ·, ur で生成される部
分空間を W とすると, 残りのur+1, · · ·, un で生成される部分空間 W ′ は W の補空間であ
ることを示せ.
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6.5 羃等行列 (射影行列), 射影子, 羃零行列

前節で学んだ直和の概念に関連する事柄として, ここで, 羃等行列といふものについて述べ
ておく. n 次元 vector 空間 V が 2 つの部分空間 W1, W2 の直和であるとする :

V = W1 ⊕W2.

v ∈ V が v = w1 +w2, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 と分解されるとき, v にその W1 成分と呼ぶべ
き w1 を対応させる写像 T : V → W1 ⊂ V , v 7→ w1 は V の線形変換である（確かめよ）.
これは射影子と呼ばれる. このとき T 2 = T である. 実際, w1 の W1 成分は w1 自身なの
だから, T 2(v) = T (T (v) = T (w1) = w1 = T (v). 定義から直ちに

v ∈ W1 ⇐⇒ T (v) = v,

v ∈ W2 ⇐⇒ (I − T )(v) = v ⇐⇒ T (v) = 0

であることもわかる.

定義 6.35 一般に線形変換 T が T 2 = T を満たすとき, T は　
べきとう
羃等　変換と呼ばれる.

また, ある m ∈ N が存在して Tm = O となるとき, T は　
べきれい
羃零　変換と呼ばれる.

いま T を羃等変換として, dim(V ) = n, dim(W1) = r とし, W1 の基を {u1, · · · , ur}, W2 の

基を {ur+1, · · · , un} とすれば, これらの和集合が V の基となる. T

( n∑
i=1

ciui

)
=

r∑
i=1

ciui

であるから, この基に関する表現行列を A, つまり,(
T (u1), · · · , T (ur), T (ur+1), · · · , T (un)

)
= (u1, · · · ,ur,ur+1, · · · ,un)A

とすれば

(6.36) A =


1

. . .
1

0
. . .

0

 ( 1 が r 個並ぶ )

となり, A2 = A である.

定義 6.37 一般に A ∈ Mat(n,K) が A2 = A を満たすとき, A は　
べきとう
羃等　行列または

射影行列と呼ばれる.

また, 上の状況で, 写像 v 7→ w2 の表現行列は, 先の A を使つて I − A となり,

(I − A)2 = I − A, A(I − A) = (I − A)A = O

が成り立つことが簡単に確かめられる.

次に羃零行列について述べておく.

定義 6.38 正方行列 A について, ある m ∈ N が存在して Am = O となるとき, A は
羃零行列と称される.

問 6.39 A =

[
0 1 −3

0 2
0

]
と任意の 3 次正則行列 P について P−1AP が羃零行列である

ことを示せ.
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命題 6.40 線形変換 T のある基に関する表現行列を A とせよ. 次の 4 つは同値である.
(1) T は羃零変換.
(2) A は羃零行列.
(3) T の固有値は 0 のみである.
(4) A の固有値は 0 のみである.

証明 (1) ⇔ (2). ℓ ∈ N について T ℓ の表現行列は Aℓ であるから明らか.
(3) ⇔ (4) は 3.40 からわかる.
(1) ⇒ (3). λ を T の固有値とし, T (u) = λu なる u ̸= 0 を採れ. いま, ある k ∈ N があつ
て T k = O であるから, 0 = T k(u) = λku. ゆゑに λ = 0 でなければならない.
(4) ⇒ (2). A の次数を n とする. 仮定より φA(t) = tn. 3.33 (C-H) より An = O. つまり,
A は羃零行列である.

演 習 問 題

6.41 Vector 空間 V の羃等変換 T が与へられたとき
W1 = {u ∈ V |T (u) = u }, W2 = {u ∈ V |T (u) = 0 }

とおくと, W1 = T (V ), W2 = (I − T )(V ), V = W1 ⊕W2 が成り立つ. これらを示せ.

6.42 A を n 次羃等行列とする. n 次正則行列 P が存在して

P−1AP =


1

. . .
1

0 . . .
0


となることを示せ. このことから tr(A) = rank(A) であることがわかる.(

Hint : 6.41 の記号で W1 と W2 の基（列 vectors）を別々に取り, それを並べた行列を P としたとき,
P−1AP が上の形になることを示せば良い. 最後の部分は 3.55 によりわかる.

)
6.43 f : Mat(n,K) −→ Mat(n,K) は, 任意の X, Y ∈ Mat(n,K), 任意の c ∈ K について

f(X + Y ) = f(X) + f(Y ), f(cX) = cf(X), f(XY ) = f(X)f(Y )

を満たすとする. （このことを, f は Mat(n,K) の環としての自己準同型である, といふ.）
このとき, P ∈ GL(n,K) が存在して, 任意の X ∈ Mat(n,K) に対して

f(X) = P−1XP

となることを証明せよ.
( Hint : (i, j) 成分が 1 でそれ以外の成分がすべて 0 である行列 Iij について f(Iij) を考察せよ. )

6.44 可換な 2 つの羃零行列の scalar 倍, 和, 積のどれも, 羃零行列である. これを示せ.

6.45 対角化可能な羃零行列は零行列のみであることを示せ.
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7 Jordan 標準形

7.1 準固有空間

対角化できない行列に対しても, 対角行列に近い形の標準形が, いろいろ知られてゐるが, そ
の代表的なものである Jordan 標準形について述べる. そのために, 固有空間の概念を拡張
しておく必要がある.

:::::::::::::::::
この節を通して,

::::::::::
すべての

:::::::
vector

::::::::
空間は

:::::::
K = C

::::::::::::::::::::::
上のものに限られる.

定義 7.1 線形変換 T の相異なる固有値の全体を α1, · · ·, αr とし, その固有多項式を

φT (t) =
r∏

i=1

(t− αi)
ni

とする. このとき, 各 i について ni を αi の重複度と呼ぶ. 正方行列 A についても同様
で, A の相異なる固有値の全体を α1, · · ·, αr として, その固有多項式が

φA(t) =
r∏

i=1

(t− αi)
ni

であるとき, 各 i について ni を αi の重複度と呼ぶ.

定義 7.2 T を V の線形変換とする. I は今までの通り恒等写像を表すものとする. T

の固有値 λ に対し
W̃ (λ, T ) = {u ∈ V | (T − λI)ℓu = 0 (∃ℓ ∈ N) }

とおく. これを T の λ に関する準固有空間と呼ぶ. 正方行列 A についても
W̃ (λ,A) = W̃ (λ, TA)

と記して A の準固有空間と呼ぶ.

問 7.3 A =

[
3 1

3 1
3

]
で定められる線形変換 TA : R3 → R3, TA(u) = Au に対し, TA の

固有値は 3 のみであることを確かめた上で, W (3, TA) および W̃ (3, TA) を求めよ.

注意 7.4 (1) 7.2 の状況の下で, 明らかに W (αi, T ) は W̃ (αi, T ) の部分空間である.
(2) 次の 7.5 (3) と 3.48 の証明から, 線形変換 T の表現行列が対角化できる場合は,

W (αi, T ) = W̃ (αi, T )

となる.

定理 7.5 V の線形変換 T の相異なる固有値の全体を α1, · · ·, αs とする. 次が成り立つ.
(1) 各 i について, T により W̃ (αi, T ) は それ自身へ写像される.
(2) V はこれらの直和に分解される :

V =
s⊕

i=1

W̃ (αi, T ).

(3) αi の重複度を ni とすれば
dim W̃ (αi, T ) = ni.
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証明 (1) の証明. m ∈ N について, T と (T − αiI)
m は可換であるから, u ∈ W̃ (αi, T ) な

らば, ある m ∈ N について (T − αiI)
m(u) = 0 であり,

(T − αiI)
m
(
T (u)

)
= T

(
(T − αiI)

m(u)
)
= T (0) = 0.

よつて T (u) ∈ W̃ (αi, T ).
(2) の証明. T の固有多項式 φT (t) =

r∏
i=1

(t− αi)
ni の因子として fi(t) を次の様に定める :

fi(t) =
r∏

j ̸=i

(t− αj)
nj .

f1, · · ·, fr は共通の因子を持たないから 6.17 より多項式 g1, · · ·, gr ∈ K[t] が存在して
(7.6) 1 = g1(t)f1(t) + g2(t)f2(t) + · · ·+ gr(t)fr(t)

となる. Ti = gi(T )fi(T ) とおくと
(7.7) I = T1 + T2 + · · ·+ Tr

が成り立つ. この Ti は 6.6 の 2 つの条件を満たす. まづ, 条件 (1) は (7.7) に他ならない.
また, 条件 (2) TiTj = O (i ̸= j) に関しては, gi(t)fi(t) と gj(t)fj(t) の積が φT (t) で割り切
れることと 3.33 (C-H 定理) とからわかる. 以上から

V = T1(V )⊕ T2(V )⊕ · · · ⊕ Tr(V )

が成り立つ. よつて (2) を示すには
(7.8) Ti(V ) = W̃ (λi, T )

であることを示せばよい.
任意の w = Ti(v) ∈ Ti(V ) (v ∈ V ) をとると,

(T − αiI)
ni(w) = (T − αiI)

niTi(v) = (T − αiI)
nigi(T )fi(T )(v) = gi(T )fi(T )(v) = 0

となる. よつて w ∈ W̃ (αi, T ) であり, Ti(V ) ⊂ W̃ (αi, T ) がわかつた.
次に逆の包含関係を示さう. gcd

(
t−αi, gi(t)fi(t)

)
= 1 であるから 6.17 を用ゐれば, 任意の

m ∈ N に対し, 多項式 p(t), q(t) が存在して p(t)(t−αi)
m + q(t)gi(t)fi(t) = 1 となるから,

(7.9) p(T )(T − αiI)
m + q(T )Ti(T ) = I

である. いま m を十分大にとり, 任意に w ∈ W̃ (αi, T ) をとれば,

(7.10) p(T )(T − αiI)
m(w) = 0

である. また q(T )と Ti = gi(T )fi(T )は可換ゆゑ, w を (7.9)の両辺で写し, (7.10)を使ふと
w = q(T )Ti(T )(w) = Ti

(
q(T )(w)

)
∈ Ti(V )

である. よつて W̃ (λi, T ) ⊂ Ti(V ). 以上で Ti(V ) = W̃ (λi, T ) が示された.
(3) の証明. Wi = W̃ (αi, T ), dimWi = ni

′ とおく. W1, · · ·, Ws の基を選ぶとき, これらを
並べたものは 6.3 により V の基になる. Wi が T に関して不変なので, この基に関する T

の表現行列 A は,
A = A(1) ⊕ · · · ⊕ A(s) ( 記号は 6.32 をみよ )

の形になる. ここに A(i) は, いま選んだ Wi の基に関し, T を Wi に制限した線形変換
を表現する ni

′ 次正方行列である. Wi の次元は有限であるから, 準固有空間の定義より
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Ni = A(i)−αiIni
′ は羃零行列でなければならず, 6.40 から, その固有値は 0 のみであり,

φNi
(t) = |tIni

′ − (A(i) − αiIni
′)| = tni

′

となる. ここで t を t− αi に置き変へて φA(i)(t) = |tIni
′ − A(i)| = (t− αi)

ni
′ がわかり,

φT (t) = φA(t) = |tI − A| =
∏
i

fA(i)(t) =
∏
i

(t− αi)
ni

′
.

これにより ni = ni
′ でなければならない.

注意 7.11 ここでは 7.5 の証明中で用いた記号を使ふ. 任意に v ∈ V をとれば, 一意的に
v = w1 + · · ·+wr, wi ∈ W̃ (αi, T )

と分解される. 一方, fj(t) の定義と 7.5 (3) の証明とから j ̸= i のとき, gj(A(i))fj(A
(i)) = O

である. ゆゑに (7.6) から Ini
= gi(A

(i))fi(A
(i)) を得る. Ti = gj(T )fj(T ) であつたから, こ

れらは Ti(wj) = δijwi を意味し,

Ti(v) = Ti(w1 + · · ·wi + · · ·+ws) = Ti(w1) + · · ·+ Ti(wi) + · · ·+ Ti(ws) = wi,

(7.12) gj(T )fj(T )(v) = wj.

を得る. つまり gj(T )fj(T ) は V から W̃ (αi, T ) への射影子 (8.14) に他ならない.

命題 7.13 λ を線形変換 T の固有値とし, その重複度を m とすると
W̃ (λ, T ) = {u | (T − λI)m(u) = 0 }.

証明 7.11 の記号で λ = αj であるとし, gj(t) = g(t), fj(t) = f(t) と書くことにする. 主張
を示すには左辺が右辺に含まれることを示せばよい. (t − λ)mf(t)

∣∣φT (t) だから C-H 定理
3.33 により, (T − λI)mf(T ) = O である. このとき, 任意の w ∈ W̃ (λ, T ) に対し, 7.12 で
v = w ととれば

(T − λI)m(w) = (T − λI)mg(T )f(T )(w) = g(T )(T − λI)mf(T )(w) = g(T )O(w) = 0.

よつて w ∈ {u | (T − λI)m(u) = 0 } である.

演 習 問 題

7.14 以下に与へられる C4 の線形変換 TA について, 次の問に答へよ :

TA : x 7−→ Ax, 但し A =


7 −3 0 2
1 2 1 0
−6 4 3 −3
−9 6 1 −2

.
(1) TA の固有値とそのそれぞれの重複度を求めよ.
(2) それぞれの固有値 λ に対し, 準固有空間 W̃ (λ, TA) を求めよ.

( Hint : 7.5 の証明中の (7.8) あるいは 7.13 を用いよ. )(
略解 : φA(t) = (t− 2)2(t− 3)2 から (1) はわかる. (2) は

W̃ (2, TA) =

 a


−2
−3
1
0

+ b


1
2
0
1


∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

, W̃ (3, TA) =

 a


1
2
1
0

+ b


−1
−1
0
1


∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

.

)
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7.2 Jordan 標準形

対角化できない行列も含めた標準形として Jordan 行列と呼ばれるものを考へる.

定義 7.15 n ∈ N と λ ∈ K に対し, 正方行列
λ 1

λ 1
. . . . . .

λ 1
λ




n

を Jordan 細胞と呼んで J(λ, n) で表す.

例 7.16 次の行列はどれも Jordan 細胞である :

J(2, 3) =

[
2 1

2 1
2

]
, J(−5, 3) =

[ −5 1
−5 1

−5

]
, J(0, 4) =


0 1

0 1
0 1

0

.

定義 7.17 いくつかの Jordan 細胞の直和で表される正方行列を Jordan 行列と呼ぶ.
線形変換 T の適当な基に関しての表現行列が Jordan 行列 J であるとき, J は T の
Jordan 標準形である, といふ.

例 7.18 Jordan 行列の例 :

J(2, 3)⊕ J(5, 2)⊕ J(−1, 1) =


2 1

2 1
2

5 1
5
−1

.

定理 7.19 V の基を適当にとれば, V の羃零変換 N の表現行列 A は次の形になる
(7.20) A = J(0, n1)⊕ J(0, n2)⊕ · · · ⊕ J(0, nr) ( Jordan 行列 ).

ここで, n1 ≥ · · · ≥ nr なる条件を追加すれば, 上の行列は一意的に定まる.

証明 N は羃零変換で, Nν−1 ̸= O, Nν = O とする.

W (i) = {u ∈ V |N iu = 0}

とおけば,
V = W (ν) ⊃ W (ν−1) ⊃ · · · ⊃ W (1) ⊃ {0}.

いま dimW (i) = mi, mi −mi−1 = ri (1 ≤ i ≤ ν), m0 = 0 とおく. W (ν−1) の任意の基に rν

個の vectors a1, · · · arν を付け加へて W (ν) の基になる様にすれば
(7.21) W (ν) = ⟨a1, · · · ,arν ⟩ ⊕W (ν−1).

そのとき, Na1, · · ·, Narν ∈ W (ν−1) であるが, これらの vectors は 1 次独立で, かつ
⟨Na1, · · · , Narν ⟩ ∩W (ν−2) = {0}

となる. 実際 c1Na1 + · · ·+ crνNarν ∈ W (ν−2) とすれば,

N ν−2(c1Na1 + · · ·+ crνNarν ) = N ν−1(c1a1 + · · ·+ crνarν ) = 0.

よつて, c1a1 + · · · + crνarν ∈ W (ν−1). しかるに (7.21) から ⟨a1, · · · ,arν ⟩ ∩W (ν−1) = {0}.
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ゆゑに, c1 = · · · = crν = 0. 以上から rν ≤ rν−1 もわかる. 従つて rν−1 − rν 個の vectors
arν+1, · · ·, arν−1 が存在して, W (ν−2) の基にNa1, · · ·, Narν , arν+1, · · ·, arν−1 を付け加へた
ものが W (ν−1) の基になる. すなはち
(7.22) W (ν−1) = ⟨Na1, · · · , Narν ,arν+1, · · · ,arν−1⟩ ⊕W (ν−2).

従つて, 上と同様にして
N2a1, · · · , N2aν , N2arν+1, · · · , Narν−1 ∈ W (ν−2)

は 1 次独立であり, かつ,

⟨N2a1, · · · , N2arν , Narν+1, · · · , Narµ−1⟩ ∩W (ν−3) = {0}

であることがわかる. よつて rν−1 ≤ rν−2. 以下同様にして rν ≤ rν−1 ≤ · · · ≤ r1 で, vectors
a1, · · ·, ar1 を適当に選べば
(7.23) W (i) = ⟨N ν−iari+1+1, · · · , N ν−iarν , · · · ,ari+1+1, · · · ,ari⟩ ⊕W (i−1)

となることが証明される. これらの vectors の全体∪
1≤i≤ν

{N j(ak) | 0 ≤ j ≤ ν − i, rν + 1 ≤ k ≤ rν−1 }

は, 6.3 と 7.5(2) により, V の基を与へる.

W (ν) の基

W (ν−1) の基

W (2) の基

W (1) の基 Nν−1a1, · · · , Nν−1arν Nν−2arν+1, · · · , N ν−2arν−1
· · · Nar3+1, · · · , Nar2

ar2+1, · · · , ar1

Nν−2a1, · · · , Nν−2arν Nν−3arν+1, · · · , N ν−3arν−1
· · · ar3+1, · · · , ar2

· · · · · ·

Na1, · · · , Narν
arν+1, · · · , arν−1

a1, · · · , arν

さて ri+1 ≤ j ≤ ri に対し ⟨aj, Naj, · · · , N i−1aj⟩ は明らかに N で安定な部分空間であ
る. この基の順序を逆にしたものに関して N を行列で表現してみると

N(N i−1aj, N
i−2aj, · · · , aj) = (N i−1aj, N

i−2aj, · · · , aj)


0 1
0 0 1

. . . . . .
0 1

0


となる. 従つて上の図に並んだ vectors のうち最左列にあるもの（ν 個）を下から上の順に
並べ, その次に, 第 2 列にあるものを下から上の順で並べ, これを最右列まで行なつて得ら
れた vectors の組を基とすれば, 対応する表現行列 A は所望の形になる. このとき, 得られ
た Jordan 行列は, 定理の主張の中の条件 n1 ≥ · · · ≥ nr を満たしてゐる.
（一意性）いま, N が V のある基に関して別の Jordan 行列を表現行列に持つとせよ.（記号
を節約して）それを (7.20) の右辺の形であるとせよ. ここで n1 ≥ · · · ≥ nr であるとする. こ
のとき, その基をなす vectors のそれぞれが N により写る様子を見れば, これまでに現れた
ν, ri, mi 等がすべて, (7.20) の右辺, 特に n1, · · · , nr のみから定まることがわかる. 例へば
ν = n1 であり, rν は n1 と等しい ni の個数に一致する. しかるに, それらの値はどれも N

のみから定められたものであるから, (7.20) の様な表示は一意的でなければならない.
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補題 7.24 線形変換 T の相異なる固有値のすべてからなる集合を {λ1, · · · , λr} とす
る. 各 i について T を W̃ (λi, T ) の線形変換と見做したものを Ti とする. また Ii を
W̃ (λi, T ) の単位変換 (恒等写像) とする. このとき T = T1 ⊕ · · · ⊕ Tr であつて

T − (λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr)

は羃零変換である.

証明 前半は 7.5 に他ならない. 準固有空間の定義から Ti− λiIi は W̃ (λi, T ) の羃零変換で,

T − (λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr) = (T1 ⊕ · · · ⊕ Tr)− (λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr)

= (T1 − λ1I1)⊕ · · · ⊕ (Tr − λrIr)

となつてゐるから, 結論を得る.

定理 7.25 V の線形変換 T の相異なる固有値のすべてを {λ1, · · · , λr} とする. T は
適当な基に関して次の形の行列により, 直和の順序を無視すれば一意的に, 表現される

A = J(λ1, n11)⊕ · · · ⊕ J(λ1, n1m1)︸ ︷︷ ︸
固有値が λ1

⊕ · · · ⊕ J(λr, nr1)⊕ · · · ⊕ J(λr, nrmr)︸ ︷︷ ︸
固有値が λr

.

また T の最小多項式は Ni = max {nij | 1 ≤ j ≤ r } として, 次式で与へられる :

µT (t) =
r∏

i=1

(t− λi)
Ni .

証明 7.24 の証明により, V の直和分解 V =
r⊕

i=1

W̃ (λi, T ) に応じて,

T − (λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr ) =
r⊕

i=1

(Ti − λiIi) (ここに Ii は W̃ (λi, T ) の単位変換 )

であり, この直和因子のそれぞれが羃零変換であるから, 7.19 により, 適当な基に関して
T − (λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr ) の表現行列は J(0, ni1)⊕ · · · ⊕ J(0, nimi

) の形で表される. ゆゑに
Ti = λiIi + (Ti − λiIi) の表現行列は, Ik を k 次単位行列として,

λiI +
(
J(0, ni1)⊕ · · · ⊕ J(0, nimi

)
)
=
(
λiIni1

+J(0, ni1)
)
⊕ · · · ⊕

(
λiInimi

+J(0, nimi
)
)

= J(λi, ni1)⊕ · · · ⊕ J(λi, nimi
)

と相似になる. これから所望の主張が従ふ. 一意性は 7.19 の一意性からの帰結である.

定義 7.26 7.25 の一意性に鑑み, 線形変換 T の表現行列 が Jordan 行列 B に相似であ
れば, B を T の Jordan 標準形と称する. また正方行列 A について TA の Jordan 標準
形が B のとき, B を A の Jordan 標準形と称する.

最後に 7.25 を行列の言葉で述べておく.

定理 7.27 (1) 任意の正方行列 A はある Jordan 行列 B と相似である. しかも, Jordan
細胞の順序を無視すれば B は一意的に定まる.
(2) µA(t) = µTA

(t) ( 6.22 を見よ ) であり, それは Jordan 標準形を構成する Jordan 細胞
の様子から 7.25 の様に与へられる.
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定義 7.28 正方行列 A が対角化可能であるとき A は半単純行列であるといはれる.

補題 7.29 任意の行列 A は次の様な和に一意的に表される.

(7.30) A = S +N, S は半単純行列, N は羃零行列, SN = NS.

このとき, S, N は A の K 係数多項式として表される.

証明 いま A の異る固有値の全体を α1, · · ·, αr とし,

φA(t) =
r∏

i=1

(t− αi)
ni , fi(t) =

∏
j ̸=i

(t− αj)
nj

とおく. このとき 7.5 の証明と同様に

1 =
r∑
i

gi(t)fi(t)

となる gi(t) ∈ K[t] が存在する. いま,

S =
∑
i

αigi(A)fi(A) ( これは A の K 係数多項式である )

とおき, W̃ (α1, A), · · ·, W̃ (αr, A) のそれぞれの基 (列 vectors) を取り, それらを順に並べて
できる正方行列を P とすれば Aj ∈ Mat(nj,K) が存在して

AP = P

 A1
. . .

As

 と書け, また (7.12) から SP = P

 α1In1 . . .
αsIns


となることがわかる. つまり B = P−1SP が対角行列となる. よつて S は半単純である. ま
た N = A− S とおけば

P−1NP = P−1AP −B =


N1

N2
. . .

Ns

, Nj = Aj − αjInj
.

各 Ni が羃零であるから, N も羃零である. 次に一意性を証明する. A = S+N = S ′+N ′ と
2 通りに分解されたとせよ. 仮定により S ′N ′ = N ′S ′ であるから, S ′ と N ′ は A と可換であ
り, さらに A の多項式である S や N とも可換である. 6.30 より S と S ′ は同時に対角化さ
れるから S−S ′ は半単純であり, 6.44により N−N ′ は羃零行列である. いま S−S ′ = N ′−N
であるから 6.45により S−S ′ = N ′−N = O, 即ち S ′ = S, N ′ = N でなければならない.

演 習 問 題

7.31 上の 7.30 において, A の Jordan 標準形を J とし, J = P−1AP なる正則行列 P を
取り, さらに J の対角成分の 1 つ上の 1 を（存在すれば）すべて 0 に置き換へてできる対
角行列を B とするとき,

S = PBP−1, N = P (J −B)P−1

である. これを示せ.
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7.3 例

実際に Jordan標準形を求めてみる. 固有多項式が重根を持たない場合はすでに 3.48等で説明
したから, ここでは, 専ら重根を持つ場合を取り挙げる.

:::::::::
計算では

:::::
7.19

::::::::::::::::::::::
の証明を辿ればよく,

::::::::::::::::
すべての固有値

::
λ
:::::::::::::::::
についてW (1),

::::::
W (2),

::::
· · ·

:::::::::::::::::::::::::::::::
のすべてを求めることによる. 以下, 便宜のた

めに, 正方行列 A とその固有値 λ, および i = 0, 1, · · · について
W (i)(λ) = W (i)(λ,A) = {u ∈ V | (A− λI)iu = 0 }

と記すことにする.

例題 7.32 行列 A =

[
4 2 −1
−3 −1 2
−2 −2 4

]
の Jordan 標準形を求めよ.

解 まづ, 固有多項式を求め, φA(t) = (t− 2)2(t− 3) を得る. さらに

W (2)(2) =

{
a

[ −1
1

0

]
+ b

[ 1

0

1

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

}
, W (1)(2) =

{
a

[ −1
1

0

] ∣∣∣∣∣ a ∈ C

}
,

W (1)(3) =

{
c

[ 0

1

2

] ∣∣∣∣∣ c ∈ C

}
.

であるから 14), 7.19 の証明に従つて

a1 =

[ 1

0

1

]
, (A−2)a1 =

[ 1

−1
0

]
, b1 =

[ 0

1

2

]
ととり,

P =
[
(A− 2I)a1 a1 b1

]
=

[
1 1 0
−1 0 1
0 1 2

]
, P−1AP =

[
2 1

2
3

]
を得る.

例題 7.33 行列 A =

[
5 3 −2
−4 −2 3
−1 −1 3

]
の Jordan 標準形を求めよ.

解 固有多項式は φA(t) = (t− 2)3 であり,

W (2)(2) =

{
a

[ −1
1

0

]
+ b

[ 1

0

1

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

}
, W (1)(2) =

{
a

[ −1
1

0

] ∣∣∣∣∣ a ∈ C

}

である. ここで (A− 2I)2

[ 1

0

0

]
̸= 0 あるから

a1 =

[ 1

0

0

]
, (A− 2I)a1 =

[ 3

−4
−1

]
, (A− 2I)2a1 =

[ −1
1

0

]
,

P =
[
(A− 2I)2 a1 (A− 2I)a1 a1

]
=

[ −1 3 1
1 −4 0
0 −1 0

]
, P−1AP =

[
2 1

2 1
2

]
を得る.

14) W (2)(2, A) を求めるには, 互除法により Bezout 等式 1·(t− 2)2 + (−t+ 1)(t− 3) = 1 を得て, それを利
用してもよい.
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例題 7.34 行列 A =

[
5 5 −2
−3 −3 2
−3 −5 4

]
の Jordan 標準形を求めよ.

解 この場合も φA(t) = (t− 2)3 であるが,

W (1)(2) =

{
a

[ −5
3

0

]
+ b

[ 2

0

3

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ C

}

が 2 次元だから W (2)(2) = W (3)(2) = C3 となる.

[ 1

0

0

]
̸∈ W (2) だから, これを a1 として,

a1 =

[ 1

0

0

]
, (A− 2I)a1 =

[ 3

−3
−3

](
=

[ −5
3

0

]
+

[ 2

0

3

])
.

これらの 1 次結合では表せない vector として a2 =

[ −5
3

0

]
を選んで

P =
[
(A− 2I)a1 a1 a2

]
, P−1AP =

[
2 1

2
2

]
を得る.

これらの例から, 固有多項式 φA(t) が重根を持つ場合は, それだけから A の Jordan 標準形
を決定することはできないことがわかる.

問 7.35 ( Frobenius の定理 ) 行列 A ∈ Mat(n,K) の固有値の全体を, 重複を許して α1, · · ·, αn

とすると, 多項式 f(t) ∈ K[t] に対し, f(A) の固有値は f(α1), · · ·, f(αn) であることを示せ.

例題 7.36 A は正方行列で t ∈ C とする. このとき, 形式的な羃級数として

exp

( ∞∑
j=1

tr(Aj)
tj

n

)
= det(I − tA)

が成り立つことを示せ. 但し exp(t) =
∞∑
j=0

tj

j!
である.

解 A の固有値を {α1, · · · , αn}, Jordan 標準形を J とすれば, tr(Aj) = tr(J j) =
n∑

i=1

αi
j

となることが 3.55 と 7.35 によつてわかる. よつて

(左辺) = exp
( ∞∑

j=1

n∑
i=1

αi
j t

j

n

)
= exp

( n∑
i=1

∞∑
j=1

αi
n t

j

n

)
= exp

( n∑
i=1

∞∑
j=1

(αit)
j

n

)
= exp

( n∑
i=1

log(1− αit)
)
= exp

(
log

n∏
i=1

(1− αit)
)

= det(I − tJ) = det(I − tA)

となり証明される. ここで log(1− t) =
∞∑
j=1

tj

j
と定めたが, 形式的羃級数しての等式

exp
(
log(1− t)

)
= 1− t を示すのは意外と面倒である 15).

15) 荒川・伊吹山・金子 共著 : ベルヌーイ数とゼータ関数, 牧野書店 (2001 年) の pp.32–33 を参照.
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演 習 問 題
7.37 次の行列 A に対し, 正則行列 P を与へて B = P−1AP を Jordan 標準形とせよ :

(1) A =

[
5 3 −1
0 4 −1
3 7 −1

]
.

(
答例 : P =

[
1 1 −1
−1 0 3
−1 1 6

]
, B =

[
3 1

3
2

])

(2) A =


−1 3 2 −1
−10 12 9 −5
11 −11 −9 5

1 −1 −1 0

.
(
答例 : P =


−1 1 0 0
−1 0 −2 1
0 1 4 0
0 0 2 3

, B =


2 1

2
−1 1
−1


)

(3) A =


−3 5 4 −2
−8 10 7 −4
1 −1 1 0

−5 5 5 −3

.
(
答例 : P =


1 3 −1 2
1 4 0 14
0 −1 0 6
0 0 1 45

, B =


2 1

2 1
2
−1


)

7.38 正方行列 A に対し, 次の 2 つの条件は同値であることを示せ.
(1) µA(t) = φA(t).
(2) A の任意の固有値 λ に対し, A の Jordan 標準形には λ を固有値とする Jordan 細胞

が唯 1 つだけ含まれる.

7.39 次の行列の最小多項式を記せ.
(1) A = J(3, 3)⊕ J(2, 5).
(2) B = J(3, 2)⊕ J(3, 5)⊕ J(3, 5)⊕ J(2, 5).
(3) C = J(−2, 1)⊕ J(−2, 2)⊕ J(3, 5)⊕ J(3, 1).

7.4 Jordan 標準形についての留意点

簡単のため c = cos θ, s = sin θ と記す.[
c c

s −s

]−1[
2 c2

s2 2

][
c c

s −s

]
=

[
2 + sc 0

0 2− sc

]
は対角化の 1 例であるが, θ → 0 とすると, 左辺左端の行列の第 2 列の成分は発散し, 左
辺右端の行列は非正則な行列に退化してしまふ. もとの行列は対角ができないものになり,
Jordan 標準形 [

2 1

2

]
(固有値 2 に関する Jordan 細胞)

になる. これの変換行列はもちろん単位行列である. この様に Jordan 標準形はもとの行列
の変形に応じて連続的に得られるものではないため, 数値計算など, わずかの数値の違ひで
対角化が可能になつたりならなかつたりする場合は, 非常に扱ひにくい. それでも, 線形代
数の講義で扱はれる理由は, Lie 群論などで, 正方行列 A に対して expA を計算する場合な
どに有効であるからである. 例へば

exp

(
P−1

[
a 1

0 a

]
P

)
= P−1

[
ea ea

0 ea

]
P

などを示すのに使はれる.
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7.5 微分方程式の解法への Jordan 標準形の応用

線形代数学の応用への道案内として, t の函数 x1(t), x2(t), x3(t) に対する微分方程式

(7.40)
d

dt

 x1(t)

x2(t)

x3(t)

 =

 4 2 −1
−3 −1 2

−2 −2 4


 x1(t)

x2(t)

x3(t)


を解法について, より進んだ数学の知識を仮定せずに, 考へ方のみ述べてみる. ここで

x(t) =

 x1(t)

x2(t)

x3(t)

 , A =

 4 2 −1
−3 −1 2

−2 −2 4


と書いて, (7.40) を

d

dt
x(t) = Ax(t)

と表す. 方針を簡単に書いておくので, 読者には細部を埋められたい. まづ, 1 つの函数に関
する変数分離型の微分方程式の解法と同様に

x(t) = exp(tA)x(0)

と求められる. 但し exp は行列の指数函数であつて極めて自然なものである. 一方, 7.32 で
示した様に

P =

[
1 1 0
−1 0 1
0 1 2

]
, J =

[
2 1

2
3

]

により
A = PJP−1

と書ける. このとき容易に exp(tA) = P−1 exp(tJ)P であることがわかる. しかも Jordan 標
準形 J については exp(tJ) の成分表示も容易にわかり, 最終的に

x(t) = P exp(tJ)P−1 x(0) = P

[
e2t te2t

e2t

e3t

]
P−1 x(0)

なる綺麗な解が得られるのである. 線形微分方程式の一般論から解は, 初期値 x(0) を決め
れば一意的であることが知られてゐる 16)から, これが (7.40) の一般解である.

注意 7.41 一般に与へられた実正方行列 A を直交行列 P を見付けて, （あるいは次節で学
ぶ様に, 複素正方行列を unitary 行列 P を見付けて）P−1AP が Jordan 標準形にできるか,
といふ疑問が浮かぶであらう. しかし, これは一般には不可能である. ではどの様な標準形
を考へるとうまくいくのか. それは重要な問題である. 興味を持つた読者は, 例へば
D.E. Littelwood : “On unitary equivalence”, J. London Math. Soc. 28 (1953) 314-322
などを眺められたい.

16)例へば, 三宅敏恒著 : 「微分方程式のやさしい解き方」
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8 Hermite 空間

この章では, C 上の vector 空間を扱ふ. そのために, まづは, Hermite 内積 17)と呼ばれる計
量を定義する. この内積により R 上で内積空間を考察したのと同様な扱ひが可能になる.

8.1 Hermite 内積

定義 8.1 複素数体 C 上の vector 空間 V の vectors u, v に対し, 複素数 (u,v) を対応
させる写像 ( , ) : V × V → C が次の 4 つの条件をすべて満たすとき, この写像を V

の Hermite 内積と呼ぶ. 以下では u, v, u′, v′ は V の任意の vectors を表す.
H1 (u+ u′,v) = (u,v) + (u′,v),
H2 (cu,v) = c (u,v),
H3 (v,u) = (u,v) （ここで は複素共役を取ることを示す）,
H4 u ̸= 0 ならば (u,u) > 0.

問 8.2 C 上の vector 空間の Hermite 内積 ( , ) について以下を示せ. 任意の u, v, u′,
v′ ∈ V , 任意の c ∈ C に対し
(1) (u,v + v′) = (u,v) + (u,v′),
(2) (u, cv) = c (u,v) （ c は c の複素共役を表す）,
(3) (u,0) = (0,v) = 0.

定義8.3 ( Hermite空間 ) Hermite内積が定義された C上の vector空間を Hermite 空間
と称する. 以後,特に断らない限り,この講義で扱ふ Hermite空間の Hermite内積は ( , )

で表すことにする.

例 8.4 Cn 上の任意の vectors a =

[
a1
...
an

]
, b =

[
b1
...
bn

]
に対して

(8.5) (a, b) = tab = a1b1 + · · ·+ anbn

と定義すると, これは Hermite 内積になり, Cn は Hermite 空間になる. この内積を Cn の
標準 Hermite 内積と称する.

例 8.6 8.4 の空間において (8.5) を
(a, b) = tab = a1b1 + 2a2b2 + · · ·+ nanbn

に置き換へても, Cn は Hermite 空間になる.

定義 8.7 ( Norm ) Hermite 空間 V と u ∈ V に対し
∥u∥ =

√
(u,u)

とおき, これを u の norm あるいは長さと呼ぶ.

17) Charles Hermite (1822-1901) France 生まれ.
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命題 8.8 Hermite 空間 V の norm について, 次の 3 つが成り立つ. 但し, u, v ∈ V ,
c ∈ C は任意とする :
(1) ∥cu∥ = |c| ∥u∥,
(2) |(u,v)| ≤ ∥u∥ ∥v∥ (Cauchy-Schwartz の不等式),
(3) ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ (三角不等式).

証明 (1) と (3) は 4.6 と同様に示される.
(2) を示す. u = 0 ならば, 正しい. u ̸= 0 とする. 簡単な計算で∣∣∣∣−(u,v)u+ ∥u∥2 v

∣∣∣∣2 = ∥u∥2 ( ∥u∥2∥v∥2 − |(u,v)|2)
がわかる. 左辺が正または 0 であり ∥u∥ ̸= 0 であるから, 所望の不等式を得る.

以下 V は Hermite 内積 ( , ) が与へられた Hermite 空間とする. もちろん V は C 上
の vector 空間とし, R 上の vector 空間としての構造は考へない. また Cn については, その
Hermite 内積として標準 Hermite 内積のみを扱ふ.

定義 8.9 (1) u, v ∈ V について (u,v) = 0 であることを
u ⊥ v

と記し, u と v は直交するといふ.
(2) W1 と W2 を V の部分空間とせよ. もし, 任意の w1 ∈ W1 と任意の w2 ∈ W2 に関
して (w1,w2) = 0 であるならば, W1 と W2 は直交するといひ,

W1 ⊥ W2

と記す.
(3) W が V の部分空間のとき, 6.33 と同様に,

W⊥ = {u ∈ V
∣∣ 任意の v ∈ W について (u,v) = 0 }

と定義し, これを W の直交補空間と称する. もちろん W ⊥ W⊥ である.

命題 8.10 u1, · · ·, un ∈ V (uk ̸= 0, 1 ≤ k ≤ n) が 2 つづつ互ひに直交すれば, これら
は C 上 1 次独立である.

証明 いま
a1u1 + · · · anun = 0

であるとせよ. この両辺と uj との内積を取れば
cj∥uj∥2 = 0

を得るが, uj ̸= 0 より ∥uj∥2 ̸= 0 ゆゑ, cj = 0 となる.
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定義 8.11 (1) V の基 {u1, · · · , un } が
(ui,uj) = δij (1 ≤ i, j ≤ n)

を満すとき, これらは正規直交基であるといはれる.
(2) Hermite 空間 Cn の基本 vectors からなる基 {e1, · · · , en} は標準 Hermite 内積に
関して正規直交基である. これを Cn の標準基といふ.

内積空間の場合の 4.19 と同様にして, 次のことが成り立つ.

命題 8.12 (Gram-Schmidt の直交化 ) n次元 Hermite空間 V の 1組の基を {v1, · · · , vn}
とする. このとき V の正規直交基 {u1, · · · , un} で, 任意の 1 ≤ r ≤ n について

⟨u1, · · · , ur⟩C = ⟨v1, · · · , vr⟩C
となるものが存在する. 特に有限次元 Hermite 空間は正規直交基を持つ.

証明 証明は内積空間の場合と全く同様であるが, 以下に記す. まづ
u1 =

1
∥v1∥ v1

とおくと, ∥u1∥ = 1 である. よつて r = 1 について主張は正しい. 次に (n ≥ 2 のとき)

v′
2 = v2 − (v2,u1)u1, u2 =

1
∥v′

2∥ v
′
2

とおくと (u1,u2) = 0, ∥u2∥ = 1 であり,

⟨u1,u2⟩C = ⟨u1,v2⟩C = ⟨v1,v2⟩C
であるので, r = 2 でも正しい. 一般に u1, · · ·, ur (1 ≤ r < n)が求まつたとき

v′
r+1 = vr+1 −

r∑
i=1

(vr+1,ui)ui, ur+1 =
1

∥v′
r+1∥ v

′
r+1

とおく. (v′
r+1,ui) = 0, (1 ≤ i ≤ r) だから, (ur+1,ui) = 0 であり,

⟨u1, · · · ,ur,ur+1⟩C = ⟨u1, · · · ,ur,vr+1⟩C = ⟨v1, · · · ,vr,vr+1⟩C
ゆゑ ur+1 が求められた. この様にして主張が正しい事がわかる.
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8.2 直交補空間

部分空間とその直交補空間の間に次の事が成り立つ.

命題 8.13 V の部分空間 W , W1, W2 について, 次の (1), (2), (3), (4) が成り立つ.
(1) W ∩W⊥ = {0}, V = W ⊕W⊥.
(2) dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V ).
(3) (W⊥)⊥ = W .
(4) W1 ⊂ W2 ⇐⇒ W1

⊥ ⊃ W2
⊥.

証明 (1) まづ, u ∈ W ∩W⊥ ならば, 定義により, (u,u) = 0, 即ち ∥u∥2 = 0. よつて u = 0.
次に dim(W ) = r とし, W の正規直交基 {u1, · · · ,ur} をとる. v ∈ V に対して

w =
r∑

i=1

(v,ui)ui, w′ = v −w

とおく. w ∈ W であり, 任意の uj (1 ≤ j ≤ r) に対して

(w′,uj) = (v −w,uj) = (v −
r∑

i=1

(v,ui)ui,uj)

= (v,uj)−
r∑

i=1

(v,ui) (ui,uj) = (v,uj)− (v,uj) = 0

となるから w′ ∈ W⊥ であり, V = W +W⊥ がわかつた. これと W ∩W⊥ = {0} から, 主
張は示された.
(2) は 6.4 を使へば (1) より明かである.
(3) 定義より W ⊂ (W⊥)⊥ である. (2) を W と W⊥ に適用すれば

dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V ), dim(W⊥) + dim((W⊥)⊥) = dim(V )

を得るが, この 2 式より dim(W ) = dim((W⊥)⊥) ゆゑ, W = (W⊥)⊥ でなければならない.
(4) (⇒). u ∈ W2

⊥ ならば, 任意の v ∈ W2 について (u,v) = 0. 従つて, 任意の v ∈ W1 に
ついて (u,v) = 0. よつて u ∈ W1

⊥. (⇐) は (3) を使へばよい.

定義 8.14 W を V の部分空間とせよ. いま, 各 v ∈ V に対し w ∈ W , w′ ∈ W⊥ が
v = w +w′

によつて一意的に定まる (8.13(1) による). このとき, v 7−→ w により定まる V から W

への写像は線形写像であつて, V から W への射影子 (6.5 節の冒頭) の一種である. こ
れを prW で表す. 8.13(1) の記号を使へば

prW (v) = w =
r∑

i=1

(v,ui)ui

と書ける.

問 8.15 上で定義した射影子 prW は線形写像であることを示せ.

例題 8.16 V = C2, W =

{
c

[
1
−i

] ∣∣∣∣ c ∈ C
}
とする. V から W への射影子を求めよ.
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8.3 随伴変換, 随伴行列

次の概念は数学の至るところに現はれ, 重要である.

定義 8.17 V の線形変換 T に対して, すべての u, v ∈ V について
(T (u),v) = (u, T ∗(v))

を満たす写像 T ∗ : V −→ V を T の随伴変換といふ.

問 8.18 (1) 線形変換 T の随伴変換 T ∗ は線形変換であることを示せ.
(2) T に対して T ∗ は一意的に存在することを示せ.

問 8.19 複素数を成分とする行列 A について, tA = tA であることを示せ.

定義 8.20 正方行列 A に対して A∗ = tA を A の随伴行列と呼ぶ. |A∗| = |A| に注意.

随伴変換と随伴行列の関係は次の通り.

命題 8.21 V の正規直交基を 1 組定め, T を V の線形変換とする. この基に関する 線
形変換 T の表現行列 を A とせよ. このとき, この基に関する T ∗ の表現行列は A∗ で
ある. また, この基に関して A∗ を表現行列とする線形変換が T ∗ に他ならない. 特に
(TA)

∗ = TA∗ である.

証明 dim(V ) = n とする. 1 組定められた V の正規直交基を {u1, · · · ,un} とする. この基
に関する T ∗ の表現行列を B = [bij] とし, A = [aij] とおく. このとき(

T (ui),uj

)
=
( ∑

k

aki uk, uj

)
= aji,(

ui, T
∗(uj)

)
=
(
ui,
∑
k

bkj uk

)
= bij.

ゆゑに, すべての i, j について aij = bji である. つまり B∗ = A.

命題 8.22 T が V の線形変換であるとき, (T ∗)∗ = T である.

証明 V の正規直交基を取り, それに関する表現行列 A について, (A∗)∗ = A であるから, 主
張は 8.21 により正しい.

命題 8.23 T1 と T2 が V の線形変換であるとき (T1T2)
∗ = T2

∗ T1
∗ である.

証明 これも行列に関する性質 (AB)∗ = B∗A∗ と 8.21 から直ちにわかる.

演 習 問 題

8.24 C に係数を持つ n 次以下の x の多項式全体 C[x] をC 上の vector 空間とみなとき,

(f, g) =

∫ 1

−1

f(x) g(x) dx ( f, g ∈ C[x] )

は, この空間において Hermite 内積を与へることを示せ.
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8.4 Hermite 変換, Unitary 変換, 正規変換

定義 8.25 (1) V の線形変換 T が T ∗ = T を満たすとき, T は Hermite 変換と呼ばれ,
T ∗ = −T を満たすとき, 歪 Hermite 変換と呼ばれる.
(2) また, 正方行列 A が A∗ = A を満たすとき, A はHermite 行列と呼ばれ, A∗ = −A
を満たすとき, A は歪 Hermite 行列と呼ばれる.

注意 8.26 8.21(1) により, 線形変換 T が Hermite 行列であることと, 任意の
:::::::::::
正規直交基に

関する T の表現行列が Hermite 行列であることは同値である.

問 8.27 線形変換 T に対して T ∗T および TT ∗ は Hermite 変換であることを示せ. また,
正方行列 A に対して A∗A および AA∗ は Hermite 行列であることを示せ.

問 8.28 T が Hermite 変換であるとき, 任意の自然数 n に対し T n も Hermite 変換であ
ることを示せ. さらに T が正則な Hermite 変換であるとき, 任意の n ∈ Z に対し T n は
Hermite 変換であることを示せ.

問 8.29 A が Hermite 行列であるとき tA も Hermite 行列であることを示せ.

定理 8.30 Hermite 変換, Hermite 行列の固有値はすべて実数である.

証明 V の Hermite 変換 T が固有値 λ ∈ C を持つとき, 0 ̸= u ∈ V が存在して
T (u) = λu

となる. このとき
(T (u),u) = (λu,u) = λ (u,u) = λ∥u∥2.

一方, T は Hermite 変換だから
(T (u),u) = (u, T (u)) = (u, λu) = λ (u,u) = λ∥u∥2.

従つて λ∥u∥2 = λ∥u∥2 であるが, u ̸= 0 ゆゑ λ = λ で λ ∈ R.
Hermite 行列に関しては問 (次の 8.31) とする.

問 8.31 Hermite 行列の固有値はすべて実数であることを示せ.

定義 8.32 V の線形変換 T が Hermite内積の値を変へないとき, 即ち, 任意の u, v ∈ V

について (
T (u), T (v)

)
= (u,v)

が成り立つとき, T は unitary 変換と呼ばれる.

注意 8.33 T が V の unitary 変換であるためには, V の 1 つの基 (正規直交基でなくても
よい) {u1, · · · ,un} について (

T (ui), T (vj)
)
= (ui,vj)

が成り立つこととが必要十分である.
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命題 8.34 T を Hermite 空間 V の線形変換とする. 次の 3 つは同値である.
(1) T は unitary 変換である.
(2) T ∗T = IV .
(3) TT ∗ = IV .

証明 (1) ⇒ (2). 任意の u, v ∈ V について, (u,v) =
(
T (u), T (v)

)
=
(
u, T ∗T (v)

)
ゆゑ,

T ∗T (v) = v である. つまり (2) が成り立つ.
(2) ⇒ (1) は上の議論を逆に辿ればよい.
(2) ⇔ (3). V の基を決めて, それに関する T の表現行列を A とすれば, 仮定から A∗A = I.
1.14 により, A∗ = A−1 であり AA∗ = I が成り立つ. これは TT ∗ = IV を意味する.
(3) ⇔ (2) は上の議論を逆に辿ればよい.

定義 8.35 正方行列 U が U∗U = I, つまり tUU = I を満たすとき, U は unitary 行列
であると言はれる.

注意 8.36 Unitary 行列は絶対値 1 の複素数 eiθ (θ ∈ R) の類似であると考へられる.

問 8.37 U が unitary 行列であるとき tU も unitary 行列であることを示せ.

問 8.38 Unitary 行列の行列式の絶対値は 1 であることを示せ.

例題 8.39 V の正規直交基を固定する. T が V の unitary 変換であるためには, この基に
関する表現行列が unitary 行列であることが必要十分であることを示せ.

証明 dim(V ) = n として, 与へられた正規直交基を {u1, · · · ,un} とし, T の表現行列を
A = [a1 · · · an] とせよ. このとき(

T (ui), T (uj)
)
=
( n∑

k=1

akiuk,
n∑

k=1

akjuk

)
= taiaj.

T が unitary 変換であることは
(
T (ui), T (uj)

)
= (ui,uj) = δij であることに他ならず,

それは
taiaj = δij,

即ち tAA = I であることと同値である. 従つて A は unitary 行列である.

命題 8.40 n 次正方行列 U = [a1 · · · an] について, 次の 3 条件は同値である.
(1) U は unitary 行列.
(2) TU は Cn の標準 Hermite 内積に関して unitary 変換である.
(3) {a1, · · · , an} は Cn の標準 Hermite 内積に関して正規直交基である.

証明 (1) ⇔ (2) は 8.39 から直ちにわかる. また (1) を仮定すれば U∗U = I であるが, これ
は, すべての 1 ≤ i, j ≤ n について taiaj = δij, 即ち taiaj = δij であることと同値であり,
これは (ai,aj) = δij を意味するから, (3) が結論される. この議論は可逆だから (3) ⇒ (1)
も示された.
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定理 8.41 T を V の線形変換とせよ. T が V の unitary 変換であるためには, 任意の
u ∈ V に対し, ∥T (u)∥ = ∥u∥ であることが必要十分である.

証明 (必要性) これは定義より明らか. (十分性) u, v ∈ V について
∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + (u,v) + (u,v) + ∥u∥2,

∥T (u+ v)∥2 = ∥(Tu)∥2 + (T (u), T (v)) + (T (u), T (v)) + ∥T (u)∥2

であることと T についての仮定から
(u,v) + (u,v) = (T (u), T (v)) + (T (u), T (v))

である. ここで実数部分を real, 虚数部分を imag で表せば, 上のことから real(u,v) =

real(T (u), T (v)). 一方 u の代りに iu をとると real(−i(u,v)) = real(−i(T (u), T (v))), つま
り imag(u,v) = imag(T (u), T (v)) が示され, 結局, 任意の u, v について

(u,v) =
(
T (u), T (v)

)
となるから T は unitary 変換である.

注意 8.42 次の様な類似があると考へればわかり易いかも知れない :

複素数を成分に持つ行列 ←→ 複素数
随伴行列 ←→ 複素共役

Hermite 行列 ←→ 実数
正定値 Hermite 行列 ←→ 正の数
歪 Hermite 行列 ←→ 純虚数

Unitary 行列 ←→ 絶対値 1 の複素数.

演 習 問 題

8.43 一般に 2 つのHermite 行列の和, 積は Hermite 行列になるか. 理由をつけて答へよ.

8.44 任意の正方行列 A は Hermite 行列 H を歪 Hermite 行列 S の和A = H + S として
一意的に表されることを示せ.

8.45 次の問に答へよ.
(1) U2 = −I となる行列は 2 次 unitary 行列 U を 2 つ挙げよ.
(2) U2 = −I となる行列は 3 次 unitary 行列 U を 3 つ挙げよ.
(3) 正則な歪 Hermite 行列 S に対し, SU が正定値 Hermite 行列になり SU = US かつ

U2 = −I となる uniraty 行列 U が一意的に存在することを示せ.

8.46 行列 A ∈ Mat(n,C) を任意にとり固定する. このとき, 2 つの集合
H = {X ∈ Mat(n,C) |X∗A+ AX = O, φX(−1) ̸= 0 },
U = {T ∈ Mat(n,C) | T ∗AT = A, φT (−1) ̸= 0 }

が Cayley 変換 T = (1 − X)(1 + X)−1 により 1 対 1 に対応することを証明せよ. とくに
A = I とすれば unitary 行列のある集合と歪 Hermite 行列のある集合との対応が得られる.
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8.5 正規変換

定義 8.47 (1) V の線形変換 T は, T ∗ と可換であるとき正規変換であるといはれる.
(2) 正方行列 A は, A∗ と可換であるとき正規行列であるといはれる.

補題 8.48 (1) T を V の線形変換とせよ. T が正規変換であるためには T の表現行列
が正規行列であることが必要十分である.
(2) A を n 次正方行列とせよ. Cn の標準 Hermite 内積について TA が正規変換である
ためには A が正規行列であることが必要十分である.

証明 (1) V の基 {u1, · · · , un } に関しての T の表現行列を A とすれば, T ∗ の表現行列
は A∗ になるから.
(2) TA の標準基に関する表現行列は A に他ならないから (1) によつて主張が従ふ.

問 8.49 次の主張を証明せよ.
(1) 正規行列の scalar 倍は正規行列である.
(2) Hermite 行列, 歪 Hermite 行列は正規行列である.
(3) Unitary 行列は正規行列である. ( Hint : 8.34 を利用せよ. )

命題 8.50 dim(V ) = n とする. T1 と T2 を互ひに可換な V の線形変換とせよ. V の部
分空間 W0, W1, · · ·, Wn で
(1) T1(Wk) = T2(Wk) = Wk (0 ≤ k ≤ n),
(2) W0 = {0} ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−1 ⊂ Wn = V ,
(3) dim(Wk) = k (0 ≤ k ≤ n)
を全て満すものが存在する.

証明 n に関する帰納法で証明する. n = 1 のときは明かである.
空間 V の次元が n− 1 までの場合は正しいとし, dim(V ) = n の場合を証明する. T1 と T2

の随伴変換 T1
∗ と T2

∗ は可換である. 実際,

T1
∗T2

∗ = (T2T1)
∗ = (T1T2)

∗ = T2
∗T1

∗.

従つて 6.25により, T1
∗ と T2

∗ に共通の固有 vectorが存在する. その 1つを uとし, T1
∗u =

λ1 u, T2
∗u = λ2 u とする. ここで Wn−1 = {u}⊥ とおく. 8.13(2) により dim(Wn−1) = n− 1

であり, T1 も T2 も Wn−1 の変換を与へる. 実際, v ∈ Wn−1 ならば
(u, Ti(v)) = (Ti

∗,v) = (λi u,v) = λi(u,v) = 0

より Ti(v) ∈ Wn−1 である. Wn−1 に対して帰納法の仮定を用ゐれば
(1) T1(Wk) = T2(Wk) = Wk (0 ≤ k ≤ n− 1),
(2) {0} = W0 ⊂ W1 ⊂ · · · ⊂ Wn−2 ⊂ Wn−1,
(3) dim(Wk) = k (0 ≤ k ≤ n− 1)
を満たす部分空間 W0, W1, · · ·, Wn−2 が得られる. これで, 主張は証明された.
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定理 8.51 T1 と T2 を互ひに可換な V の線形変換とせよ. T1 と T2 の表現行列が同時
に上三角行列となる様な V の正規直交基が存在する.

証明 8.50 の記号を用ゐる. 8.50 と Gram-Schmidt の正規直交化 8.12 により, V の正規直
交基 {u1, · · · , un } をuk ∈ Wk かつ uk ̸∈Wk−1 なる様に選べば, この基に関する T1 と T2

の表現行列は上三角行列になる.

定理 8.52 V の線形変換 T に関して, 次の 3 条件は同値である.
(1) T は正規変換である.
(2) T の表現行列が対角行列になる様な正規直交基が存在する.
(3) T の固有 vectors からなる正規直交基が存在する.

証明 (1)⇒(2). T が正規変換なので T と T ∗ は可換. そこで, これらに 8.51 を適用すると
V の正規直交基が存在して T の表現行列 A と T ∗ の表現行列 A∗ はともに上三角行列にな
る. このとき A∗ = tA であるから tA が上三角行列ならばA は下三角行列になる. よつて
A も A∗ も対角行列でなければならない.
(2)⇒(3) は容易.
(3)⇒(1). 正規直交基 {u1, · · · , un} について T (ui) = λi ui (1 ≤ i ≤ n) とせよ. このとき

T ∗T (u1, · · · , un) = T ∗

(
(u1, · · · , un)

 λ1
. . .

λn

)

= T ∗(λ1u1, · · · , λnun) = (λ1T
∗(u1), · · · , λnT

∗(un))

= (λ1T
∗(u1), · · · , λnT

∗(un)) = T ∗(u1, · · · , un)

 λ1
. . .

λn


= (u1, · · · , un)

 λ1
. . .

λn

 λ1
. . .

λn


= (u1, · · · , un)

 |λ1|2
. . .
|λn|2

 .

TT ∗ の変換も同じ結果を与へるから T と T ∗ は可換であり, T は正規行列である.

行列 A から定まる線形変換 TA に関して 8.52 を適用すれば, 次が示される.

定理 8.53 ( Toeplitz の定理 ) A を正方行列とする. 次の 3 条件は同値である.
(1) A は正規行列である.
(2) Unitary 行列 U が存在して U−1AU が対角行列になる.
(3) A の適当な固有 vectors (列 vectors) を並べると unitary 行列になる.
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命題 8.54 T を V の正規変換とし, その固有値の全体を {λ1, · · · , λr} とする. このと
き, 次が成り立つ.
(1) 固有空間W (λi, T ) は互ひに直交する.
(2) W (λi, T ) 上の恒等変換を Ii と書く. このとき, 直和分解

V = W (λ1, T )⊕ · · · ⊕W (λr, T )

が得られるが, これに応じて,

T = λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr

となる. これを T の spectrum 分解と称する.

証明 (1) 以下の様に 4.46 と同じ方法で証明できる. λ と µ を T の異なる固有値とし, 任意
に u ∈ W (λ, T ), v ∈ W (µ, T ) を取れば,

(λu,v) =
(
T (u),v

)
=
(
u, T ∗(v)

)
= (u, µv) = µ(u,v)

なので (u,v) = 0 でなくてはならない.
(2) 8.52 により T は適当な基に関して対角行列で表はれる. 一方 7.24 により, 左辺と右辺
の差は羃零変換であるから, その表現行列は羃零行列である. この 2 つのことから, その差
の表現行列は零行列である. よつて T について所望の分解が得られる.

演 習 問 題
8.55 次の行列 A について以下の問に答へよ.

A =
1

5

 10 + i −4 + 2i −12i
−10 5 −2 + 4i
8i −10i 10− i

 .

(1) A が Hermite 行列ではないが正規行列であることを確かめよ.
(2) A2 は Hermite 行列であることを確かめよ.
(3) Unitary 行列 P を求めて P−1AP = B を対角行列とせよ.(

答例 (一通りではない) : P = 1
5

[ −3− i −1−2 i −1+3 i
−1−3 i −3+1 i 1−2 i
1+2 i −3− i −3− i

]
, B =

[
i
−i

5

] )

8.56 次の 2 つは同値であることを示せ.
(1) 2s 個の行列 A1, A1

∗, · · · , As, As
∗ のどの 2 つも交換可能とする.

( 特に A1, · · ·, As は正規行列である )

(2) Unitary 行列 P が存在して P−1A1P , · · ·, P−1AsP がすべて対角行列となる.
( c.f. 4.45 と同様に, この状況を A1, · · ·, As は unitary 行列で同時対角化されるといふ. )

( Hint : 8.53 (Toeplitz の定理) の証明の考へ方を応用せよ. )
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8.6 正定値 Hermite 行列

定義 8.57 Hermite 変換 T の固有値がすべて正のとき, T は正定値 Hermite 変換と呼
ばれる. これは, 写像

V × V → C, (u,v) 7−→ (T (u),v)

が Hermite 内積になることに他ならない. また, T の固有値がすべて非負であるとき, T
は半正定値 Hermite 変換と呼ばれる.

定義 8.58 Hermite 行列 A の固有値がすべて正のとき, A は正定値 Hermite 行列と呼
ばれる. これは, 写像

Cn × Cn → C, (u,v) 7−→ tuAv

が Hermite 内積になることに他ならない. また, A の固有値がすべて非負であるとき, A
は半正定値 Hermite 行列と呼ばれる.

命題 8.59 V の Hermite 変換 T について, 次が成り立つ.
(1) T が正定値 Hermite 変換 ⇐⇒ 任意の u ∈ V , u ̸= 0 について (T (u),v) > 0.
(2) T が半正定値 Hermite 変換 ⇐⇒ 任意の u ∈ V について (T (u),v) ≥ 0.

証明 (1) Hermite 変換は正規変換であつたから, 8.52 により, V には T の固有 vectors か
らなる正規直交基が存在する. それを u1, · · ·, un とし, それぞれの固有値を λ1, · · ·, λn と
する. 任意に u ∈ V をとり, u = a1u1 + · · ·+ anun と書けば,(

T (u),u
)
= (a1u1 + · · ·+ anun, u) = λ1|a1|2 + · · ·+ λn|an|2

を得る. これにより, すべての λj が正であることと, u ̸= 0 について
(
T (u),u

)
> 0 である

ことが同値である.
(2) の証明は (1) と同様であるから省略する.

命題 8.60 T が正定値 (半正定値) Hermite 変換であるためには, T = S2 を満たす正定
値 (半正定値) Hermite 変換 S が存在することが必要十分である. またこのとき, S は一
意的に存在する.

証明 半正定値の場合も正定値の場合と同様に証明できるから, 正定値の場合のみ示す.
(必要性) T を spectrum 分解して

T = λ1I1 ⊕ · · · ⊕ λrIr, (λi > 0)

とせよ. ここで
S =

√
λ1I1 ⊕ · · · ⊕

√
λrIr

とおくと, T = S2 で
(8.61) W (λi, T ) = W (

√
λi, S) (1 ≤ i ≤ r)

であることが確かめられる (問とする : 8.62). よつて S も正定値 Hermite 変換である. 次
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に S の存在の一意性を示す. いま, S ′ も Hermite 変換で T = S ′2 を満すとせよ. S ′ の異な
る固有値のすべてを µ1, · · ·, µs とし, 各 1 ≤ i ≤ s について I ′i を W (µi, S

′) の恒等変換と
すれば, S ′ は

S ′ = µ1I
′
1 ⊕ · · · ⊕ µsI

′
s

と spectrum 分解される. このとき, S ′2 = T であることから s = r で, 番号を付け替へれば
µ1

2 = λ1, · · ·, µr
2 = λr となることがわかる. このことから容易に S ′ = S がわかる.

(十分性) これは明らかである.

問 8.62 (8.61) を証明せよ.

8.60 を行列の言葉で述べておく.

命題 8.63 正方行列 A が (半) 正定値 Hermite 行列であるためには, A が Hermite 行列
で A = B2 となる (半) 正定値 Hermite 行列 B が存在することが必要十分である.

定義 8.64 半正定値 Hermite 変換 T に対して T = S2 となる半正定値 Hermite 変換
S を

√
T で表す. 同様に, 半正定値 Hermite 行列 A に対して A = B2 となる半正定値

Hermite 行列 B を
√
A で表す.

補題 8.65 ℓ ∈ N, 対角化可能な線形変換 H と H の固有値 α に関して次が成り立つ :

W (α,H) = W (αℓ, Hℓ).

証明 基を定めておき, H の表現行列を Aとすれば正則行列 P とH の固有値を対角成分に持
つ行列 B が存在して, A = PBP−1 と書ける. このとき A2 = (PBP−1)(PBP−1) = PB2P−1

となるから, P の任意の列 vectorは Aのある固有値 αに関する固有 vectorであり,同時に A2

の固有値 α2 に関する固有 vector でもある. 具体的に書けば次の様になる. A の固有値のす

べてを, 重複も込めて α1, · · ·, αn と書き, B =

[ α1 . . .
αn

]
とおいて, P = [p1 · · · , pn ]

によつて B = P−1AP となつてゐるものとする. このとき A2 の固有値の全体は, 重複も込
めて α1

2, · · ·, αn
2 であり, P−1A2P = B2 となつてゐる. つまり Api = αi pi, A2 pi = αi

2 pi

である. それゆゑ W (αi, A) ⊂ W (αi
2, A2) であるが, 3.48 と合はせると

n =
r∑

i=1

dimC W (αi, A) ≤
r∑

i=1

dimC W (αi
2, A2) = n.

よつて W (αi, A) = W (αi
2, A2). ℓ > 2 の場合も同様に示される.
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定理 8.66 (1) Hermite 空間の任意の同型変換 T は, ある正定値 Hermite 変換 H とあ
る unitary 変換 U の積として T = HU の形に一意的に書かれる. このとき HU = UH

であるためには T が正規変換であることが必要十分である.
(2) 任意の正則行列 A は, ある正定値 Hermite 行列 B とある unitary 行列 C の積とし
てA = BC の形に一意的に書かれる. このとき BC = CB であるためには A が正規行
列であることが必要十分である.

証明 (1) 仮定より 0 は T の固有値ではない. また T ∗ も正則である. 線形変換 TT ∗ は
Hermite 変換なので 8.30 により, TT ∗ の全ての固有値は実数である. ゆゑに(

TT ∗(u),u
)
= (T ∗(u), T ∗(u)) > 0

である. つまり TT ∗ は正定値 Hermite 変換である. 8.60 により
√
TT ∗ が存在するから, そ

れを H とおく. H は正則変換である. さらに U = H−1T とおくと
UU∗ = (H−1T )(H−1T )∗ = H−1TT ∗H−1 = H−1H2H−1 = I

であり, U が Unitary 変換であることがわかつた. これで, 所望の表示 T = HU が得られ
た. 次に, この形の表示の一意性を示さう. いま 2 通りに T = H1U1 = H2U2 と表されたと
せよ. このとき

H2 = H1U1U2
−1, H2 = H2

∗ = (U2
−1)∗U1

∗U1
∗ = U2U1

−1H1

であるから
H2

2 = (H1U1U2
−1)(U2U1

−1H1) = H1
2

となる. H1 も H2 も正定値 Hermite 変換なので H1 = H2. これより U1 = U2 が従ふ.
次に T を正規変換とする. T ∗T = TT ∗ から (HU)∗HU = HU(HU)∗ であるが, これは
H2U = UH2 を意味する. しかるに, 8.65 と 6.27 により, これは HU = UH と同値である.
逆に, HU = UH ならば T が正規変換になることは, この議論を逆に辿ればよい.
(2) 同型変換の表現行列は正則行列, Hermite 変換の表現行列は Hermite 行列, unitary 変換
の表現行列は unitary 行列であつて, 変換の合成の表現行列は表現行列の積であるから, (1)
より (2) が従ふ.

注意 8.67 1 次元空間の場合, H は正の実数倍であり, それは複素数平面の原点を中心にし
た拡大写像であり, U は絶対値 1 の複素数を掛けること, つまり原点中心の回転を表す. 任
意の正則変換はこれらの合成であるから, 8.66 は, この事実の一般化である. 行列の言葉で
言へば, 任意の複素数 z が z = reiθ と表示されることの類似である.

問 8.68 8.66 の主張の T = HU を T = UH に変へた場合に, 主張は成立するか.
(Hint : 8.29, 8.37, および t(HU) = tU tH. )
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