
実施 : 2021 年 7 月 19 日 (月) 10:50-12:20, 12-201 室

2021 年度 前 期 中 間 試 験 (問題 兼 解答用紙)
開講学部 評点小計

理工学部

問題枚数 両面印刷 別紙解答用紙 試験時間 試 験 科 目 名 出 題 者

1/2 有 なし 80 分 線 形 代 数 4 月曜 2 時限,
教科書 : Original 大 西 良 博

持込許可物件 所属学部 所属学科 学年 クラス 学 籍 番 号 (9 桁) 氏 名

なし 理工学部 学科 年

評 点

注意 1. 最終的な答に至る途中の説明をできるだけ詳しく書くこと. 最終結果だけでは得点できない.
注意 2. 学生証, 記名用のペン, 鉛筆またはシャープペンシル, 消しゴム以外は机の上に置かないこと.

注意 3. 試験場の静粛を保つために, 退出は開始 60 分後の時点の一回限りとする.
注意 4. 3a と 3b および 7a と 7b は選択問題である.

1 (15 点) A と B が直交行列のとき AB も直交行列であることを
示せ.

解答例, 略解. 仮定より, tAA “ tBBI. このとき

tpABqpABq “ tBtAAB “ tBIB “ tBB “ I

となるから AB も直交行列である.

2 (15 点) 実対称行列 A “

»

–

2 2 6
2 ´3 4
6 4 1

fi

fl に対し,

B “ P ´1AP が対角行列となる直交行列 P を求め, B も記せ.

解答例, 略解. A の固有多項式は

φAptq “ t3 ´ 63t ´ 162 “ pt ` 3qpt ` 6qpt ´ 9q.

各固有値 (に対する固有 vectorsを並べたものを, 正規直交化（既
に互ひに直交してゐるので, 大きさの調整のみ）し, それらが列
vectors をなす行列を P とすると（一意的ではない）

P “

»

–

´2 2 1
´1 ´2 2

2 1 2

fi

fl

となり

P ´1AP “

»

–

´3
´6

9

fi

fl

である.

3a (15 点) A を n 次の実対称行列とせよ. Rn には標準内積を入
れておく. u, v P Rn を A の固有値 λ, µ に対する固有 vectors とせ
よ. このとき λ ‰ µ ならば u K v であることを示せ.

3b (15 点) 方程式 ´ 6x2 ´ 24xy ` y2 ` 60x ` 20y “ 0 の標準形
を求め, これが表す xy 平面上の図形の概形を図示せよ.
（x 軸, y 軸との交点の座標, 漸近線なども可能な限り明示せよ.）

3a
証明 内積の性質と tA “ A を使つて,

λpu,vq “ pλu,vq “ pAu,vq

“ pu, tAvq “ pu,Avq “ pu, µvq “ µpu,vq

よつて pλ ´ µqpu,vq “ 0 である. しかるに λ ‰ µ ゆゑ λ ´ µ ‰ 0
であり, pu,v “ 0でなければならない. よつてu K v である.

3b の略解は 3 page 目に書いてある.

4 (10 点) T を内積空間 V の線形変換とする. T が直交変換であるためには T がどの vector の長さも変へないこと, 即ち }T puq} “ }u}

が全ての u P V について成り立つことが必要十分であることを示せ. 但し }u} は u の norm を表す.

解答例, 略解. 必要性 :
›

›T puq
›

›

2
“ pT puq, T puqq “ pu,uq “ }u}2.

十分性 :

2pT puq, T pvqq “ pT pu ` vq, T pu ` vqq ´
›

›T puq
›

›

2
´

›

›T pvq
›

›

2
“

›

›T pu ` vq
›

›

2
´

›

›T puq
›

›

2
´

›

›T pvq
›

›

2
“ }u ` v}2 ´ }u}2 ´ }v}2 “ 2pu,vq

より, T は直交変換.



5 (20 点) 方程式 2x2 ´ 3y2 ` z2 ` 4xy ` 12zx ` 8zy “ 9 で定義
される 2 次曲面の標準形を求めよ. また得られた標準形の表す曲面
の概略（座標軸の名称は入れること）を図示し, その曲面の名称も
記せ. （ 2 の結果を利用してよい.）

解答例, 略解. 新座標を pX,Y,Zq とする.
問題 2 の解答から, この曲面の標準形は

´3X2 ´ 6Y 2 ` 9Z2 “ 9 即ち

´
X2

3
´

2Y 2

3
` Z2 “ 1.

これは 二葉双曲面 である.

Z

X

Y

6 (15 点) 次の行列の最小多項式を求めよ.
»

—

—

—

—

—

—

–

2 1
2 1

2
2

5
5

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

解答例, 略解. この行列を A とおく. A は
»

–

2 1
2 1

2

fi

fl, r 2 s,

„

5
5

ȷ

を対角に並べたものであり, それぞれの最小多項式は

pt ´ 2q3, t ´ 2, t ´ 5

である. これらの最小公倍数が求める最小多項式であり,

µAptq “ pt ´ 2q3pt ´ 5q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ Ans.

学籍番号
7a (10 点) T1, T2 はともに, C 上の vector 空間 V の対角化可能な
線形変換であるとし, T1T2 “ T2T1 が成り立つてゐるとする. このと
き V の基が存在して, その基に対する T1 と T2 の表現行列がどち
らも対角行列になる. これを証明せよ.

7b (10 点) A を n 次羃等行列とする. n 次正則行列 P が存在して

P ´1AP “

»

—

—

—

—

—

–

1
. . .

1
0 . . .

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

の形となることを示せ.

解答例, 略解. 7a については, 課題解説「2020.07.05（月）（4-
09）」にある linalg4_exer_09B で解説しておいた.
7b については, 講義の録画「線形代数 4（11）2020.07.13（火）」
にある linalg4_lec_11A を見られたい.



3b

解答例, 略解. x, y 軸との交点は p0,0q, p0, ´20q, p10,0q.
計算は省略するが

x “ x1 ` 1, y “ y1 ` 2

と変換すれば x, y の 1 次の項が消えて

´6x12 ´ 24x1y1 ` y12 ` 50 “ 0

となる. これは

r x1 y1 sA
” x1

y1

ı

“ ´50, 但し A “

”

´6 ´12
´12 1

ı

と書ける.
φAptq “ pt ´ 10qpt ` 15q

固有 vectors を求めて, それらを直交化し, 列 vectors に並べ
て得られる直交行列を T とする :

T “ 1
5

”

´3 ´4
4 ´3

ı

.

B :“ tTAT “

” 10
´15

ı

,
” x2

y2

ı

“ T
” x1

y1

ı

10x22
´ 15y22

“ ´50,

6 2x22
´ 3y22

“ ´10 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨（標準形）.

漸近線は（大変なので時間に余裕があればでよい）
?

2x2 ˘
?

3y2 “ 0 より
p´3

?
2 ˘ 4

?
3qx ` p˘3

?
3 ` 4

?
2qy ` 5p´

?
2 ¯ 2

?
3q “ 0.

x, y 軸との交点は

px,yq “ p0, ´10 ´ 5
?

6q “ p0, ´22.24 ¨ ¨ ¨ q,

“ p0, ´10 ` 5
?

6q “ p0,2.24 ¨ ¨ ¨ q,

“ p5
?

6
3 ` 5, 0q “ p9.08 ¨ ¨ ¨ ,0q,

“ p´5
?

6
3 ` 5, 0q “ p0.91 ¨ ¨ ¨ ,0q.

O
x

y

p1, 2q

´20

10



記
号

N
…
自
然
数
全
体

,
Z
…
整
数
全
体
の
な
す
環

,
Q
…
有
理
数
全
体
の
な
す
体

,
R
…
実
数
全
体
の
な
す
体

,
C
…
複
素
数
全
体
の
な
す
体

,
I
…
単
位
行
列

.

既
習
事
項
の
ま
と
め

(1)
行
列
の
主
成
分
と
は

,各
行
に
お
け
る

0
で
な
い
最
も
左
に
あ
る
成
分
の
こ
と
で
あ
る

.
従
つ
て
主
成
分
が
存
在
し
な
い
行
も
あ
り
得
る

.
(2)

簡
約
行
列
と
は“
右
下
り
の
優
し
い
階
段
状
”の
行
列
で
あ
つ
て

,主
成
分
が
す
べ
て

1
で

,主
成
分
の
あ
る
行
は
主
成
分
以
外
は
す
べ
て

0
で
あ
る
も
の
の

こ
と

.
(3)

ど
ん
な
行
列
も
基
本
変
形
（
掃
き
出
し
法
）
に
よ
り
簡
約
行
列
に
変
形
（
簡
約
化
）
で
き

,結
果
は
一
意
的
で
あ
る

.
そ
れ
に
よ
り

,連
立

1
次
方
程
式
を
解

く
こ
と
が
で
き
る

.
(4)

Vector空
間

V
の
部
分
集
合

X
に
つ
い
て

,そ
の
中
に

r
個
の

vectorsか
ら
な
る

1
次
独
立
な
組
が
あ
り

,し
か
も

X
の
ど
ん
な

r
`

1
個
の

vectors
も

1
次
従
属
で
あ
る
と
き

,
r
を

X
の
最
大

1
次
独
立
数
と
呼
ぶ

.
(5)

Vector空
間

V
の
最
大

1
次
独
立
数
を
与
へ
る
集
合

B
を

V
の
基
ま
た
は
基
底
と
い
ふ

.
r
を

V
の
次
元
と
呼
ん
で

dim
pV

qま
た
は

dim
V
と
記
す

.
(6)

Vector
空
間

V
か
ら
そ
れ
自
身
へ
の
線
形
写
像
を
線
形
変
換
と
い
ふ

.
‹
以
下

V
は

vector
空
間

,基
tu

1 ,¨¨¨
,u

n
u
は

V
の
基

,
T

,
T

1 ,
T

2
等
は

V
Ñ
は
線
形
変
換
で
あ
る
と
す
る

.
‹

A
,

B
は

n
次
正
方
行
列
と
す
る

.
(1)

`T
pu

1 ,¨¨¨
,T

pu
n

q
˘

“
pu

1 ,¨¨¨
,u

n
q
A
と
な
る
行
列

A
を
こ
の
基
に
関
す
る

T
の
表
現
行
列
と
呼
ぶ

.
(2)

線
形
写
像

T
:

U
Ñ

V
に
つ
い
て

K
erpT

q
“

t
u

P
U

|T
pu

“
0

V
u
を

T
の
核

,nullpT
q

“
dim

`K
erpT

q
˘

を
T
の
退
化
次
数

,
Im

pT
q

“
t

T
pu

q
|u

P
U

u
を

T
の
像

,rank
pT

q
“

dim
`Im

pT
q
˘

を
T
の
階
数
と
い
ふ

.
(3)

φ
A

ptq
“

|tI
´

A
|を

A
の
固
有
多
項
式
と
称
す
る

.
(4)

A
u

“
λ

u
（
あ
る
い
は

T
pu

q
“

λ
u）
と
な
る

scalar
λ
と

u
‰

0
が
存
在
す
る
と
き

,そ
れ
ぞ
れ
を

A
の
（
あ
る
い
は

T
の
）
固
有
値

,固
有
値

λ
に

対
す
る
固
有

vector
と
称
す
る

.
(5)

W
pλ

,A
q

“
tu

|A
u

“
λ

u
u
を

λ
に
対
す
る

A
の
固
有
空
間
と
称
す
る

.
(6)

W
pλ

,T
q

“
tu

|T
pu

q
“

λ
u

u
を

λ
に
対
す
る

T
の
固
有
空
間
と
称
す
る

.
(7)

λ
が

A
の
固
有
値
で
あ
る
た
め
に
は

φ
A

pλ
q

“
0
で
あ
る
こ
と
が
必
要
十
分

.
(8)

C
ayley-H

am
ilton

の
定
理

:
φ

A
pA

q
“

O
,

φ
T

pT
q

“
O

.
(9)

Vector
空
間

V
線
形
変
換

T
の

V
の
適
当
な
基
に
関
す
る
表
現
行
列

A
に
対
し

φ
T

ptq
“

φ
A

ptqと
定
め

,こ
れ
を

T
の
固
有
多
項
式
と
呼
ぶ

.
φ

T
ptq

は
V
の
基
の
選
び
方
に
依
存
し
な
い

.
(10)

あ
る
正
則
行
列

P
が
存
在
し
て

B
“

P
´

1A
P
と
な
る
と
き

,
A
と

B
は
相
似
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
(11)

正
則
行
列

P
が
存
在
し
て

P
´

1A
P
が
対
角
行
列
に
な
る
と
き

,
A
は

P
に
よ
り
対
角
化
さ
れ
る
と
い
ふ

.
ま
た
こ
の
と
き

,
A
は
対
角
化
可
能
で
あ
る
と

い
は
れ
る

.
T
の
表
現
行
列

A
が
対
角
化
可
能
で
あ
る
と
き

,
T
は
対
角
化
可
能
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
(12)

A
が
対
角
化
可
能

ð
ñ

ř

λ
dim

W
pλ

,A
q

“
n.
但
し

,和
は

A
の
固
有
値

λ
の
す
べ
て
に
渡
る

.
(13)

T
が
対
角
化
可
能

ð
ñ

ř

λ
dim

W
pλ

,T
q

“
dim

V
.
但
し

,和
は

T
の
固
有
値

λ
の
す
べ
て
に
渡
る

.
(14)

任
意
の

u,
v

P
V
に
対
し

pu
,v

q
P
R
が
定
め
ら
れ
て
ゐ
て

,第
1
変
数
に
つ
い
て
も
第

2
変
数
に
つ
い
て
も
線
形
性
を
持
ち

,さ
ら
に
任
意
の

u,
v
に

つ
い
て

pu
,v

q
“

pv
,u

q
が
成
り
立
ち

,
pu

,u
q

“
0

ð
ñ

u
“

0
を
満
た
す
と
き

,
V
に
は
内
積

p
,

q
が
定
め
ら
れ
て
ゐ
る
と
い
ひ

,そ
の
様
な

V
を

内
積
空
間
と
称
す
る

.
(15)

内
積
空
間

V
に
お
い
て
は

}u
}

“
pu

,u
q
な
る
記
法
を
用
い
る

.
こ
れ
は

u
の

norm
と
呼
ば
れ
る

.
(16)

内
積
空
間
に
お
い
て

pu
,v

q
“

0
と
な
る

vectors
u,

v
は
直
交
す
る
と
い
は
れ

u
K

v
と
記
さ
れ
る

.
(17)

実
正
方
行
列

P
は

tP
P

“
I
を
満
た
す
と
き

,直
交
行
列
と
呼
ば
れ
る

.
こ
れ
は

P
tP

“
I
と
同
値
で
あ
る

.
(18)

任
意
の

u,
v

P
V
に
対
し
て

pT
pu

q,T
pv

qq
“

pu
,v

q
と
な
る
と
き

T
は
直
交
変
換
で
あ
る
と
い
は
れ
る

.
(19)

T
が
直
交
変
換
で
あ
る
こ
と
と

T
の
表
現
行
列
が
直
交
行
列
で
あ
る
こ
と
は
同
値

.
(20)

実
正
方
行
列

P
が
直
交
行
列
で
あ
る
た
め
に
は

,
A
の
列

vectors
の
長
さ
が
全
て

1
で
か
つ
互
ひ
に
直
交
す
る
こ
と
が
必
要
十
分
で
あ
る

.
(21)

tA
“

A
の
と
き

A
は
対
称
行
列
と
称
さ
れ
る

.
(22)

ど
ん
な
対
称
行
列
も
直
交
行
列
に
よ
り
対
角
化
さ
れ
る

.
(23)

A
“

ra
ij s2

ˆ
2
が
実
対
称
行
列
の
と
き

a
11

x
2

`
2
a

12
x

y
`

a
22

y
2

`
b1 x

`
b2 y

`
c

“
0
で
表
は
さ
れ
る

2
次
曲
線
は
平
行
移
動
と
直
交
変
換
を
合
せ
た

x
“

P
x

2`
d
に
よ
り
標
準
形

A
x

2 2
`

B
y

2 2
“

1
で
表
さ
れ
る
曲
線
に
合
同
変
形
さ
れ
る

.
(24)

A
“

ra
ij s3

ˆ
3
が
実
対
称
行
列
の
と
き

,
a

11
x

2
`

a
22 y

2
`

a
33

z
2

`
2
a

12
x

y
`

2
a

13
x

z
`

2a
23

y
z

`
c

“
0
で
表
は
さ
れ
る

2
次
曲
面
は
あ
る
直
交
行
列

P
で

x
“

P
x

1と
変
換
す
る
こ
と
に
よ
り
標
準
形

A
x

1 2
`

B
y

1d
1 2

`
C

z
1 2

“
1
で
表
さ
れ
る
曲
面
に
合
同
変
形
さ
れ
る

.
(25)

f1 ,
¨¨¨,

f
r

P
K

rtsと
d

“
d

ptq
“

gcd
pf1 ,¨¨¨

,f
r qに

対
し
て

d
“

g1 f1
`

¨¨¨
`

g
r f

r
な
る

g1 ,
¨¨¨,

g
r

P
K

rtsが
存
在
す
る

.
こ
の
様
な

g
j
は

r
ą

2
で
あ
つ
て
も
互
除
法
を
繰
り
返
せ
ば
求
め
ら
れ
る

.
(26)

K
rtsの

部
分
集
合

J
に
つ
い
て

J
`

J
Ă

J
と

JK
rts

Ă
J
が
成
り
立
つ
と
き

,
J
は

K
rtsの

idealで
あ
る
と
い
は
れ
る

.
(27)

V
の
部
分
空
間

W
1 ,

¨¨¨,
W

s
に
つ
い
て

,任
意
の

v
P

V
に
対
し

w
1

P
W

1 ,
¨¨¨,

w
s

P
W

s
が
一
意
的
に
存
在
し
て

v
“

w
1

`
¨¨¨

`
w

s
と
書
け
る
と

き
,

V
が

W
1 ,

¨¨¨,
W

s
の
直
和
で
あ
る
と
い
ひ

,
V

“
W

1
‘

¨¨¨
‘

W
s
と
記
す

.
(28)

A
（
あ
る
い
は
）

T
に
対
し

f
pA

q
“

O
（
あ
る
い
は

f
pT

q
“

O
）
が
成
り
立
つ
多
項
式

f
ptq

P
K

rtsの
う
ち
最
小
次
数
の
も
の
を

A
の
（
あ
る
い
は

T

の
）
最
小
多
項
式
と
呼
び

µ
A

ptq（
あ
る
い
は

µ
T

ptq）
と
記
す

.
(29)

A
が

T
の
表
現
行
列
で
あ
れ
ば

µ
T

ptq
“

µ
A

ptq.
µ

A
ptq

ˇˇφ
A

ptq.
µ

T
ptq

ˇˇφ
T

ptq.
(30)

µ
A

pλ
q

“
0

ð
ñ

φ
A

pλ
q

“
0.

µ
T

pλ
q

“
0

ð
ñ

φ
T

pλ
q

“
0.

(31)
T

1 T
2

“
T

2 T
1
の
と
き

,
T

1
の
各
固
有
空
間
は

T
2
に
よ
り
そ
れ
自
身
に
写
さ
れ

,
T

1
と

T
2
に
共
通
の
固
有

vector
が
存
在
す
る

.
(32)

T
1
と

T
2
が
と
も
に
対
角
化
可
能
で

T
1
の
各
固
有
空
間
は

T
2
に
よ
り
そ
れ
自
身
に
写
さ
れ
る
な
ら
ば

,
T

1 T
2

“
T

2 T
1
と
な
る

.
(33)

V
“

W
1

‘
¨¨¨

‘
W

s で
各

iに
つ
い
て

,
T

i が
W

i の
線
形
変
換
で
あ
る
と
せ
よ

.各
v

“
w

1
`

¨¨¨
`

w
s

(各
w

i
P

W
i )に

つ
い
て

T
pv

q
“

T
1 pw

1 q
`

¨¨¨
`

T
s pw

s q
と
定
め
ら
れ
る
線
形
変
換

T
を

T
1 ,

¨¨¨,
T

s
の
直
和
と
称
し
て

T
“

T
1

‘
¨¨¨

‘
T

s
と
記
す

.
(34)

A
2

“
A
で
あ
る
と
き

A
を
羃
等
行
列
ま
た
は
射
影
行
列
と
呼
ぶ

.
(35)

m
P
N
が
存
在
し
て

A
m

“
O
と
な
る
と
き

A
は
羃
零
行
列
と
呼
ば
れ
る

.


