
実施 : 2024 年 7 月 15 日 (月) 10:50-12:20, 12-304 室

2024 年度 前 期 中 間 試 験 (問題 兼 解答用紙)
開講学部 評点小計

理工学部
問題枚数 両面印刷 別紙解答用紙 試験時間 試 験 科 目 名 出 題 者

2 /4 p 有 なし 80 分 線 形 代 数 4 月曜 2 時限,
教科書 : Original 大 西 良 博

持込許可物件 所属学部 所属学科 学年 クラス 学 籍 番 号 (9 桁) 氏 名

なし 理工学部 学科 年

評 点

注意 1. 最終的な答に至る途中の説明をできるだけ詳しく書くこと. 最終結果だけでは得点できない.
注意 2. 学生証, 記名用のペン, 鉛筆またはシャープペンシル, 消しゴム以外は机の上に置かないこと.

注意 3. 試験場の静粛を保つために, 退出は開始 60 分後の時点の一回限りとする.

1 (10 点) 実対称行列の固有値は全て実数であることを示せ. 済
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Hint : 与へられた実対称行列 A を Matpn,Cq の元とみて, λ P C を
A の任意の固有値とせよ. 即ち Ax “ λx なる x ‰ 0 が存在する.
これの複素共役をとれば Ax “ λx である. ここで txAx を 2 通
りに計算することで, λ txx “ λ txxを示し,これから λ “ λを示せ.

,

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

-

証明. A を任意の n 次実対称行列とせよ. λ P C を A の固有値と
せよ. 即ち A P Matpn,Rq, tA “ A であり,

Ax “ λx

となる複素数成分の vector x ‰ 0 が存在する. この式の両辺の複
素共役をとれば

Ax “ λx （7 A は実行列）
を得る. このとき

λ txx “
t
p λx q x “ tpAx qx

“ tx tAx “ txAx “ txpλxq “ λtxx.

即ち,

(★) λ txx “ λtxx.

ここで x “

«

x1...
xn

ff

とすると x ‰ 0 である. よつて

txx “ x1 x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn xn “ |x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 ‰ 0

であるから, (★) から λ “ λ, 即ち λ P R を得る.

2 (10 点) 実対称行列 A “

„

´1 3
?

3
3
?

3 5

ȷ

に対し,

B “ P ´1AP が対角行列となる直交行列 P を求め, B も記せ. 済

略解.
φAptq “ t2 ´ 4t ´ 32 “ pt ` 4qpt ´ 8q.

固有空間は
W p´4,Aq “ R

„
?

3
´1

ȷ

,

W p8,Aq “ R
„

1?
3

ȷ

.

そこで

P “
1
2

« ?
3 1

´1
?

3

ff

とおくと,

B “ P ´1AP “ tPAP “

„

´4
8

ȷ



学籍番号

3 (15 点) 2 次曲線の方程式 ´x2 ` 6
?

3xy ` 5y2 ´ 4
?

3x ´ 28y “ 0 の標準形を求め, これが表す xy 平面上の図形の概形を図示せよ.
（x 軸, y 軸との交点の座標, 軸, 漸近線なども可能な限り明示せよ. 2 の結果を利用してよい. ） 済
略解. 計算を略すが, 中心は p

?
3 , 1q である. 2 の結果と合はせて

„

x2

y2

ȷ

“

„

x ´
?

3
y ´ 1

ȷ

P

とおく. このとき

rx ´
?

3 y ´ 1sA

„

x ´
?

3
y ´ 1

ȷ

“ ´x2 ` 6
?

3xy ` 5y2 ´ 4
?

3x ´ 28y ´ 20 “（与式の左辺）̀ 20 “ 20.

であり.
“ rx ´

?
3 y ´ 1sA

„

x ´
?

3
y ´ 1

ȷ

“ rx ´
?

3 y ´ 1stPBP

„

x ´
?

3
y ´ 1

ȷ

“ rx2 y2sBx2y2 “ ´4x22
` 8y22

なので,
´4x22

` 8y22
“ 20.

´x22
` 2y22

“ 5.

ゆゑに, 求める標準形は

´
x22

5
`

y22

5
2

“ 1.

漸近線は
ℓ1 : y ´ 1 “ ´

1
5

p´3
?

3 ` 4
?

2 qpx ´
?

3 q p“ 0.092 ¨ ¨ ¨ ˆ px ´
?

3 qq,

ℓ2 : y ´ 1 “ ´
1
5

p´3
?

3 ´ 4
?

2 qpx ´
?

3 q p“ ´2.170 ¨ ¨ ¨ ˆ px ´
?

3 qq.

O x

y

ℓ1

ℓ2

p
?

3 , 1q

28
5

4
?

3



4 (15 点) 実対称行列 A “

»

–

5 ´4 0
´4 3 ´4

0 ´4 1

fi

fl に対し,

B “ P ´1AP が対角行列となる直交行列 P を求め, B も記せ. 済
略解.

φAptq “ t3 ´ 9t2 ´ 9t ` 81 “ pt ´ 9qpt ´ 3qpt ` 3q.

W p9,Aq “ R

«

2
´2

1

ff

,

W p3,Aq “ R

«

´2
´1

2

ff

,

W p´3,Aq “ R

«

1
2
2

ff

.

P “
1
3

»

–

2 ´2 1
´2 ´1 2

1 2 2

fi

fl

B “ tPAP “

»

–

9
3

´3

fi

fl

学籍番号
5 (10 点) 方程式

5x2 ´ 8xy ` 3y2 ´ 8yz ` z2 “ 9
で定義される 2 次曲面の標準形を求めよ. また得られた標準形の
表す曲面の概略（座

::
標
::
軸
:::
の
::
名
::
称
::
は入れること）を図示し, その曲面

の名称も記せ. （ 4 の結果を利用してよい.）済
略解. 4 の記号を流用する.

«

x1

y1

z1

ff

“ P

«

x
y
z

ff

とおくと

（与式の左辺）“ rx y zsA

«

x
y
z

ff

“ rx y zstPBP

«

x
y
z

ff

“ rx1 y1 z1sB

«

x1

y1

z1

ff

“ 9x12 ` 3y12 ´ 3z12

となる. よつて求める標準形は

x12 `
y12

3
´

z12

3
“ 1.

z

x
y

一葉双曲面



6 (10 点) 実数を成分とする交代行列の固有値はすべて純虚数（但
し 0 も許す）であることを示せ. 済
（Hint: 実対称行列の固有値はすべて実数であることの証明と同様にできる. ）

証明. A を任意の n 次実対称行列とせよ. λ P C を A の固有値と
せよ. 即ち A P Matpn,Rq, tA “ A であり,

Ax “ λx

となる複素数成分の vector x ‰ 0 が存在する. この式の両辺の複
素共役をとれば

Ax “ λx （7 A は実行列）
を得る. このとき

λ txx “
t
p λx q x “ tpAx qx

“ tx tAx “ ´txAx “ ´txpλxq “ ´λtxx.

即ち,

(◆) λ txx “ ´λtxx.

ここで x “

«

x1...
xn

ff

とすると x ‰ 0 である. よつて

txx “ x1 x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn xn “ |x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 ‰ 0

であるから, (◆) から λ “ ´λ, 即ち λ P iR を得る.

7 (10 点) t を不定元とする. 次の集合 M は Rrts の ideal である
か否か,
理由を付けて答へよ. 済
(1) M “ t fpxq P Rrts | fp2q “ 0, f 1p1q “ 0 u.

略解. pt ´ 2qt P M , t P Rrts であるが
pt ˆ pt ´ 2qtq1|t“1 “ p3t2 ´ 4tq|t“1 “ 3 ´ 4 “ 1 ‰ 0

なので, I2 が不成立. よつて ideal ではない.

(2) M “ t fptq P Rrts | fp1q “ 0, f 1p1q “ 0 u.

略解. fptq P M , gptq P Rrts のとき
pfptqgptqq|t“1 “

`

f 1ptqgptq ` fptqg1ptq
˘

|t“1

“
`

f 1p1qgp1q ` fp1qg1p1q
˘

|t“1 “ 0
となり I2 が成立. I1 が成立することは容易にわかる. よつて M

は ideal である.

学籍番号

8 (10 点) a1, a2, a3, a4, a5 P R4 について,
A “ r a1 a2 a3 a4 a5 s,

W1 “ Ra1 `Ra2 `Ra3, W2 “ Ra4 `Ra5

とおく. 以下の問に答へよ. 済
(1) A の簡約化が

B “

»

—

–

1 ´1 0 3 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

fi

ffi

fl

となつた. このとき R4 “ W1 ` W2は正しいか否か. また, R4 “

W1 ‘ W2 は正しいか否か. 理由を付けて答へよ.

略解. rank pBq “ 3ゆゑ dimpW1 ` W2q “ 3であるが, dim R4 “ 4
なので R4 Ľ W1 ` W2. であるから, R4 “ W1 ` W2は正しくない.
従つて, R4 “ W1 ‘ W2 も正しくない.
ちなみに, 簡約化の結果から

W2 Q a4 “ 3a1 ` a3 P W1,

である. よつて, R4 “ W1 ‘ W2 は正しくない.

(2) A の簡約化が

B “

»

—

–

1 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

fi

ffi

fl

となつた. このとき R4 “ W1 ‘ W2 は正しいか否か.
理由を付けて答へよ.

略解. 簡約化の結果から,
W1 “ Ra1 `Ra3,

W2 “ Ra4 `Ra5

で, a1, a3, a4, a5 は 1 次独立である. よつて, R4 “ W1 ` W2 も
R4 “ W1 ‘ W2 も正しい.

9 (10 点) 次の行列 A の最小多項式 µAptq を記せ. 済

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

–

3 1
3

3 1
3

´2 1
´2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

結果のみでよい.

略解. φAptq “ pt ´ 3q2pt ` 2q2.


