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定義 1. 複素平面上の曲線 γ と点 a ∈ C について

n(γ, a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a

と書いて, これを γ の a に関する纏数 (まつわり数) と呼ぶ.

定義 2. γ を領域 Ω 内の閉曲線とせよ. Ω に属さない任意の点 a に対し n(γ, a) = 0 となるとき, γ は Ω にお
いて 0 に homologue であるといふ.

1 f(x) は領域 Ω で定義された有理型函数であるとし, その零点を {aj}, 極を {bk} とせよ. このとき, Ω 内の
0 に homologue な閉曲線 γ について

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
j

n(γ, aj)−
∑
k

n(γ, bk)

となることを示せ. (偏角の原理)

2 f(x) は領域 Ω で定義された有理型函数であるとし, その零点を {aj}, 極を {bk} とせよ. g(z) を Ω 上の正
則函数とせよ. このとき, Ω 内の 0 に homologue な閉曲線 γ について,

1

2πi

∫
γ

g(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

∑
j

n(γ, aj)g(aj)−
∑
k

n(γ, bk)g(bk)

となることを示せ. (偏角の原理の一般化)

3 Λ = ω′Z+ ω′′Z を C 内の格子 (階数 2 の Z 加群) とする. u ̸∈ Λ とせよ. このとき

℘(u|Λ) = 1

u2
+

∑
ℓ∈Λ
ℓ̸=0

{
1

(z − ℓ)2
− 1

ℓ2

}
,

℘′(u|Λ) = −2
∑
ℓ∈Λ

1

(z − ℓ)3

は収束することを示せ.

4 g2, g3 を講義中に定義した値とする. (このとき ℘′(u)2 = 4℘(u)3 − g2℘(u)− g3.)

σ(u) = u exp

{
−
∫ u

0

∫ u

0

(
℘(u)− 1

u2

)
du

}
の u = 0 の周りでの Taylor 展開の u7 までを g2, g3 を用いて書け.



5∗ Frobenius-Stickelberger の公式

(−1)(n−1)(n−2)/2
( n−1∏
j=1

j!
) σ(∑n

i=1 u
(i))

∏
i<j σ(u

(i) − u(j))∏
j σ(u

(j))n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ℘(u(1)) ℘′(u(1)) · · · ℘(n−2)(u(1))
1 ℘(u(2)) ℘′(u(2)) · · · ℘(n−2)(u(2))
...

...
...

. . .
...

1 ℘(u(n)) ℘′(u(n)) · · · ℘(n−2)(u(n))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
を証明せよ. Kiepert の公式

(−1)(n−1)
(n−1∏
j=1

j!
)2 σ(nu)

σ(u)n2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
℘′(u) ℘′′(u) · · · ℘(n−1)(u)
℘′′(u) ℘′′′(u) · · · ℘(n)(u)

...
...

. . .
...

℘(n−1)(u) ℘(n)(u) · · · ℘(2n−3)(u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
を証明せよ.

6 一般に u ∈ C について記号 u′, u′′ で u = u′ω′ + u′′ω′′ で定まる u′, u′′ ∈ R を表す. ℓ ∈ Λ, u, v ∈ C につ
いて

χ(ℓ) = exp( 12ℓ
′ + 1

2ℓ
′′ + 1

2ℓ
′ℓ′′), L(u, v) = u(v′ℓ′ + v′′ℓ′′)

とする. このとき
σ(u+ ℓ) = χ(ℓ)σ(u) expL(u+ 1

2ℓ, ℓ)

を
σ(u+ ω′) = −σ(u) exp{(u+ 1

2ω
′)η′}, σ(u+ ω′′) = −σ(u) exp{(u+ 1

2ω
′′)η′′}

から示せ.


