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はじめに

「代数学 5」と「代数学 6」では Galois 理論を学ぶ. Abel や Galois 達によつて証明された 5 次以
上の一般代数方程式には代数的な解の公式が存在しないといふ定理はGalois 理論を生み出す動機で
あつたが, Galois 理論自体はそれだけを目的にしたものではなく, もつと広い内容を持つてゐる. そ
れを汲み取つていただくために, 「代数学 5」と「代数学 6」を学ぶに際しては,
(1) 体にはどの様なものがあるのか, また,
(2) 体から体への準同型（それは, 本質的には, 必然的に単射となる）にはどの様なものがあるか
の 2 つを常に問題意識として持つておいていただきたい. これら講義の目標はこの問題に対する答
を理解し, 多くの体を（別個にではなくて）自己同型写像のなす群を使つて統一的に捉へる感覚を養
ふことに尽きる.
数学の書物を読むには, 定義, 定理, 証明の連鎖を緻密に追跡し, そのあとで例を作つてみる, と

いふのが重要である. さらに, 良い例に接したあとに, 道を遡つて, その例のどこが理論化されたの
かを肉付けしていくといふことも必要である. この note にはできるだけ例に接しられる様な問題を
入れておいた. また, 第 11 節で述べるいくつかの例が, この講義で述べる理論の流れを掴むのに有
用であらうと信じる.
さらに, Android の Smart-phone をお持ちであれば, 是非 paridroid を install していただき,

いろいろな例の計算を試して欲しい. iPhone をお持ちの場合は Sage Math である程度代用できる.
Computer をお持ちの方には pari/GP を install していただきたい.
この講義 note の第 2 章 体論 は, 主に [N] の第 4 章 体論 によつて構成されてをり, 節末問題や

ところどころの詳細な議論で [Iy] を参考にしてゐる. 参照の便宜のために, 第 1 章で 環論について
述べておいた. 概ね, 第 9 節から 17 節が「代数学 5」の範囲で, 第 18 節以降が「代数学 6」の範囲
であるが, 初回の講義で適宜, 第 1 章を参考に, 環についての復習がなされるであらう.
この講義 note の作成にあたり, 2017 年度の名城大学理工学部数学科の受講生には, 多くの誤植

をご指摘していただいた. そのお陰で, かなり完成度の高いものになつたと思ふ. また 2024 年 3 月
に水野義紀氏から, 気付きにくい誤植をいくつかご指摘いただいた. ここに深く感謝申し上げる次第
である.
最後に方程式の可解性に関しての定式化について, 一言だけ触れておきたい. 第 28 節で学ぶ, 羃

根による拡大については, [Iy] の定義を採用した. この定義は [N] のそれより精密であるが, 持ち上
げや合成に関して保たれないため, 関連する種々の性質を導くのに手間が掛かる. しかし, [Iy] の定
義を採用してゐる書物は少ないから, その事を解説する講義も恐らく少ないと思はれる. それゆゑ,
名城大学の数学科の講義で, きちんと取り上げておく意味はあるだらうと判断し採用した.

大西 良博
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記号や言葉の約束

この講義録では以下の慣用的な記号や言葉使ひを用ゐる.
(1) N で自然数（正の整数）の全体, Z で整数環, Q で有理数体, R で実数体, C で複素数体を表す.
(2) 多項式 fpxq に対し fpxq “ 0 の根（あるいは解）を単に fpxq の根（あるいは解）と呼ぶことが多い（8.1 を見よ）.
(3) 集合 B とその部分集合 A Ă B および C と写像 σ :B Ñ C について, σ|A で σ の定義域を A に制限した写像（制

限写像）を表すものとする.
(4) 集合 A に対し #A でその要素の個数（濃度）を表す.



第 1章 環 に つ い て の 準 備

§ 1. 環と体の概念, 環の準同型

はじめに, 環と体の概念を思ひ出しておく.

定義 1.1. 集合 R が次の 4 つの条件を満たすとき, R は環 と呼ばれるのであつた.
R0. 加法と呼ばれる演算 RˆR ÑR, pa, bq ÞÑ a` b, 及び乗法と呼ばれる演算 pa, bq ÞÑ ab が与
へられてゐる. これらについて以下が成り立つ. 但し, a, b, c は R の任意の元である.

R1. R は加法に関して可換群である.
（通常, 加法の単位元（一意的に存在）を 0R や 0 で表し, a PR の逆元は ´a で表す.）

R2. 乗法の結合法則 : pabqc“ apbcq.
R3. 左右の分配法則 : apb` cq “ ab` ac, pb` cqa“ ba` ca.

定義 1.2. 環 R が次の性質を有するとき, R は単位的環と呼ばれる :
R4. ある元 1 “ 1R PR が存在して, R の任意の元 x に対して 1x“ x1 “ x が満たされる.

問 1.3. 次の問に答えよ.
(1) 環 R の任意の元 a, b PR について 0a“ a0 “ 0, ´ab“ p´aqb“ ap´bq となることを示せ.
(2) 単位的環 R に対し, 乗法の単位元は唯 1 つだけしか存在しないことを示せ.

問 1.4. 環 R の加法の単位元と乗法の単位元が一致する場合, 即ち 0 “ 1 のとき, R “ t0u であるこ
とを示せ. この様な環を零環と呼ぶ.

以後, 単
::::
位
::::
的
::::::
環
::::
に
::::
お
::::
い
::::::
て
::::::
は
::::::

0R::::::
‰
::::
1R::::::
と
::::
仮
::::::
定
::::::
す
::::
る
::::

. ゆゑに, 単位的環は少なくとも 2 つの元を有する.

定義 1.5. 環 R の 0 と異なる 2 元 a, b が ab“ 0 を満たすとき, a を左零因子, b を右零因子と
呼ぶ. 左零因子と右零因子をまとめて零因子と呼ぶ.

命題 1.6. 単位的環 R と a, b PR について, 以下の様に定める.
(1) aa´1 “ a´1a“ 1 となる a´1 PR があれば, それを a の（乗法に関する）逆元といふ.
(2) a が乗法に関する逆元を持つとき, a は R の単元または単数と呼ばれる. R の単元全体の
なす集合を Rˆ と記す. Rˆ はもちろん乗法に関して群をなす. Rˆ を R の単数群と呼ぶ.

例 1.7. 全成分が有理数である様な n 次正方行列の全体 Matpn,Qq は通常の演算で単位的環環とな
る. 零行列が加法に関する単位元であり, 単位元が単位行列が乗法に関する単位元である. 単数群は

GLpn,Qq “ tA P Matpn,Qq |detpAq ‰ 0 u （但し det は行列式をとることを意味する）

である. これは Q 上の n 次一般線形群と呼ばれる.

1



2 2025年 1月 12日 版 § 1

定義 1.8. 単位的環 R がさらに, 次の条件も満たすとき R は可換環と呼ばれる :
R5. 乗法の交換法則 : 任意の a, b PR について ab“ ba.

定義 1.9. 0 以外のどの元も乗法に関する逆元を持つ単位的環を斜体といふ. 零因子を持たない
可換環を整域と呼ぶ. 零環は整域でないものとする. 斜体が可換環でもあるとき, それを体と呼
ぶ. 従つて, 体は整域でもある. 我々の定義では, 零環は整域でも体でもないことに注意せよ.

問 1.10. 斜体について答へよ.
(1) 斜体は零因子を持たないことを示せ.
(2) 斜体の 0 以外の各元について, 乗法の逆元は唯 1 つしか存在しないことを示せ.

例 1.11. (1) Z やGauss 整数環 Zris は, 通常の演算に関して, 整域であるが体ではない.
(2) Q, R, C, Z{pZ （但し p は素数）はどれも, 通常の演算に関して, 体である.
(3) 剰余類環 Z{6Z は, 通常の演算に関して, 可換環であるが整域ではない.
(4) 次の環 H（Hamilton の四元数体）は斜体であるが可換環ではない.

H “

! ”

a` bi c` di
´c` di a´ bi

ı ˇ

ˇ

ˇ
a, b, c, d P R

)

（ i は虚数単位で, 演算は通常のもの）.

定義 1.12. 環 R の部分集合 A が R0 と R1 を満たすとすると, R2 と R3 は自動的に A につ
いて成り立つことに留意せよ. つまり A も環である. この場合 A を R の部分環であるといふ.
さらに R が単位的環（つまり, R4 を満たす）ならば, 部分環の定義に R4 も課すものとする.
単位的環 R が R5 を満たしてゐれば, その部分環 A も R5 を満たし, A は可換環である.

次に定義する可換環は重要である.

定義 1.13. R を可換環とし, x1, ¨ ¨ ¨, xm を m 個の形
::::::
式
::::
的
::::
な
::::
文
::::::
字
::::
として,（不定元 と呼ばれる）

とする. 係数のすべてが R に属する様な, x1, ¨ ¨ ¨, xm の多項式の全体は
Rrx1, ¨ ¨ ¨ , xns

と表記され, 自然な和と積に関して可換環となるが, これは R 上の m 変数多項式環と呼ばれる.
単項式 ax1

k1 ¨ ¨ ¨xm
km PRrx1, ¨ ¨ ¨ , xns（a PR, ‰ 0）の次数を k1 ` ¨ ¨ ¨ ` km と定める. 多項式

fpx1, ¨ ¨ ¨ , xmq に含まれる（0 でない）すべての項を渡つての次数の最大値を, fpx1, ¨ ¨ ¨ , xmq の
次数と呼び, n“ deg fpx1, ¨ ¨ ¨ , xmq で表す. 特に m が 1 のときに x1 “ x と書くことにすると,
fpxq “ c0x

n ` c1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn PRrxs, c0 ‰ 0 のとき, 多項式 fpxq の次数は n のことに他なら

ない. この場合に fpxq は n 次式であるといひ, n“ deg fpxq で表はす. R が体 K である場合
は Krxs を単に多項式環とも呼ぶことが多い.
さらに, 一般に, 可換環 B とその部分環, および a1, ¨ ¨ ¨, ar PB にてついて, B の部分環

Ara1, ¨ ¨ ¨ , ars

を. . . 定義.

ここで, 環から環への写像について以下の定義をする.

2



2025年 1月 12日 版 3

定義 1.14. 環 R から環 T への写像 φ : R Ñ T が 2 つの条件
H1. 任意の a, b PR に対し, φpa` bq “ φpaq `φpbq,
H2. 任意の a, b PR に対し, φpabq “ φpaqφpbq

を満たすとき φ は環準同型といはれる. H2 より φp1q2 ´φp1q “ 0 ゆゑ, T が整域であれば,
φp1q “ 1 または φp1q “ 0 である. ( R と T の加法と乗法の単位元を同じ記号 0, 1 で書いてゐる. )

問 1.15. 環 R の 1 を環 T の 0 に写す環準同型は, 環 R のあらゆる元を環 T の 0 に写すことを示
せ. この様な写像を零写像と呼ぶ.

定義 1.16. 環 A から環 B への準同型が全単射であるときそれを（環の）同型と称する. 同型
の逆写像は同型である. 環 A から環 B への同型が存在するとき, 記号で A»B と表す.

定義 1.17. 環 R の空でない部分集合 I ĂR は 2 つの条件
I1. a P I, b P I ならば a` b P I,
I2. a P I, x PR ならば xa P I

を共に満たすとき, R の 左 idealと呼ばれる. また I ĂR が, 上記 I1 と
I3. a P I, x PR ならば ax P I

を共に満たすとき, R の 右 idealと呼ばれる.
I が左 ideal かつ右 ideal であるとき I は R の両側 ideal 或いは, 単に ideal と呼ばれる.

問 1.18. 単位的環 R の左 ideal（或いは右 ideal）I について, I Q 1 ðñ I “R であることを示せ.

命題–定義 1.19. 以下, 環 A から環 B への準同型 φ について述べる.
(1) 部分集合 S ĂA について φpSq “ tfpxq |x P S u を φ による S の像と呼ぶ. S “A のとき
は Impφq “ φpAq なる記号も使はれ, これは単に φ の像と呼ばれる.

(2) 上記 (1) において S が A の左 ideal, 右 ideal, または両側 ideal I である場合, φpIq は, そ
れぞれ, B の左 ideal, 右 ideal, または両側 ideal である.

(3) 部分集合 T ĂB について φ´1pT q “ tx PA |φpxq P T u を φ による T の逆像と呼ぶ. T “

t0u のときは Kerφ“ φpt0uq と書かれて, これは φ の核と呼ばれる.
(4) 上記 (3) において T が B の左 ideal, 右 ideal, または両側 ideal J である場合, φ´1pJq は,
それぞれ, A の左 ideal, 右 ideal, または両側 ideal である.
特に Kerφ は A の両側 ideal である.

問 1.20. 上の 1.19 の主張の部分 (2), (4) を証明せよ.

定理 1.21.（準同型定理）環 A から環 B への準同型 φ から, 誘導される写像
φ : x`Kerφ ÞÑ φpxq

によつて, 下記の同型が得られる :
A{Kerφ» Impφq.

証明 1.19(4) より Kerφ は A の両側 ideal であり, 剰余類環 A{Kerφ が定義される. この写像が全
射であることは明らかであり,

x`Kerφ“ y`Kerφ ðñ x´ y P Kerφ ðñ φpx´ yq “ 0 ðñ φpxq “ φpyq

3



4 2025年 1月 12日 版 § 1

だから, 写像は問題なく定義され, 単射であることもわかる. 加法に関して
φ

`

px`Kerφq ` py`Kerφq
˘

“ φpx` y`Kerφq “ φpx` yq “ φpxq `φpyq

“ φpx`Kerφq `φpy`Kerφq

によつて H1 が成り立つ. ここまでは（加法に関しての）群の準同型定理を得る過程と全く同じで
ある. さて, 乗法に関しては

φ
`

px`Kerφqpy`Kerφq
˘

“ φ
`

pxy`Kerφq
˘

“ φpxyq “ φpxqφpyq

“ φpx`Kerφqφpy`Kerφq

であるから H2 も成り立つ. よつて φ は環の準同型でもある.

定義 1.22. R を整域とする. 記号 a
b（ a PR, 0 ‰ b PR）の全体 S に関係 a

b „ a1

b1 を ab1 ´ a1b“ 0

で定めるとこれは同値関係になり, これによる分類で得られる集合 S{„は和 a
b ` a1

b1 “ ab1`a1b
bb1 , 積

a
b
a1

b1 “ aa1

bb1 に関して体をなし, a
1 と a PR を同一視することで R は S{„ の部分環になる. S{„

を R の商体または分数体と呼び, S “ fracpRq と記す. S は整域 R を含む最小の体に他なら
ない.

演 習 問 題

1.23. 以下の問に答へよ. 但し, Qp
?
2 q XQp

?
3 q “Q であることを既知としてよい.

(1) 次の 2 つは通常の演算で体となることを示せ :

Qp
?
2 q “ ta` b

?
2 |a, b P Q u, Qp

?
3 q “ ta` b

?
3 |a, b P Q u.

(2) Qp
?
3 q からそれ自身への零写像以外の環準同型を 2 つ挙げよ.

(3) Qp
?
2 q から Qp

?
3 q への環準同型は零写像に限ることを示せ.

1.24. i を虚数単位とし, D “

" „

a` bi c` di
´c` di a´ bi

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a, b, c, d P Q
*

とする.

(1) D は通常の演算で斜体をなすことを示せ :
(2) Gauss 数体 Qpiq から D への零写像ではない環準同型を 3 つ求めよ.

1.25. 有理数を成分とする 4 次正方行列

I “

»

—

—

–

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

, B “

»

—

—

–

0 0 ´1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 ´1 0 0

fi

ffi

ffi

fl

, C “

»

—

—

–

0 2 0 0
´1 0 0 0
0 0 0 2
0 0 ´1 0

fi

ffi

ffi

fl

について,
T “ taI ` bB ` cC ` dBC |a, b, c, d P Q u

とおく. これについて次の問に答へよ.
(1) B2 “ ´I, C2 “ ´2I, BC “ ´CB, pBCq2 “ ´2I であることを示せ.
(2) T は I, B, C, BC を基とする Q 上の 4 次元 vector 空間であることを示せ.
(3) detpaI ` bB ` cC ` dBCq “ pa2 ` b2 ` 2c2 ` 2d2q2 であることを示せ.
(4) T は行列の通常の演算で斜体になることを示せ.
(5) 体 Qp

?
´2 q “ ta` b

?
´2

ˇ

ˇa, b P Q u から T への零写像でない環準同型を 3 つ求めよ.

4
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§ 2. 環上の加群

ここでは環上の加群について述べる. これは ideal の概念の一般化でもある.

定義 2.1. 集合 M に演算 M ˆM ÑM , pm,m1q ÞÑm`m1 が定義されてゐるとせよ. このとき
M が加群 1) であるとは, これが Abel 群（可換群）であることである. この術語の意味は「M は
群であるが演算を加法の記号 “`”で表す」といふだけのものであるが, 歴史的な理由があり, 敢てこの術
語を用意する. また, 以下で環上の加群を定義した後は環 Z 上の加群と理解することができる.

定義 2.2. 環 A, B と 加群 M が与へられたとせよ. このとき, 以下の様に定義する.
(1) 写像 φ :AˆM ÑM , pa,mq ÞÑ am が定められてゐて, 次の性質 AM1 から AM4 の全てが
満たされてゐるならば, M は左 A 加群, A 左加群, あるいは環 A 上の左加群などと称され, 写
像 φ は A の M への左作用と称される :
AM1. 任意の a PA と任意の m, m1 PM について apm`m1q “ am` am1,
AM2. 任意の a, a1 PA と任意の m PM について pa` a1qm“ am` a1m,
AM3. 任意の a, a1 PA と任意の m PM について paa1qm“ apa1mq,
AM4. 任意の m PM について 1m“m.
(2) 写像 ψ :M ˆB ÑM , pm,bq ÞÑmb が定められてゐて, 次の性質MB1 からMB4 の全てが
満たされてゐるならば, M は右 B 加群, B 右加群, あるいは環 B 上の右加群などと称され, 写
像 ψ は B の M への右作用と称される :
MB1. 任意の b PB と任意の m, m1 PM について pm`m1qb“mb`m1b,
MB2. 任意の b, b1 PR と任意の m PM について mpb` b1q “mb`mb1,
MB3. 任意の b, b1 PR と任意の m PM について mpbb1q “ pmbqb1,
MB4. 任意の m PM について m1 “m.
(3) M が左 A 加群であると同時に右 B 加群であつて, それらの右作用と左作用が互換であると
き, 即ち, 条件
AMB 任意の a PA と任意の b PB と任意の m PM について pamqb“ apmbq

が成り立つとき, M は両側（A,B）加群, あるいは（A,B）両側加群などと称される.

注意 2.3. M が左 A 左加群のとき, 以下のことが成り立つ.
(1) AM1 において m“m1 “ 0M とすることで, a0M “ 0M（@a PA）であることがわかる.
(2) AM2 において a“ a1 “ 0A とおけば, 0Am“ 0M（@m PM）であることがわかる.
(3) AM1 と AM2 を無視すれば, M は乗法群 Aˆ の（左からの）作用域（34.1 を参照）であるとも
考へられる.

(4) I ĂA が左 ideal であることは, I が左 A 加群であることに他ならない.
もちろん, 以上のことは右 B 加群についても, 同様である.

1) Abel 群を表す英語は Abelian group, 可換群を表す英語は commutative group, 加群を表す英語は module である.

5
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§ 3. 可換環の ideal と剰余類環
素 ideal と極大 ideal の概念について述べる.

定義 3.1. 可換環においては, 左 ideal, 右 ideal, 両側 ideal の概念（定義は 1.17 にて）は, もち
ろん同一のもの（ideal）となる. R を可換環とする. いま R の ideal P が, P ŘR および
P. 任意の a, b PR に対し, ab P P ðñ a P P または b P P である ;
を満たすとき P は素 ideal といはれる. また, R の R と異なる ideal M について, M を真に
含む ideal が R に限るとき, M は極大 ideal であるといはれる.

問 3.2. 可換環 R の ideal I について答へよ.
(1) I Q 1 ðñ I “R であることを示せ.
(2) 任意の a PR に対し, 集合 aR` I も ideal であることを示せ.

問 3.3. 可換環 R の ideal I について, I が極大 ideal であることと a R I ñ aR` I “R が成り立
つこととは同値であることを示せ.

問 3.4. 可換環 R, T に対し, 環準同型 φ :R Ñ T の核 Kerφ“ taPR |φpaq “ 0u は R の ideal で
あることを示せ.

問 3.5. 体の ideals は t0u とその体自身の 2 つだけであることを示せ.
（ t0u は 0 の生成する ideal であるから, 通常 p0q と書かれる. ）

ここで, 剰余類環を定義する.

命題 3.6. 可換環 R とその ideal I から定まる, 加法に関する剰余類 2) R{I について
pa` Iq ` pb` Iq “ a` b` I,

pa` Iqpb` Iq Ă ab` I （一般に, 集合としては等しくならない）
が成り立つ. それゆゑ R{I に加法と乗法をそれぞれ

pa` Iq ` pb` Iq “ a` b` I, pa` Iqpb` Iq “ ab` I

を定めることができる. これにより R{I は可換環になる. 但し, 加法の単位元は I であり, 乗法
の単位元は 1` I である.

証明 第 2 式は pa` Iqpb` Iq “ ab` aI ` bI ` I2 Ă ab` I となつて正しい. これ以外については,
ほぼ明らかであらうから省略する.

例 3.7. m P N とする. 剰余類環 Z{mZ については「代数学 1」で学んだ. これの単数群 pZ{mZqˆ

は ta`Z |1 ő aőm´ 1, gcdpa,mq “ 1 u から成り, 法 m の既約剰余類と呼ばれる. これの要素の
個数は #pZ{mZqˆ “ φpmq 3)である.

問 3.8. 可換環 R とその ideal I について, 写像 ρ :R Ñ R{I, a ÞÑ a` I が環準同型であることを
示せ. また Kerpρq は何か.

次の命題は, 次章で頻繁に使はれる.

2) x, y P R について x´ y P I といふ関係が同値関係であることは簡単にわかる. この関係による類別を ideal I によ
る剰余類と称して R{I と書く.

3) n ÞÑ φpnq は Euler の totient 函数.

6
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命題 3.9. 可換環 R の ideal I による剰余類環 R{I について次が成り立つ.
(1) R{I が整域であるためには I が素 ideal であることが必要十分である.
(2) R{I が体であるためには I が極大 ideal であることが必要十分である.

証明 a PR の属する R{I の類 a` I を a と書く. (1) は 3.10 の問とし, (2) のみ示す.
（十分性） a PR について

a‰ 0 ðñ a` I ‰ I ðñ a R I

ùñ aR` I “R p 7 3.3 q

ðñ aR` I Q 1 p 7 3.2 (1) q

ðñ af ` g “ 1 となる f PR, g P I が存在
ðñ af “ 1 となる f PR{I がある ðñ a は乗法に関して逆元を持つ

となるからである. （必要性） I が極大 ideal でなければ, 3.3 により, a R I かつ aR` I ‰R なる
ideal a が存在するが, 前者より a‰ 0 で, 後者と 3.2 より aR` I S 1 であるから, af “ 1 なる f は
存在しない. つまり a は乗法の逆元を持たない.

問 3.10. 3.9 (1) を証明せよ.

演 習 問 題

3.11. 可換環 R の ideal I および部分環 A について次の問に答へよ.
(1) A` I が R の部分環であることを示せ.

3.12. n を自然数とせよ. 法 n による剰余類環 Z{nZ が体であるためには, n が素数であることが
必要十分である. これを示せ.

3.13. 有理数係数の多項式の全体 Qrxs は通常の演算で可換環をなす. この可換環から体 Qp
?
2 q

への環準同型で, その核が ideal px2 ´ 2q であるものを全て求めよ.

7
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§ 4. 約元と倍元, 素元と既約元
次の様に定義する.

定義 4.1. R の 可換環とする.
(1) a, b PR, b‰ 0 について, a“ bc となる c PR が存在するとき, a は b で割り切れる, a は b

の倍元, b は a を割る, b は a の約元, などと称する. このことを記号で b |a と記す.
(2) a, b PR, b‰ 0 について, 特に c PRˆ によつて a“ cb であるとき a と b は同伴であると
いはれ, 記号 a„ b で表す. この関係は同値関係である（下記の 4.2）.

(3) 0 でもなく, 単元でもない p PR について次の様に定める.
下記の条件 Irr が成り立つとき p は既約元 , あるいは既約であるといはれ, 満たされない
ときは可約元または可約であるといはれる.
Irr. 任意の a PR について, a |p ならば a„ p または a PRˆ.

(4) 0 でもなく, 単元でもない p PR について次の様に定める.
下記の条件 Pr が成り立つとき p は素元であるといはれる.
Pr. 任意の a, b PR について, p |ab ならば p |a であるか p | b である.

問 4.2. R を可換環とする. R における同伴は同値関係であることを示せ.

問 4.3. R を整域とする. R の 2 つの ideal paq, pbq について, 次が成り立つことを示せ :

paq Ă pbq ðñ b |a.

例題 4.4. (1) 可換環 R の元 a, b‰ 0 について, a と b が同伴ならば a | b かつ b |a である.
(2) もし R が整域ならば (1)の逆も正しい. R が整域でないと逆は正しくない（7.8(1)～(3)を見よ）.
解答 （前半）. 仮定より b“ ac（c PRˆ）と書けるが, c´1 PRˆ であり, a“ bc´1 なので b|a である.
（後半）. b“ ac, a“ bc1 と書けてゐれば, b“ bcc1 であり, bp1´ cc1q “ 0 である. R が整域であれば
1´ cc1 “ 0 ゆゑ cc1 “ 1 であるから, c と c1 は単元である. よつて a と b は同伴である.

命題 4.5. 整域においては素元は既約元である.

証明 R を整域, p PR（ RRˆ, ‰ 0）を R の素元として, a |p とする. このとき ab P ppq となるから,
a P ppq または b P ppq である. ゆゑに p |a または p | b. もし p |a であれば 仮定 a |p と合はせて, 4.4
から a„ p. もし p | b であれば b“ pc と書ける. このとき p“ ab“ apc“ acp. R は整域で p‰ 0 な
ので 1 “ ac となり a は単元である. 以上より p が既約元である.

注意 4.6. (1) 整域においても, 必ずしも既約元は素元とは限らない. 7.7 を見よ.
(2) 整域でない可換環で素元なのに既約元でない元の例.
7.8(4) を見よ.

命題 4.7. 可換環 R と元 p PR（p‰ 0）について, ppq が素 ideal ðñ p は素元.

証明 まづ a|p ðñ a P ppq である. 実際, a P ppq ðñ（Db PR, p“ ab）ðñ a|p であるから. これ
により, ppq が素 ideal であることの定義は直ちに p が素元であることの定義に書き直される.

8
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§ 5. Noether 加群, Noether 環（と Artin 加群, Artin 環）

以下では R を環として, 左 R 加群についてのみ述べるが, 右 R 加群についても同様である.

命題 5.1. 環 R と R 加群 M について, 次の (1) ～ (3) は互ひに同値である.
(1)（昇鎖律）M の部分 R 加群からなる増加する任意の無限列 N1 ĂN2 Ă ¨ ¨ ¨ について,
ある m P N が存在してNm “Nm`1 “Nm`2 “ ¨ ¨ ¨ が成り立つ.

(2) M の部分 R 加群からなる空でないどんな集合も（包含関係に関して）極大元を含む.
(3) M のどの部分 R 加群も R 上有限生成である.

証明 （ここは [Iy], p.226 に従つて述べる）(1) ñ (2). 対偶を示す. 極大元を含まないその様な集合M

があれば, 極大元の定義から N1 ŘN2 Ř ¨ ¨ ¨ を満たす様な部分集合 tNju Ă M が存在する.
(2) ñ (3). N を M 任意の任意の部分 R 加群とせよ. いま

M “ tLĂM |L は LĂN なる M の有限生成部分 R 加群 u

とおく. t0u P M ゆゑ M ‰ H である. 仮定より, M の極大元が存在するので, それを M0 とする.
M0 “N であれば証明は終はるから, M0 ŘN としやう. 元 x PN , RM0 をとり, M0 `Rx を考へ
ると R 上有限生成でM0 ŘM0 `RxĂN となる. これは M0 が極大元であることに反する.

(3) ñ (1). 任意に与へられた部分 R 加群の増加列N1 ĂN2 Ă ¨ ¨ ¨ についてN “

8
ď

i“1

Ni とおく. 仮定

より N は R 上有限生成である. よつて N “Rb1 `R2 ` ¨ ¨ ¨ `Rbr の形に書かれる. 各 1 ő j ő r に
対し bj PNnj なる Nnj が存在するが, n1, ¨ ¨ ¨, nr の最大値を m とすれば, すべての bj が Nm に属
し, N ĂNn1 ` ¨ ¨ ¨ `Nnr ĂNm ĂN , つまり Nm “N となる. nŕm` 1 ならば, Nm ĂNn なので
あるから, やはりすべての bj が Nn に属するので, 同じ議論で Nn “N であり, Nm “Nm`1 “ ¨ ¨ ¨

となつてゐる.

定義 5.2. 環R に対して, 次の様の定義をおく.
(1) 5.1 で述べた同値な条件を満たす R 加群を Noether R 加群と呼ぶ.
(2) R 自身を R 加群とみて Noether R 加群であるとき, R をNoether 環と呼ばれる.

注意 5.3. 環 R を R 加群とみたとき, その部分 R 加群は R の ideals に他ならない（2.3(4)）から,
R が Noether 環であるといふことは以下の同値な条件のいづれかを満たすことに他ならない.
(1)（昇鎖律）M の ideals からなる増加する任意の無限列 I1 Ă I2 Ă ¨ ¨ ¨ について,
ある m P N が存在して Im “ Im`1 “ Im`2 “ ¨ ¨ ¨ が成り立つ.

(2) M の ideal(s) からなる空でないどんな集合も（包含関係に関して）極大元を含む.
(3) M のいかなる ideal も R 上有限生成である.

以下の主張は, 上のことから言ふまでもないが, 引用の便宜のため 5.1 の系として述べておく.

系 5.4. 環 R が左 Noether 環であるためには, R の任意の左 ideal が R 上に有限生成であるこ
とが必要十分である. 特に PID（後述） は Noether 環である.

9
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§ 6. 単項 ideal 環

定義 6.1. 可換環 R について, 次の様に定義する.
(1) I を R の ideal とする. I が 1 つの元 a の倍元の全体 aR に一致するとき, I を a で生成
された単項 ideal と称し, I “ paq と略記する.

(2) R のすべての ideal が単項 ideal であるとき, R は単項 ideal 環と称される.
(3) R が単項 ideal 環でかつ整域であれば, R は単項 ideal 整域または PID 4) と呼ばれる.

命題 6.2. PID においては, 既約元はすべて素元である. 従つて PID においては既約元と素元
の概念が一致する.

証明 前半を示すために, R を任意の PIDとし, q を R の既約元とせよ. いま a, b PR について q|ab

であるとすれば, ideal pa, qq が単項であるので, ある c PR によつて pa, qq “ pcq と書ける. とくに
c |q である. q は既約元なので Irr によつて q „ c または c PRˆ. 前者であれば pa, qq “ pcq “ pqq ゆ
ゑ q |a である. 後者であれば ax` qy “ 1 ゆゑ abx` qby “ b. 仮定 q |ab とあはせて, q | b である.
以上から q は素元である. 後半は, PID がそもそも整域であることと, 4.5 から従ふ.

命題 6.3. PID の任意の ideal I について, I が素 ideal ðñ I が極大 ideal.

証明 R を PID であるとし, ppq を R の素 ideal とせよ. 任意に ppq Ă I ĂR なる ideal I を考察す
る. R は PID ゆゑ, I “ paq と書ける. よつて p“ ac と書ける. p は素元なので 4.5 より既約元でも
ある. ゆゑに a PRˆ または a„ p である. いひ替へれば I “ paq “R または I “ paq “ ppq である.
つまり ppq は極大 ideal である.

3) 英語の principal ideal domain（単項 ideal 整域）の頭文字をとつたもの.
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命題 6.4. R を PID とし, I を R の ideal とするとき, 剰余類環 R{I は一意分解環である. し
かし, これは PID とは限らない.

証明 仮定より I “ pfq, f PRと書ける. J ĂR{I を R{I の任意の idealとせよ. J̃ “ ta PR |a` I P

Ju（J の引き戻し）とおくと, 仮定より J̃ “ pgq, g PR と書ける. つまり J は元 g` I PR{I によ
つて生成された単項 ideal である :

J “ gR{I “ pg` Iq.

ちなみに I P J ゆゑ, もちろん I Ă J̃ であるから, 4.3 により g |f である. このことから f の約元は
有限個しかないから, I “ pfq ‰ p0q であれば R{I は Artin 環であることもすぐわかる. また, もち
ろん I が素 ideal でなければ R{I は整域ではないから PID とはならない.

注意 6.5. 上の結果と 5.4 によれば, 特に PID の剰余類環 Noether 環である. ちなみに, 一般に
PID は Artin 環ではないが, 0 でない ideal による剰余類環は Artin 環でもある（[N], p.120, 例題
29.9 などを参照）.

定義 6.6. 整域 R があり, R から整列集合 5) W（但し, 順序の記号は通常の ő, ă 等で表す）
への写像 o :R ÑW が与へられてゐて, それが次の 2 つの性質を持つとする :
E1. 0 ‰ a PR ùñ op0q ă opaq,
E2. 0 ‰ a PR, b PR ならば

b“ aq` r, oprq ă opaq

を満たす q, r PR が存在する.
このとき R はEuclid 整域であるといはれる. この状況で o を R に付随する順序写像と呼ぶこ
とにする. Euclid 整域

例 6.7. Euclid 整域の例を挙げておく.
(1) 有理整数環 Z は Euclid 整域である. 但し, 整列集合 W としては通常の順序での t0u YN をと
り, 写像 o としては opaq “ |a| ととればよい.

(2) 体 K 上の多項式環 Krxs は Euclid 整域である. 但し, 整列集合 W としては通常の順序での
t´8, 0u YN をとり, 写像 o としては opfpxqq “ deg fpxq ととればよい. 但し deg0 “ ´8. 即
ち, 任意の fpxq, gpxq PKrxs に対し qpxq, rpxq PKrxs が一意的に存在して, 次が成り立つ :

(6.8) fpxq “ gpxqqpxq ` rpxq, deg rpxq ă deg gpxq.

ここで deg fpxq “ ´8 ðñ fpxq “ 0（多項式としての 0）であることに注意せよ.

命題 6.9. Euclid 整域は PID である.

証明 R を Euclid 整域とする. 付随する順序写像を o :R ÑW とする. W の順序は通常の記法を
用ゐる. I を R の任意の ideal とせよ. I の中の 0 でない元のうち, o の値が最小となるものを 1 つ
とり, それを p とせよ. ここで, opW q も整列集合であることに注意せよ. いま, 任意に a P I をとる
とき, 仮定から

a“ pq` r, oprq ă oppq

となる r PR が存在する. もし r ‰ 0 であれば, r “ a´ pq P I なので, p の選び方に反する. よつて
4) 付録の 33.6 とその例 33.7 を見よ.

11



12 2025年 1月 12日 版 § 6

r “ 0 でなければならない. つまり a P ppq である. これは ppq Ą I であることを示すが, もちろん
ppq Ă I なので I “ ppq である. 従つて I は単項 ideal である. これで主張が示された.

例 6.10. Z や Krxs（但し K は体で x は不定元）は 6.7 により Euclid 整域であるから, 6.9 によ
つて, これらは PID でもある.

12
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§ 7. 一意分解環

定義 7.1. 可換環 R が次を満たすとき R は一意分解環または UFD 6) と呼ばれる.
U1.（分解の可能性）任意の a PR（ a‰ 0, a RRˆ）に対し, 既約元 b1, ¨ ¨ ¨, bm PR（有限個）が
存在して, a“ b1 ¨ ¨ ¨ bm と表される.

U2.（分解の一意性）上記の表示は順序と同伴元の違ひを除いて一意的である. 即ち, もし b1,
¨ ¨ ¨, bm, c1, ¨ ¨ ¨, cn PR が既約元で, b1 ¨ ¨ ¨ bm “ c1 ¨ ¨ ¨ cn であつたならば, m“ n であつて,
b1, ¨ ¨ ¨, bm と c1, ¨ ¨ ¨, cn は順序を入れ替へれば, 各 i について bi と ci は互ひに同伴になる.

問 7.2. 体は UFD であることを示せ.

例 7.3. 整域 Zr
?

´5 s は UFD でない. 実際, 4 “ p
?

´5 ` 1qp
?

´5 ´ 1q “ 22 といふ様に 2 種類の
分解が存在し, p

?
´5 ˘ 1q, 2 はどれも既約元である（7.7 も参考にされたい）.

命題 7.4. 可換環 R が UFD であるためには, R の任意の元が既約元の積に分解され（つまり
U1 の成立）, すべての既約元が素元であることが必要十分である.

証明 （必要性）. UFD の定義より U1 は成り立つ. いま p PR が既約元であるとし, a, b PR につ
いて p|ab とする. このとき c PR が存在して, pc“ ab と書ける. U1 を使つて, この右辺を既約元
の積に分解し, 既約分解の一意性 U2 を用ゐれば, p|a または p|b であることがわかる. よつて p は
素元である.
（十分性）. 既約分解の一意性 U2 を示せばよい. いま x PR が 2 通りの既約元分解

q1q2 ¨ ¨ ¨qr “ p1p2 ¨ ¨ ¨ps

を持つたとする. このとき q1 |p1p2p3 ¨ ¨ ¨ps であるので, q1 |p1 または q1 |p2p3 ¨ ¨ ¨ps である. 後者の
場合は q1 |p2 または q1 |p3 ¨ ¨ ¨ps である. 同様な議論を続ければ q1 は p1, ¨ ¨ ¨, ps のいづれかを割り
切る. q1 は素元でもあるので, 番号を付け代へて q1 |p1 である. しかるに p1 も既約元なので Irr に
より q1 „ p1 である. R は整域なので, 上記の両辺を q1 “ p1 で割ることができて,

u1q2 ¨ ¨ ¨qr “ p2 ¨ ¨ ¨ps, u1 PRˆ

と書ける. 以下 q2, ¨ ¨ ¨, qr について同様に進むことができるので, 最後に r “ s がわかり, u1, ¨ ¨ ¨,
ur PRˆ によつて, u1u2 ¨ ¨ ¨u1 “ 1 の形の積が得られる. これは既約分解の一意性 U2 の成立を示し
てゐる.

5) 英語の unique factorization domain（一意分解整域）の頭文字をとつたもの.
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命題 7.5. PID は UFD である.

証明 7.4 を用ゐて示さう. R を任意の PID とする. 6.2 により, R の任意の元の既約分解されるこ
とを示せばよい. これを背理法で示す. いま a PR が既約元の積に分解されないとする. このとき a

は既約元ではあり得ないから a1 |a なる 0 と異なる a1 RRˆ が存在する. いま a“ a1b1 と書くとき,

paq Ř pa1q, paq Ř pb1q

である. a1 と b1 のどちらかは既約元の積には分解されないが, 必要ならば名前を付け替へて, 分解
されない方を改めて a1 と書く. 上記 a に対しての考察を a1 ついて行ひ, さらに同様の議論を続け
れば

paq Ř pa1q Ř pa2q Ř ¨ ¨ ¨

なる無限列が得られる. しかし, これは 5.4の後半部分により, 矛盾である. [Iy], p.129, 問題 7(i).

演 習 問 題

7.6. R を整域とし, a, b, c PR とする. a と b が同伴であれば a|c ðñ b|c である. これを示せ.

7.7. 可換環 Zr
?

´5 s は整域である. この環において 2 は既約元であるが, 素元ではない. 以上の
ことを証明せよ. （Hint : 2 | p1`

?
´5 qp1´

?
´5 q. ）

7.8. x, y を不定元としてR “ Qrx,ys{px´ xyq について答へよ.
(1) R は整域でないことを示せ.
(2) R において x|xy, xy|x であることを示せ.
(3) R において x と xy は同伴ではないことを示せ.
(4) Y |X であるが, y は単元でなく x と同伴でもないので, 既約元でない.
しかし x は素元である. 以上のことを詳しく説明せよ.

7.9. R を UFD とする. 次の問に答へよ. （[Iy] p.128, 2.6.11 より. ）
(1) x を不定元とする. Rrxs も UFD であることを示せ.
(2) x1, ¨ ¨ ¨ ,, xn が不定元であれば, Rrx1, ¨ ¨ ¨ , xns も UFD であることを示せ.
以上のことと 7.2 より, 特に K が体であれば Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns は UFD である.

7.10. Zrxs が UFD であることを示せ. また Zrxs は PIF でないことを示せ.

14
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§ 8. 1 変数多項式環
ここでは 1 変数多項式環についてまとめておく.

定義 8.1. 体 K 上の多項式 fpxq と元 α PK について次の定義をする. （“「代数学 1」, 11.3）
(1) fpxq の x に α を代入したものを fpαq と書く.
(2) fpxq ‰ 0 で fpαq “ 0 であれば, α は fpxq（あるいは fpxq “ 0）の根であるといはれる.
これは, 0でない gpxq PKrxsが存在して fpxq “ px´αqgpxqと書けることに他ならない 7) .

(3) さらにもし, fpxq “ px´αqmgpxq（m P N）と書けて, gpαq ‰ 0 であるならば, α は fpxq の
m 重根であるといはれる. また, このとき m は根 α の重複度と呼ばれる.

命題 8.2. 体 K 上の多項式 fpxq PKrxs について, deg fpxq “ nŕ 0 ならば fpxq “ 0 は K の
中に, 重複度も込めて高々 n 個の根を持つ. （“「代数学 1」, 11.4）

証明 fpxq “ px´αqm1g1pxq (m1 P N)と書かれて g1pαq ‰ 0であるとき, deg fpxq “m1 ` deg g1pxq

である. このとき fpxq の別の根 α2 は g1pxq の根でなければならず, g1pxq “ px´α2qm2 g2pxq

(m2 P N, g2pα2q ‰ 0 ) と書かれて, deg fpxq “m1 `m2 ` deg g2pxq である. これを繰り返へせば
n“ deg fpxq ŕm1 `m2 ` ¨ ¨ ¨ となるから, 主張が成立する.

命題 8.3. 体 K 上の多項式環 Krxs のどんな素 ideal も極大 ideal である. Krxs の ideal pfpxqq

が素 ideal であるとき, fpxq は素元である. 即ち fpxq |g1pxqg2pxq (g1pxq, g2pxq PKrxs) であ
れば fpxq |g1pxq または fpxq |g2pxq である. また, このとき fpxq は可換環 Krxs の既約元であ
る. 即ち, もし fpxq が fpxq “ g1pxqg2pxq と表されたならば g1pxq か g2pxq のどちらかが K に
属する. この様な fpxq はK 上の既約多項式と呼ばれる.

問 8.4. 6.10 及び 8.3 を証明せよ.

定義 8.5. 最高次係数が 1 である多項式を monic と称する.

定理 8.6. （Eisenstein の既約判定法）整域 R の素元 p, および R の商体 K について以下が成
り立つ. fpxq “ c0x

n ` c1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn PRrxs について, p ∤ c0, p|cj (1 ő j ő n), p2 ∤ cn であ

れば fpxq は Krxs において既約である.

証明

7)従つて, 多項式として fpxq “ 0 なら fpαq “ 0 であるが, α が fpxq の根であるときは多項式として fpxq ‰ 0 を前提
としてゐることに注意されたい.

15
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問 8.7. Monic な多項式 fpxq P Zrxs が 2 つの monic な多項式 gpxq, hpxq P Qrxs によつて fpxq “

gpxqhpxq と書けるとき, gpxq, hpxq P Zrxs であることを示せ.

（Hint : 一般に Gpxq P Zrxs の係数の正の最大公約数を contGpxq と書いて Gpxq の内容と呼ぶ. G1pxq, G2pxq P Zrxs

について contG1pxqG2pxq “ contG1pxq ¨ contG2pxq である. これは Gauss の補題の特殊な場合である. さて, gpxq に
対して, bgpxq P Zrxs となる最小の b が存在する. 同様に hpxq に対して, cgpxq P Zrxs となる最小の c が存在する. この
とき bcfpxq “ bgpxqchpxq であるから, cont bcfpxq “ cont bgpxq ¨ cont chpxq であるが, cont bgpxq “ cont chpxq “ 1 であ
るから, cont bcfpxq “ 1 である. 一方, fpxq P Zrxs ゆゑ bc | cont bcfpxq. これより bc “ 1 でなくてはならず, b “ c “ 1

であることがわかる. これで主張は示された. 尚, [N], p.105 または [M] p.85, p.205 も参照されたい. ）

定理 8.8.（Gauss の補題）R を UFD とし, K “ fracpRq とおく. Monic な多項式 fpxq PRrxs

が 2 つの monic な多項式 gpxq, hpxq PKrxs によつて fpxq “ gpxqhpxq と書けるとき, gpxq,
hpxq PRrxs である.

証明 （Hint : 8.7 の内容の定義をこの場合に拡張せよ. 即ち fpxq P Rrxs の係数の全体が生成する ideal を contfpxq

と定める. これにより, 8.7 の証明を辿ることができる. ）

演 習 問 題

8.9. p を素数とする. 多項式 xp´1 ` xp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` x` 1 が Q 上既約であることを示せ.
（Hint : x “ y`1 とし, y の多項式として Eisenstein の既約判定法 8.6 を利用. ）

8.10. 多項式 x5 ´ 4x` 2, x5 ´ x` 1, x5 ´ 4x´ 4 は Q 上既約であるか. 理由をつけて答へよ.
（Hint : 3 を法として考へよ. ）

16



第 2章 体 論

§ 9. 部分体, 体の拡大
前節で定義した様に, この note 全体を通じて, 特に断らない限り体の乗法は可換とする. もし, 非可
換体に言及する場合は非可換体と明記し, 可換か非可換かを不問にするときは斜体と呼んで, 区別
する. （環の場合も同様で, 単に環と呼ぶのは非可換の場合も含めてゐる）

定義 9.1. 環 R の部分集合 K が R の演算で体になつてゐるとき, K を R の部分体といふ. こ
のとき, R は加法の単位元 0 と乗法の単位元 1 を有し, それらが K の加法と乗法の単位元でも
ある. 但し, 以後の多くのこの様な状況での R は体である.

問 9.2. 部分体についての次の問に答へよ.
(1) K1, K2 が体 L の 2 つの部分体のとき, K1 XK2 も L の部分体であることを示せ.
(2) 体 L とその部分体 M1, M2 で, M1 YM2 が L の部分体にならない例を挙げよ.
(3) 体 L と部分集合 S について S を含む L の最小の部分体の存在を示せ.

(Hint : S を含む L の部分体のすべての共通部分を考へて 9.2 (1) と同様に処理. )

定義 9.3. (1) K が体 L の部分体である場合, この関係を K から見て, L を K の拡大体と呼
ぶ. 体 L が体 K の拡大体であることを, 以後簡単に, 拡大 L{K と称す. このとき, L は K 上
の vector 空間 8) とみなせるが, その次元 dimK L を L{K の拡大次数と呼び rL :K s で表す.
特に体の拡大 L{K において, その拡大次数 rL :K s ă 8 であるとき, L{K は有限次拡大であ
るといはれる. rL :Ks “ 1, つまり L“K のとき, L{K を自明な拡大といふ. L の部分体 M ,
K について, LĄM ĄK であるとき, M を L と K の（あるいは拡大 L{K の）中間体といふ.
(2) αi P L (i“ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨) とするとき, 集合 tαi | i“ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ u を含む最小な体を, この
集合で生成された体といふ. K を L の部分体とし, K のすべての元および tαiu で生成
された体を Kpα1,α2, ¨ ¨ ¨ q で表し, K に α1, α2, ¨ ¨ ¨ を添加して得られる体と呼ぶ. 特に
L“Kpα1,α2, ¨ ¨ ¨ ,αnq の場合, L を K 上有限生成な体といふ 9) . 同様に, K のすべての元
および tα1, ¨ ¨ ¨ , αnu を含む最小の環が存在する. これを K と tα1, ¨ ¨ ¨ , αnu で生成された環と
呼び, Krα1,α2, ¨ ¨ ¨ ,αns で表す.
(3) 1 つの元 α によつて L“Kpαq となるとき, L を K の単純拡大（単拡大）といふ.

問 9.4. 元 α が体 K 上の既約多項式の根であるとき, Kpαq “Krαs となることを示せ.
（Hint: α が K 上既約な多項式 fpxq P Krxs の根であるとし, 任意の gpxq P Krxs, gpαq ‰ 0, について 1{gpαq P Krαs を
示せばよい. このとき gpxq と fpxq が互ひに素であることを示し, この 2 多項式について互除法を行ふ. ）

注意 9.5. 一般には Kpαq ĄKrαs であり, 一致するとは限らない.

8) 線形代数学で学んだ理論は, 一般の体上で同様に展開できる.
9) ここで, いくつかの αj が K に属すことも有り得る. 特に, 自明な拡大体は有限生成である. 有限生成な拡大につい
ての重要な性質として 13.14 を参照されたい.
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演 習 問 題

9.6. Rp
?
2 q “ R, Rpiq “ C であることを示せ.

9.7. Qp
?
2 q XQp

?
3 q “ Q であることを示せ. また, Qp

?
2 q YQp

?
3 q は R の部分体か.

9.8. C 内において, Qpαq ‰ Qrαs となる α P C を 1 つ挙げよ.

9.9. 次の体の間の包含関係を理由を付して明示せよ. 但し i は虚数単位で i2 “ ´1.

(1) Q, Qp
?
2 q, Qp

?
3 q, Qp

?
6 q, Qp

?
2,

?
3 q.

(2) Q, Qp
?
3 i q, Qp ´1`

?
3i

2 q, Qp
?
3, i q.

9.10. Qp
?
2,

?
3 q “ Qpαq となる α を 1 つ求めよ.

18
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§ 10. 標 数

定義 10.1. K のいかなる部分体も単位元 1 で生成される体を含む. その体と環として同型
な 10)体を素体といふ. （この体は構造の最も簡単な体である.）

ここで, 素体の構造を見てみる. 1 を m 回加へて m1 “ 0 となつたとし, m はその様な最小の正整数
とする. このとき m は素数であり, さもなくば, 任意の整数 m‰ 0 について m1 ‰ 0 である. 実際,
その様な m が素数でないとする. m“m1m2 と因数分解すれば, m11 ¨m21 “m1 “ 0 より m11 “ 0

または m21 “ 0 となつて m の最小性に矛盾する. ゆゑに m は素数である. この様に, 素数 p に
ついて p1 “ 0 となる場合, 体 K の標数は p であるといひ, m1 “ 0 ùñ m“ 0 となる場合, 体 K

の標数は 0 であるといふ. 一般に, 体 K の標数を charK と書く. 標数 p の素体は p 元体 Z{pZ
と同型である. また標数 0 の素体は整域 tm1|m P Zu の商体 1.22に他ならず, それは有理数体 Q と
同型である. どんな体も素体を含むから, 任意の体 K に対し K の部分体の共通部分が K に含まれ
る唯一の素体に他ならない. 以上を次の定理にまとめておく.

定理 10.2. (1) どんな素体も, 有理数体 Q または p 元体 Z{pZ (p は素数) に同型である.
(2) 任意の体は素体を唯一つ含む.
(3) 標数 pą 0 の体は素体 Z{pZ を含み, 標数 0 の体は素体 Q を含む.

問 10.3. K を体とし charK “ pą 0 とする. a, b PK について次を示せ.
(1) pa“ 0.
(2) n P Z に対し, a‰ 0 かつ na“ 0 ùñ p|n.
(3) N を非負整数とするとき pa` bqp

N
“ ap

N
` bp

N .

(4) N を非負整数とするとき a1, ¨ ¨ ¨, at PK について
ˆ t

ÿ

i“1

ai

˙pN

“

t
ÿ

i“1

ai
pN .

演 習 問 題
10.4. 3 元体 F3 “ Z{3Z 上の次の多項式は既約であることを示せ.

(1) x2 ` 1 (2) x4 ` x` 2

10.5. 剰余環 F3rxs{px2 ` 1q は体であることを示せ. また, これは素体ではないことを示せ.

10.6. 標数 5 の素体でない体の例を 1 つ挙げよ.

10.7. paridroid で
> factor(Mod(xˆ27-x,3))

と入力してみよ. この結果からわかることを述べよ.
（ iPhone で Sage Math を使用する場合は gp(”factor(Mod(xˆ27-x,3))”) と入力する. ）

10) この体からの環としての同型（1.16 を見よ）の像となり得る体のこと.
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§ 11. いくつかの例
理論を展開する前に, 感覚を整へるための例を述べるが, その前に最低限の準備をする.

命題 11.1. 体 K から別の体 L への 1 ÞÑ 1 なる準同型は単射である.

証明 この準同型の核を考へる (3.4 参照). 体の ideal は t0u であるか, さもなくばその体全体であ
るから, この準同型の核は t0u でなければならない. ゆゑに, それは単射である.

命題 11.2. 体の有限次拡大 L{K があり, 環の準同型 φ :LÑ L で, どの a PK についても
φpaq “ a となるものは, 同型である. これを L の K 上の自己同型と呼ぶ（第 16 節を参照）.

証明 φ は 11.1 により必然的に単射で核 t0u の次元 nullpφq は 0 であるが, 線形代数で学んだ次元
定理より, 像空間 Impφq の K 上の次元 rankpφq は定義域 L の次元 rL :Ks と一致する. L は K

上の有限次元 vector 空間なので, 再び線形代数学で学んだことから, 像空間 Impφq は L でなければ
ならないから全射でもある.

L“Kpαq のとき, L の K 上の自己同型 φ は α の写る元 φpαq だけで定まる. 例へば a, b PK

のとき φpa` bαq “ φpaq `φpbqφpαq “ a` bφpαq, φpα2q “ φpαq2 等となるし, 一般に, 任意の Kpαq

の元はK の元を係数とする α の有理式で表され, それを fpαq と書けば
φ

`

fpαq
˘

“ f
`

φpαq
˘

であるからである. 以降でこの様な自己同型の, いくつかの例を述べる.

例 11.3. 拡大 C{R に関して, C の R 上の自己同型, 即ち, 環準同型 φ : C Ñ C で φ|R が恒等写
像であるものをすべて求めてみる. ´1 “ φp´1q “ φpi2q “ φpiq2 であるから, φpiq “ ˘i, φpa` biq “

a˘ bi.

例 11.4. 拡大 Qpiq{Qに関して, Qpiqの Q上の自己同型. φ : Qpiq Ñ Cを環準同型で 1 ÞÑ 1なるも
のとせよ. このとき φpnq “ φp1` 1` ¨ ¨ ¨ ` 1q “ nφp1q “ n で, 0 “ φp0q “ φp1` p´1qq “ 1`φp´1q

より, φp´1q “ ´1. このとき φpiq2 “ φp´1q “ ´1 より φpiq “ ˘i.

例 11.5. 拡大 Qp
?
2q{Q に関して, Qp

?
2q の Q 上の自己同型. これも φp

?
2q2 “ 2 であるから

φpa` b
?
2q “ a˘ b

?
2 の 2 つだけ.

例 11.6. 拡大 Qp
3
?
2, ωq {Q, 但し ω “

´1`
?

´3
2 , について Qp

3
?
2, ωq の Q 上の自己同型.

φ
`

p
3
?
2q

˘3
“

`

φp
3
?
2q3

˘

“ φp2q “ 2 であるから, φp
3
?
2q は x3 “ 2 の解である. 同様に φpωq は x2 `

x` 1 “ 0 の解である. よつて
(1) φp

3
?
2 q “

3
?
2, φpωq “ ω (2) φp

3
?
2 q “

3
?
2, φpωq “ ω2

(3) φp
3
?
2 q “

3
?
2ω, φpωq “ ω (4) φp

3
?
2 q “

3
?
2ω, φpωq “ ω2

(5) φp
3
?
2 q “

3
?
2ω2, φpωq “ ω (6) φp

3
?
2 q “

3
?
2ω2, φpωq “ ω2

の 6 通りに限られるが, これらすべてが実際に自己同型になつてゐることが確かめられる (最終的に
は 19.20 (4) で示される). ここで rQp

3
?
2, ωq : Q s “ 6 であることに注意せよ.

例 11.7. 拡大 Qp
3
?
2 q{Q において, Qp

3
?
2 q の Q 上の自己同型. 上の 11.6 から, 自己同型は恒等写

像以外には有り得ない. ここで rQp
3
?
2q : Q s “ 3 であることに注意せよ.
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例 11.8. いま α “
a

6` 3
?
2` 2

?
3` 2

?
6 とおき (根号内は正), 体
L“ Qpαq

を考へる. これは有理数体 Q と α を含む C の部分体のうち最小なもののことである. つまり, α と
任意の有理数について, 可能な限りの四則演算を行なひ得られた元を集めたものである. L の要素を
いくつか挙げてみる. 例へば

L Q α2 “ 6` 3
?
2` 2

?
3` 2

?
6

であるし, β “ α2 ´ 6 とおくとき,
β2 ´ 54

12
“ 2

?
2` 2

?
3`

?
6 P L,

γ “ β ´
β2 ´ 54

12
“

?
2`

?
6 P L,

ˆ

β ´
β2 ´ 54

12

˙2

“ 8` 4
?
3 P L,

pβ ´
β2´54
12 q2 ´ 8

4
“

?
3 P L,

γp
?
3´ 1q

2
“

?
2 P L.

以上から LĄ Qp
?
2,

?
3q である. Qp

?
2,

?
3q は

?
2 と

?
3 を含む最小の (C の) 部分体である.

Qpαq “ Qpα1q “ Qpα2q “ Qpα3q

Qp
?
2,

?
3 q

Qp
?
2q Qp

?
3q Qp

?
6q

Q

体 L, Qp
?
2,

?
3q, Qp

?
2q, Qp

?
3q, Q の間には次の図

の様な包含関係がある. 図においては, 線分で結ばれた
体について, より上の方にある体がより下の体を含む.
いま,

α0 “ α,

α1 “
a

6´ 3
?
2` 2

?
3´ 2

?
6 ,

α2 “
a

6` 3
?
2´ 2

?
3´ 2

?
6 ,

α3 “
a

6´ 3
?
2´ 2

?
3` 2

?
6

とおくとき (これらすべての根号内は正), 8 つの写像
σ˘
i : LÝÑ L

fpαq ÞÝÑ fp˘αiq

はどれも自己同型である. ここに fpxq は x の有理数係数の任意の有理式を表す. ˘αi はどれも α

の有理式で表はされる. 実際, αα1 “
?
6, αα2 “ p1`

?
2q

?
6, αα3 “ 3

?
2` 2

?
3 であるが,

?
2,

?
3,

?
6 は α の有理式であるからである 11) .

問 11.9. 上の記号の下で, Qpαq “ Qpα1q “ Qpα2q “ Qpα3q であることを示せ.

問 11.10. 上の t ˘αi | i“ 0, ¨ ¨ ¨, 3 u は方程式 fpxq “ x8 ´ 24x6 ` 108x4 ´ 144x2 ` 36 “ 0 の根であ
ることを示せ. また, 拡大次数 rQpαq :Qp

?
2,

?
3 q s “ 2 を証明せよ.

(Hint : paridroid を使ひ fpxq を調べよ. 但し, 最後は手でできる証明に落し込むこと. )

11) このことと L Ă R であることから, α1, α2, α3 の根号内は正でなくてはならないこともわかる.
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例 11.11. 最後の例は有限体についてのもの. Z{5Z を F5 と略記する. いま α3 `α` 1 “ 0 なる α

を考へる. この式を満たす数 α は F5 の中には存在しない（確かめよ）からこの α を新しい数とし
て, α の F5 上の多項式の全体

F5rαs “ ta` bα` cα2 |a, b, c P F5 u

を考察する 12) 13) . これは, 自然に除法も備へてゐて, 有理式の全体 F5pαq と一致する, つまり
F5rαs “ F5pαq

であることが次の様にしてわかる. 例へば
2` 3α

1` 2α` 3α2
“

p2` 3αqp1` 2α5 ` 3α10qp1` 2α25 ` 3α50q

p1` 2α` 3α2qp1` 2α5 ` 3α10qp1` 2α25 ` 3α50q

“
2α2 ` 3

2
“ α2 ` 4.

ここで, 10.3(4) を使つて α3 `α` 1 “ 0 の両辺を 5 乗, 52 乗すると,

pα5q3 `α5 ` 1 “ 0, pα25q3 `α25 ` 1 “ 0

であるから, x3 ` x` 1 “ 0 の 3 つの解が α, α5, α25 であることがわかり 14) , 1` 2α` 3α2 の共
役 15) は, それ自身の他に 1` 2α5 ` 3α10 と 1` 2α25 ` 3α50 の全部で 3 つであることがわかる. こ
れを上の計算において使つた. また, そのことは F5pαq の自己同型には F5pαq ÝÑ F5pαq

α ÞÝÑ α, α ÞÝÑ α5, α ÞÝÑ α25

から定まる 3 つがあり, これ以外にはないことを意味してゐる（後の 16.3 で述べる）.
上の計算は次の様にしてもできる. x3 ` x` 1 と 1` 2x` 3x2 に対して F5rxs における互除法

を行ふと, 4px3 ` x` 1q ` p2x` 2qp1` 2x` 3x2q “ 1 が得られ, p2α` 2qp1` 2α` 3α2q “ 1 であり,
2` 3α

1` 2α` 3α2
“ p2` 3αqp2α` 2q “ 6α2 ` 10α` 4 “ α2 ` 4.

以降, この体 F5rαs を F125 と記して, 125 元体と呼ぶ.

注意 11.12. 以上, 様々な例を見てきたが, どの例についても自己同型全体が写像の合成を演算とし
て, 群をなすことが見て取れる 16) . このことを銘記しておいて欲しい.

演 習 問 題
11.13. 上の 11.11 における α について,

2α` 3

2α2 ` 3α` 1
を α の多項式で表せ.

11.14. 本文で取り上げた体 F5pαqについて α ÞÑ α5 により定まる写像は自己同型であり, 各 fpαq P

F5pαq を fpαq5 に写す写像であることを示せ.

11.15. paridroid で次の様な入力を試してみよ. 何がわかるか.
> a=Mod(a,a^3+a+1)

> Mod(a^125,5)

12) ここで, 高校で虚数単位を導入したときを思ひ出して欲しい. 「i2 “ ´1 となる数 i は実数の中には存在しない. そ
こでこの様な性質をもつ新しい数を考へて, a` bi (a, b P R) なる形の数の全体を複素数と呼ぶ. 複素数についての四則
演算は i2 “ ´1 以外は極く自然に定義する」の様に導入される. ただ, その様な「新しい数」といふのが何なのかが気に
掛かる. 実際, 複素数を導入した Gauss は非常に慎重にそれを導入してゐる. しかし, ここでは高校でのやり方で α を導
入する.
13) なぜ, a` bα (a, b P F5) の全体でないのか理解できるか.
14) 8.2 を見よ.
15) 一般に代数的拡大 L{K と α P L について, α と同じ既約多項式の根を α の共役であるといふ. 16.4 参照.
16) 次節の 12.5(2) で α125 “ α を示す. 「代数学 1」, 13.5(4) にも述べてある.
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§ 12. 有限次拡大, 代数的拡大

定義 12.1. 拡大 L{K において α P L が K 上の 0 ではないある多項式 fpxq の根であるとき,
α は K 上代数的であるといはれ, さうでないときは超越的であるといはれる. また L の任意
の元が K 上代数的であるとき, L{K は代数的拡大である, または, L は K 上代数的であると
いはれる. K の任意の元 a は x´ a の根であるから, もちろん K 上代数的である.

問 12.2. 体の拡大列 K ĂM Ă L について答へよ.
(1) α P L が K 上代数的であれば, それは M 上でも代数的であることを示せ.
(2) L{K が代数的拡大であれば L{M と M{K も代数的拡大であることを示せ.

問 12.3. M は L{K の中間体とする. M{K, L{M はともに有限次拡大とし, tα1, ¨ ¨ ¨ ,αmu を M

の K 上の基底, tβ1, ¨ ¨ ¨ , βlu を L の M 上の基底とする. このとき tαiβj |1 ő iőm, 1 ő j ő lu は
L の K 上の基底である. 特に L{K も有限次拡大であり,

(12.4) rL :Ks “ rL :M srM :Ks

が成り立つ. これらのことを示せ.

例 12.5. (1) rQp
3
?
2 q :Qs “ 3, rQp

3
?
2, iq :Qp

3
?
2 qs “ 2, rQp

3
?
2, iq :Qs “ 6.

(2) 有限体の有限次拡大について. 有限個の元からなる体を有限体と呼ぶ. K を charK “ p なる有
限体とする. ここで, rK : Fps “ n とすれば, |K| “ pn である 17) . 「代数学 1」（系 13.6）で学んだ様
に, 0以外の元のなす乗法群 Kˆ は位数 pn ´ 1 の巡回群である. 従つて 0 ‰ a PK ならば ap

n´1 “ 1

である. このことから K の任意の元は ap
n

“ a を満たす. 従つて K{Fp は代数的拡大である.

一般に, 拡大 L{K, α P L, および不定元 x について写像
φ :Krxs ÝÑ L, fpxq ÞÑ fpαq

を考へる. これは環準同型である. また Kerφ‰ t0u のときは α は代数的であり, Kerφ“ t0u のと
きは α は超越的である. このいづれの状況においても, 9.3(2) の記号を使へば

(12.6)
Krαs “ Imφ“ tfpαq |fpxq PKrxsu,

Kpαq “ tfpαq{gpαq |fpxq, gpxq PKrxs, gpαq ‰ 0u

となる. Kpαqは Krαsの商体（L 内で Krαs を含む最小の体）である. Imφ“Krαsは体の部分環ゆゑ整
域であるから,準同型定理 1.21によつて, Kerφ は素 idealである. しかるに 6.10で述べた通り Krxs

は単項 ideal 整域であるから, Kerφ“ t0u または既約多項式 ppxq PKrxs によつて Kerφ“ pppxqq

となつてゐる. 6.3 と 6.10 により pppxqq は Krxs の極大 ideal である. 以上をまとめると
(1) Kerφ“ t0u のとき, Krαs »Krxs, Kpαq »Kpxq である 18) .
(2) Kerφ“ pppxqq ‰ t0u のとき, Krαs »Krxs{pppxqq であり, これは体である.
特に pppxqq は極大 ideal であり, ppxq は Krxs の既約多項式である.

命題 12.7. 有限次拡大は代数的拡大である.

証明 L{K は有限次拡大とし, rL :Ks “ n, α P L とせよ. このとき n` 1 個の元 t1,α,α2, ¨ ¨ ¨ ,αnu

はK 上 1 次従属である. このことは次数が高々 n の多項式 fpxq があつて fpαq “ 0 であることに
他ならない. 従つて L の元はすべて K 上代数的である.

17) 基底 tv1, ¨ ¨ ¨ , vnu を 1 つとれば, K の元は一意的に a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn (a1, ¨ ¨ ¨, an P Fp) と書けるから.
18) 記号 » は両者が環として同型であることを意味する（1.16 を見よ）.
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問 12.8. 拡大 L{K において, α P L を K 上代数的な元として, α を根とする K 上の monic な多
項式のうち次数が最も低いものを ppxq とする. 次を示せ.
(1) ppxq は一意的に定まる.
(2) ppxq は K 上既約である.
(3) fpxq PKrxs について, fpαq “ 0 ðñ ppxq|fpxq が成り立つ.

定義 12.9. 12.8 の多項式 ppxq を irr pα,K,xq で表し 19) , これを α の K 上の最小多項式と
呼ぶ.

定理 12.10. 拡大 L{K と α P L について次が成り立つ.
(1) α が K 上代数的 ðñ Kpαq “Krαs.
(2) α が K 上代数的で deg irr pα,K,xq “ n ðñ rKpαq :Ks “ n. さらに, この両辺が成立し
てゐるとき, t1,α,α2, ¨ ¨ ¨ ,αn´1u はKpαq の K 上の基底である.

(3) α が K 上代数的 ðñ Kpαq{K は代数的拡大.

証明 (1) の (ñ). 任意の fpxq PKrxs について, fpαq ‰ 0 のとき 1{fpαq PKrαs を示せばよい.
irr pα,K,xq “ ppxq とせよ. fpαq ‰ 0 ならば, ppxq の既約性により, fpxqgpxq ` hpxqppxq “ 1, gpxq,
hpxq PKrxs となる gpxq, hpxq が存在する. このとき fpαqgpαq “ 1 となる.
(1) の (ð). α PK なら明かなので αRK とする. このとき 1{α “ fpαq (fpxq PKrxs) と書かれる
が, αfpαq ´ 1 “ 0, xfpxq ´ 1 PKrxs であり α は代数的である.
(2) の (ñ). もし 1, α, ¨ ¨ ¨, αn´1 の間に K 上の線形関係が存在すれば α は n´ 1 次以下の多項式
の根となるから, 仮定に反する. 一方, 任意の多項式 gpαq PKrαs について, gpxq の irr pα,K,xq に
よる剰余は n´ 1 次式であるから, gpαq は 1, α, ¨ ¨ ¨, αn´1 の 1 次結合で書ける. よつて, 1, α, ¨ ¨ ¨,
αn´1 は Kpαq の K 上の基底をなし, rKpαq :Ks “ n である.
(2) の (ð). n` 1 個の 1, α, ¨ ¨ ¨ , αn は 1 次従属であるから, α を根とする K 上の多項式が少なく
とも 1つ存在する. その様な多項式のうち次数が最小で monicな多項式が irr pα,K,xqに他ならない.
よつて α は K 上代数的である（これは 12.7 における議論に他ならない）. ここで, irr pα,K,xq “ d

とおくと, 先に示した (ñ) により rKpαq :Ks “ d となる. よつて d“ n でなければならない.
(3) の (ð) は明らかである.
(3) の (ñ). α が K 上代数的で, deg irr pα,K,xq “ n ならば, (2) より rKpαq :Ks “ n である. よ
つて, 任意の β PKpαq について, 1, β, ¨ ¨ ¨, βn は K 上 1 次従属である. よつて β は K 上の多項式
の根であつて代数的である.

上の考察から容易に次の定理が得られる.

定理 12.11. fpxq PKrxs, deg fpxq ą 0 とすれば, fpxq “ 0 の根を少なくとも 1 つ含む K の拡
大体が存在する.

証明 ppxqを fpxqの 1つの既約因子とすれば, L“Krxs{pppxqqは体である. K Q aとそれを含む剰
余類 a` pppxqq を同一視してK Ă L と考へてよい. α “ x` pppxqq とおけば ppαq “ ppxq ` pppxqq “

pppxqq “ 0L. 従つて fpαq “ 0 である.

19) irr は irreducible（既約な）から採られてゐる.
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例 12.12. 多項式 x3 ´ 2 P Qrxs は既約であり, 対応 x` px3 ´ 2qQrxs ÞÑ
3
?
2 により

Qrxs{px3 ´ 2q » Qp
3
?
2 q.

同様に Qp
3
?
2ω q と対応 x` px3 ´ 2qQrxs ÞÑ

3
?
2ω により

Qrxs{px3 ´ 2q » Qp
3
?
2ω q.

Qp
3
?
2ω2 q についても同じ. しかし, もちろんQp

3
?
2 q ‰ Qp

3
?
2ω q 等である.

K の拡大体 L の元 α1, ¨ ¨ ¨, αn に対して
Krα1, ¨ ¨ ¨ ,αns “ tfpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq | fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq PKrx1, ¨ ¨ ¨ , xns u

であり, その商体が, L 内の α1, ¨ ¨ ¨, αn を含む最小の K の拡大体 Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq に他ならない. ま
た, Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´1,αnq “Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´1qpαnq であることも, この記法の意味から容易にわかる.

問 12.13. 拡大 L{K において, α1, ¨ ¨ ¨, αn P L がすべて K 上代数的ならば
Krα1, ¨ ¨ ¨ ,αns “Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq

となることを示せ.

定理 12.14. 拡大 L{K について次の 2 つは同値である.
(1) L{K は有限次拡大である.
(2) L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq と書けて, 各 αi P L は K 上代数的である.

証明 (1)ñ(2). いま, α1, ¨ ¨ ¨, αn を K 上の vector 空間としての L の基底とせよ. このとき
L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq でなければならない. ゆゑに, 各 αi は 12.7 より K 上代数的である.
(2)ñ(1). 各 αi は K 上代数的であるから, それは Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αi´1q 上でも代数的で, 12.10 (2)より
rKpα1, ¨ ¨ ¨,αi´1,αiq :Kpα1, ¨ ¨ ¨,αi´1qs “ rKpα1, ¨ ¨ ¨,αi´1qpαiq :Kpα1, ¨ ¨ ¨,αi´1qs ă 8 である. K Ă

Kpα1q Ă ¨ ¨ ¨ ĂKpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´1q Ă L なる体の列を考へれば, 12.3 より
rL :K s “ rKpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq :Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´1qs ¨ ¨ ¨ rKpα1,α2q :Kpα1qsrKpα1q :Ks ă 8

となる.

12.14 から容易に次のことがわかる.

命題 12.15. 体の列 K ĂM Ă L において L{M , M{K が共に代数的拡大であれば L{K も代数
的拡大である.

証明 α P L とすれば, αn ` a1α
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0 となる ai PM がある. このとき α は N “

Kpa1, ¨ ¨ ¨ , anq 上代数的で, また各 ai は K 上代数的であるから rN :Ks ă 8 である. 従つて
rNpαq :Ks “ rNpαq :N srN :Ks ă 8 となり, α は K 上代数的である.

命題–定義 12.16. 拡大 L{K において K 上代数的な L の元の全体を M とすれば, M は体で
ある. 従つて K 上代数的な 2 元の和, 差, 積, 商はまた K 上代数的である. この M を K の L

における代数的閉包と呼ぶ.

証明 α, β PM とすれば, 12.14 より Kpα,βq は代数的, 従つて α˘ β, αβ PM , また β ‰ 0 なら
αβ´1 PM となる.
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演 習 問 題
12.17. 次の各問において, 拡大 C{K と元 α P C について irr pα,K,xq を求めよ.
(1) K “ Q, α “

?
2.

(2) K “ Q, α “
?

´3.
(3) K “ Q, α “

?
3`

?
5.

(4) K “ Q, α “
4
?
2.

(5) K “ Qp
?
2 q, α “

4
?
2.

(6) K “ Q, α “ expp2πi5 q.
(7) K “ Qp

?
5 q, α “ expp2πi5 q.

12.18. 12.16 の記号のもとで, L の元で M 上の代数的な元は M の元に限ることを示せ.
(Hint : α P L は M 上代数的とせよ. irr pα,M,xq の係数を K に添加した体について, 12.15 を利用せよ. )

12.19. Fp を標数 pą 0 の素体とせよ（つまり p は素数で Fp “ Z{pZ）. 多項式 x2 ` 1 P Fprxs が既
約であるためには p” 3 mod 4 であることが必要十分である. これを証明せよ.

12.20. 次の拡大次数を求めよ.
(1) rC : R s

(2) rQp
?
5q :Q s

(3) rQp
?
2,

?
3q :Q s

(4) rQp
?
2`

?
3q :Q s

12.21. 体の拡大 L{K があり, M をその中間体とせよ. α P L が K 上代数的であるとせよ. この
とき rMpαq :M s ő rKpαq :K s であることを示せ.

12.22. 体の拡大 L{K と中間体 M1, M2 があつて rM1 :K s “m1, rM2 :K s “m2,
gcdpm1,m2q “ 1 とせよ. このとき M1 XM2 “K であることを示せ.

12.23. 体の拡大 L{K があり, α, β P L とせよ. rKpαq :K s “m, rKpβq :K s “ n,
gcdpm,nq “ 1 ならば, rKpα,βq :K s “mn であることを示せ.

12.24. 体の有限次拡大 L{K があり R は LĄR ĄK を満たし, L の演算に関して環であるとせ
よ. このとき R は体であることを示せ. (Hint : (12.7 と 12.10(1)) を用ゐよ. )

12.25. 無限次の代数的拡大の例を一つ挙げよ.
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§ 13. 超越次数
ここでは代数的拡大でない拡大について, 後に必要となることに限つてまとめておく.

定義 13.1. 拡大 L{K があり, α1, ¨ ¨ ¨, αn P L とする. 0 でない任意の fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq P

Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns に対して fpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq ‰ 0 であるとき, α1, ¨ ¨ ¨, αn は K 上代数的に独立で
あるといひ, さうでないとき代数的に従属であるといふ.

注意 13.2. 上の 13.1 で, n“ 1 のとき, α P L が K 上代数的に独立といふことは, K 上超越的であ
ることと同じである. また x1, ¨ ¨ ¨, xn を n 個の不定元（文字）とすると, α1, ¨ ¨ ¨, αn P L が K 上代
数的に独立であることは, 写像

φ :Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns ÝÑKrα1, ¨ ¨ ¨ ,αns, fpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq ÞÝÑ fpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq

が環同型であることと同値である. 体 Kpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq は K 上の有理函数体と呼ばれるのであるが,
上の状況のとき Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq はこの Kpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq と同型である.

定義 13.3. L の部分集合 S に対して, その任意の有限部分集合が K 上代数的に独立であると
き, S は K 上代数的に独立であるといはれる. S Ă L が K 上代数的に独立な部分集合のうち
極大なものであるとき, S は L{K の超越基であるといはれる.

問 13.4. 拡大 L{K において, α1, ¨ ¨ ¨, αn P L は K 上代数的に独立であるとする. このとき, 次の
ことを示せ. 但し β P L である.
(1) α1, ¨ ¨ ¨, αn, β が K 上代数的に従属 ðñ Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn, βq{Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq が代数的.
(2) tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu が L{K の超越基 ðñ L{Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq が代数的.

Vector 空間における基底と同様に, 超越基について次の定理が成り立つ.

定理 13.5. 拡大 L{K が有限生成ならば, L{K は有限個の元からなる超越基を持つ. その元の
個数は超越基の選び方によらず一定である. この個数を L{K の超越次数と呼び, trans.degKL

で表す.

証明 L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq とし, tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu の部分集合で K 上代数的に独立なもののうち, 元の個
数が最大なものを（必要ならばその番号を付け替へて）tα1, ¨ ¨ ¨ ,αru とせよ. M “Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αrq と
おけば, 13.4 (1) より任意の αi は M 上代数的で L“Kpαr`1, ¨ ¨ ¨ ,αnq であるから, L{M は代数的
である. 従つて tα1, ¨ ¨ ¨ ,αru は超越基であり, L{K は有限個の元からなる超越基を持つ.
さて, 上の状況で, tβ1, ¨ ¨ ¨, βsu を L{K の任意の超越基とする. このとき L{Kpβ1, ¨ ¨ ¨, βsq は

Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βsq 上代数的なある βs`1,¨ ¨ ¨, βm P L により, L“Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βs, βs`1, ¨ ¨ ¨ , βmq と書ける.
実際, L“Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βs,α1, ¨ ¨ ¨ ,αnqであり, α1, ¨ ¨ ¨, αn は（β1, ¨ ¨ ¨, βs の仮定から）Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βsq上
代数的である. これらのことから sőr であることを示せばよい. （逆向きの不等式は tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu

と tβ1, ¨ ¨ ¨ , βmu の役割を入れ替へて得られる.）以下, 背理法による証明を行ふので sąr と仮定す
る. このとき, tαju の番号を適当につけかへて, 帰納法で, 各 t“ 1, ¨ ¨ ¨, r`1 に対して, L が Kt “

Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βt´1,αt, ¨ ¨ ¨ ,αrqの上に代数的であること, 特に L が Kr`1 “Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βrq上に代数的で
あることを証明する. この結論は tβ1, ¨ ¨ ¨ , βsuが L{K の超越基であることに矛盾するから証明が完了
する. さて, まづ t“ 1については明らかに成り立つ. 次に Lは Kt 上に代数的であると仮定する. βt
は Lの元であるからKt 上に代数的であり, 0でない多項式 fpxq “ c0x

m ` c1x
m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cm PKtrxs
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が存在して fpβtq “ 0 となる. ここで, 左辺の各係数の分母を払ふことにより, 左辺は β1, ¨ ¨ ¨, βt,
αt, ¨ ¨ ¨, αr の多項式であるとしてよい. 仮定により, β1, ¨ ¨ ¨, βt は K 上代数的に独立であるから,
fpxq の係数の中に αt, ¨ ¨ ¨, αr のうちの少くとも 1 つが実際に現れなくてはならない. 番号を付け
替へて, それを αt とし, fpβtq “ 0 の左辺を αt についてまとめれば, 体 Kt`1 の元を係数とする αt

の多項式が 0 となる, といふ自明でない関係式が得られる. よつて αt は Kt`1 上に代数的である.
Kt ĂKtpβtq “Kt`1pαtq で 20) Kt`1pαtq は Kt`1 上に代数的である.

L

Kt`1pαtq“Kp¨ ¨ ¨ , βt´1, βt , αt ,αt`1, ¨ ¨ ¨ q

Kp¨ ¨ ¨ , βt´1, αt ,αt`1, ¨ ¨ ¨ q “Kt Kt`1“Kp¨ ¨ ¨ , βt´1, βt ,αt`1, ¨ ¨ ¨ q

K

代数的

代数的

以上から, 帰納法の仮定, 12.2, 12.15 によつて, L は Kt`1 上の代数的拡大でもである.

例題 13.6. 体の列 K ĂM Ă L において L{M が代数的拡大ならば
trans.degKL“ trans.degKM が成り立つ. 但し, M{K は有限生成とする.

証明 tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu を M{K の超越基とし, N “Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq とすれば, M{N は代数的拡大であ
る (13.4(2)) が, 12.15 により, L{N も代数的拡大である. ゆゑに, 13.4(2) より tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu は L{K

の超越基でもある. よつて trans.degKL“ trans.degKM .

13.5 の証明から, 次のことがわかる.

例題 13.7. L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq で trans.degKL“ nŕ 1 ならば tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu は K 上代数的に独立
で, それゆゑ L{K の超越基である. この様な拡大を純超越拡大といふ.

証明 13.5 の証明の最初に示した様に, tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu の部分集合で K 上代数的独立なものがある. こ
のうち, 元の個数が最大なものを (番号を付け替へて) tα1, ¨ ¨ ¨ ,αru とすれば, これは L{K の超越基
である. よつて仮定により r “ n となる.

20) 体 Ktpβtq “ Kt`1pαtq は 2 つの体 Kt と Kt`1 の合成体 KtKt`1 （第 14 節で述べる）に他ならない.
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演 習 問 題

13.8. ξ が K 上超越的ならば, n P N に対し rKpξq :Kpξnq s “ n であることを示せ.

13.9. 体 k と不定元 t について, K “ kpt5q, L“ kptq とせよ.
(1) rL :Ks はいくつか.
(2) α “ t2 ` t` 1 とおく. Kpαq “ L であることを示せ.
(3) t を t5 と α の k 上の有理式で具体的に書け.

（Hint : t が β “ α´ 1 と t5 で表せればよい. tβ, β2, β3, t5 の間のうまい 1 次関係を考へよ. ）

13.10. 円周率 π は Q 上超越的であることが知られてゐる. trans.degQQpπ`
?
πq はいくつか.

13.11. L を 環 Qrx,ys{px2 ` y2 ´ 1q の商体とする. trans.degQL はいくつか. また, 拡大 L{Q の
超越基を 1 組求めよ.

13.12. L を 環 Qrx,y, zs{px2 ` y3 ` z4 ´ 1q の商体とする. trans.degQL はいくつか. また, 拡大
L{Q の超越基を 1 組求めよ.

13.13. 体の拡大列 K ĂM Ă L について L{M と M{K がともに有限生成であるとする. このと
き trans.degKL“ trans.degKM ` trans.degML であることを示せ.

13.14.
‹ 体 L が部分体 K pĂ Lq 上有限生成であるとき, 任意の部分体 K ĂM Ă L について, L{M

も M{K も有限生成であることを示せ.
（L{M については容易. M{K については, 文献 [F], p.313, 定理 4.9 を見よ）

29



30 2025年 1月 12日 版 § 14

§ 14. 合成体

定義 14.1. (1) 拡大体 E{K において, L をその中間体, S を E の部分
集合とするとき, L の元を係数とし S の有限個の元の有理式の形で表さ
れる元の全体は E{L の中間体である. これを LpSq で表す. LpSq は L

と S を含む E の最小の部分体である. 特に M が E{K の中間体のとき
は LpMq “MpLq となる. これを L と M の合成体と呼んで LM または
ML で表す. また拡大 ML{M を拡大 L{K の M への (または, M{K に
よる) 持ち上げと呼ぶ. LM は L と M を含む最小の部分体に他ならない.

E

LM

L M

K

(2) 任意の拡大 L{K とその任意の持ち上げ LM{M に関し, 拡大に関するある性質 P が L{K

で満たされてゐれば, LM{M でも成り立つとき, 性質 P は持ち上げによつて保たれるといふ.

持ち上げに関して保たれる性質として次の様なものがある.

命題 14.2. 体の拡大に関する次の性質は持ち上げによつて保たれる.
(i) 代数的拡大, (ii) 有限生成, (iii) 有限次拡大, (iv) 単純拡大.

証明 拡大 L{K の持ち上げ ML{M を考へる.
(i) L{K が代数的であるとせよ. α PML“MpLq は

α “ fpγ1, ¨ ¨ ¨ , γnq{gpγ1, ¨ ¨ ¨ , γnq, f, g PM rx1, ¨ ¨ ¨ , xns, γi P L

と表されてゐる. このとき α PMpγ1, ¨ ¨ ¨ , γnq であるが, 各 γi は K 上代数的ゆゑM 上でも代数的,
従つて 12.14 (2)ñ(1) により Mpγ1, ¨ ¨ ¨ , γnq{M は代数的であり, α は M 上代数的.
(ii) L{K が有限生成, つまり L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq と書けてゐるとせよ. このとき ML“MpLq “

Mpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq であるから ML{M も有限生成.
(iii) L{K が有限次拡大であれば, 12.7 により代数的拡大でもある. より強く, 12.14 (1)ñ(2) から
K 上代数的な αj (1 ő j ő n) によつて L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq と書けてゐる. このとき (ii) と同様に
ML“Mpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq と書けて, 各 αj は M 上でも代数的であるから, 再び 12.14 (2)ñ(1) により
ML{M は有限次拡大である.
(iv) (ii) の証明で n“ 1 の場合を考へれば, 直ちにわかる.

演 習 問 題
14.3. 次に挙げる 2 つの体の合成体をできるだけ簡潔な形で答へよ. また, その合成体の Q 上の基
底と Q 上の拡大次数を求めよ.
(1) Qp

?
2 q と Qp

?
3 q (2) Qp

4
?
3 q と Qp

?
3 q

(3) Qp
3
?
2 q と Qp

3
?
2i q (4) Qp

?
2 q と Qp

?
2`

?
3 q

14.4. 体の拡大 L{K と α1, ¨ ¨ ¨, αm, β1, ¨ ¨ ¨, βn P L について, Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αmq と Kpβ1, ¨ ¨ ¨ , βnq の
合成体はKpα1, ¨ ¨ ¨ ,αm, β1, ¨ ¨ ¨ , βnq であることを説明せよ.

14.5. 代数的拡大 L{K の 2 つの真の中間体 M1, M2 で, 互ひに包含関係がなく, rM1M2 :M1 s ă

rM2 :K s であり, rM1M2 :M1 s “ rM2 :M1 XM2 s となる例を挙げよ. また rM1M2 :M1 s ă rM2 :

M1 XM2 s となる例を挙げよ. (Hint : 後半は M1M2 “ Qp
3
?
2,ωq となる M1, M2 を考へよ. )

（以上より, 一般に, 拡大次数は持ち上げによつて保たれない. 23.5 も参照. ）

14.6.
‹ 拡大 L{K の 2 つの中間体 M1, M2 について, rM1 : Ks “m, rM2 : Ks “ n, gcdpm, nq “ 1

のとき, rM1M2 : Ks “mn であることを示せ. （12.23 の一般化. [F], p.68, 定理 2.16 の系（iii）.）
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§ 15. 代数的閉包
この節では, いくつもの体に関する種々の考察をするのに便利な代数的閉包と呼ばれる体の存在を証
明する.

命題 15.1. 体 Ω について, 次の条件は互ひに同値である.
(1) fpxq PΩrxs, deg f ą 0 ならば, Ω は fpxq の根を少くとも 1 つ含む.
(2) fpxq PΩrxs, deg f ą 0 ならば, fpxq は Ωrxs で 1 次式の積に分解する.
(3) Ωrxs の既約多項式はすべて 1 次式または定数である.
(4) Ω の代数的拡大は Ω 以外には存在しない.

証明 (1)ñ(2). deg f に関する帰納法で容易に証明される.
(2)ñ(3). 自明.
(3)ñ(4). L{Ω を代数的拡大とせよ. α P L とすれば irr pα,Ω,xq は 1 次式である. 従つて α PΩ で
あり, L“Ω である.
(4)ñ(1). 12.11 より fpxq の根 α を含む Ω の拡大が存在する. その 1 つを L とすれば LĄΩpαq

であつて, もちろん Ωpαq{Ω は代数的拡大であるから, 仮定より α PΩpαq “Ω となる.

定義 15.2. 体 Ω が 15.1 の条件を満たすならば, Ω は代数的閉体であるといはれる.

例 15.3. (1) 複素数体 C は代数的閉体である (代数学の基本定理).
(2) Q “ tα P C |α は Q 上代数的 upĂ Cq は代数的閉体である（12.18 と 15.1(4) を使ふ）.
円周率 π “ 3.14159265 ¨ ¨ ¨ や Napier の数 e“ 2.7182818284590 ¨ ¨ ¨ などは Q に属さないことが知ら
れてをり, Q Ř C である (15.10 も参照されたい).

定義 15.4. 拡大 Ω{K が代数的拡大であり, かつ Ω が代数的閉体であるとき, Ω は K の代数
的閉包であるとはれる.

問 15.5. L{K が代数的ならば L の代数的閉包は K の代数的閉包であることを示せ. （Hint : 12.2.）

以下では代数的閉包の存在を証明する.

定理 15.6. (E. Steinitz) 任意の体 K に対し K の代数的閉包が存在する.

これは K 上のあらゆる多項式の根を添加してできあがる最大の体が存在するといふことであるが,
当
::::
面
::::

,
::::
こ
::::
れ
::::
を
::::
認
::::::
め
::::
て
::::
証
::::
明
::::
を
::::::
飛
::::
ば
::::
し
::::
先
::::
に
::::::
進
::::
ん
::::
で
::::
も
::::
よ
::::::
い
::::

.
::::
この定理の証明のためにまづ, 次のことを示す.

補題 15.7. 多項式環 Krxs において, 次数が 1 以上の多項式の全体を Krxs˚ と表す. K の代数
的拡大で, 任意の fpxq PKrxs˚ がそこで少くとも 1 つ根を持つ様なものが存在する.

証明 各 fpxq PKrxs˚ ごとに文字 Xf を用意し, それらの文字の全体を S とする : S “ tXf |fpxq P

Krxs˚ u. また S の有限個の元に関する K 上の多項式の全体を KrSs と書く. KrSs はもちろん可
換環である. KrSs において tfpXf q |f PKrxs˚ u で生成される ideal を I とする. KrSs Ś I となる
ことが次の様にして示される. いま KrSs “ I であるとすれば, f1pxq, ¨ ¨ ¨, fnpxq PKrxs˚ と g1, ¨ ¨ ¨,
gn PKrSs が存在して
(15.8) 1 “ g1 ¨ f1pXf1q ` ¨ ¨ ¨ ` gn ¨ fnpXfnq
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が成り立つ. g1, ¨ ¨ ¨, gn に現れる変数の個数は有限であるから, ある N P N について, これらはすべ
て KrXf1 , ¨ ¨ ¨ ,Xfn , ¨ ¨ ¨ ,XfN s の元としてよい. さて, 12.11 より f1pxq PKrxs の根の 1 つ α1 を
含む拡大 L1{K が存在する. さらに f2pxq P L1rxs の根の 1 つ α2 を含む拡大 L2{L1 がある. 以下
同様にして体の拡大列 K Ă L1 Ă L2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Ln “ L（と αj P Lj）を考へる. このとき, もちろん L

はこれら α1, ¨ ¨ ¨, αn のすべてを含む. そこで (15.8) に
Xf1 “ α1, ¨ ¨ ¨ , Xfn “ αn, Xfn`1 “ ¨ ¨ ¨ “XfN “ 0

なる代入をすれば 1 “ 0 となり矛盾である. よつて KrSs Ś I である. これにより I を含む KrSs の
極大 ideal が存在する. その 1 つを J とせよ. EK “KrSs{J は体であり, 自然に K Ă EK と見做せ
る. Xf を含む剰余類 Xf ` J を Xf で表す. I の定義から, 任意の f PKrxs˚ に対して fpXf q “ 0

となるから, EK は所望の条件を満たす.

証明（15.6 の）. 上で示した様に KrSs Ś I であるから, I を含む KrSs の極大 ideal J がある.
EK “KrSs{J は体で, EK ĄK と考へてよい. いま Xf を含む剰余類 Xf ` J を Xf と表せば, I の
定義から任意の f PKrxs˚ に対して fpXf q “ 0 となり, EK{K は 15.7 に叶ふ拡大である. K0 “K

とし, 15.7 の様な EK を 1 つとつて EK “K1 とおく. K に対して行つた手続きを K1 に対して行
ひ, EK1 を得るが, それを E2 とおく. 以下同様に手続きを行ひ Ki`1 “ EKi と記せば, 体の列

K “K0 ĂK1 ĂK2 Ă ¨ ¨ ¨

が得られる. この作り方から Ki`1{Ki は代数的拡大であり, 任意の hpxq PKirxs˚ は Ki`1 で少く
とも 1 つの根を持つ. Ω “

Ť8
i“0Ki は K の拡大で, α PΩ はある Ki に含まれ, Ki{K は代数的拡

大であるから Ω{K は代数的拡大である. また hpxq “ c0x
r ` c1x

r´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cr PΩrxs が次数 1 以
上であれば, ある m について, Km は, すべての ci (0 ő iő r) を含む. hpxq PKmrxs˚ であるから
hpxq は Km`1 内に, つまりΩ 内に, 少くとも 1 つ根を持つ. これで Ω は代数的閉体であることが
わかつた. つまり Ω は K の代数的閉包である.

注意 15.9. Ω は体 K を含む代数的閉体とし, K を K の Ω における代数的な元全体の集合とすれ
ば, K は K の代数的閉包である（12.18 と 15.1(4) による）. この様に, 体 K を含む代数的閉体が
あれば, それに含まれる K の代数的閉包は一意的に定まる.

演 習 問 題

15.10. Qは集合として可算濃度であることを示せ. (Hint : 各多項式 fpxq “ a0x
n ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an P Zrxs

(a0 ŕ 1) に対し n` a0 ` |a1| ` ¨ ¨ ¨ ` |an| を考へて, これをもとに Q の元を数へればよい. )

15.11. C は非可算集合であることを示し, Q Ř C を示せ.

15.12. rQ :Q s “ 8 であることを示せ. (Hint : Eisenstein の既約性判定定理を使ひ, いくらでも次数の高い既
約多項式があることを示せ. )
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§ 16. 部分体の上の同型
体 K から体 L への環準同型 σ : K Ñ L, a ÞÑ aσ について, その核 Kerσ は K の ideal であるから
K 自身であるか t0u である. 前者の場合, つまり像が t0u のとき, σ は自明であるといはれる. 後
者の場合, つまり Kerσ “ t0u のとき, σ は単射であるから, K は σ と通じて部分体 Imσ Ă L に同
型である. この準同型の像 Imσ は通常

Kσ “ taσ |a PK u

と書かれる. このとき σ を K から L の中への同型といふ. 特に Imσ “ L のときは σ : K „
Ñ L と

書いて, K から L への上への同型といふ.

定義 16.1. 体 K の 2 つの拡大 L{K と L1{K の間の同型 σ :L „
Ñ L1 が K の各元を不変にす

るとき, 即ち idK : K „
ÑK の拡張になつてゐるとき, σ を K 上の同型であるといふ. 中への K

上の同型も同様に定義される. 体 L から自身への同型 σ : L „
Ñ L を L の自己同型といふ. ま

た拡大 L{K に対して K 上の同型 σ : L „
Ñ L を L の K 上の自己同型といふ. これらは写像の

合成を演算として群をなす. それぞれを
AutL, AutL{K

と書いて, それぞれ L の自己同型群, K 上の自己同型群 と呼ぶ. （同型 : automorphism）

体の同型 σ : K „
ÑK 1 は自然に多項式環の間の環としての同型

Krxs
„
ÑK 1rxs

n
ÿ

i“0

ai x
i ÞÑ

n
ÿ

i“0

ai
σxi

に拡張される. これを同じ記号 σ で表して fpxq PKrxs の像を fσpxq で表す. 明らかに, ppxq が
Krxs の既約多項式ならば, pσpxq は K 1rxs の既約多項式であり, この逆も成り立つ.

問 16.2. 次の問に答へよ.
(1) Q および Fp（ p は素数）の自己同型写像は恒等写像に限ることを示せ.
(2) charF “ pą 0 とせよ. Q から F への (または F から Q への) 環準同型写像は, すべての元を

0 P F (または 0 P Q) に写すものだけであることを示せ.
(3) Qp

?
2 q の自己同型写像は 2 つだけ存在する. それらを記述せよ.

(4) Qp
3
?
2 q の自己同型写像は恒等写像しかないことを示せ.

(5) Qp
3
?
2 q から C の中への同型写像は 3 つだけ存在する. それらを記述せよ.

命題 16.3. σ : K „
ÑK 1 を体の同型とせよ. いま L“Kpαq は Krxs の既約多項式 ppxq の根 α

をK に添加した体とし, L1 “K 1pα1q は pσpxq の根 α1 をK 1 に添加した体とする. このとき σ

の拡張である同型 ρ : L „
Ñ L1（つまり ρ|K “ σ）で α を α1 に写すものが唯一つだけ存在する.

証明 σ : Krxs
„
ÑK 1rxs から自然に環準同型 σ : Krxs{pppxqq

„
ÑK 1rxs{ppσpxqq が得られる.

これは σ : K „
ÑK 1 の拡張で x` pppxqq ÞÑ x` ppσpxqq となつ

てゐる. 一方,

τ : Krxs{pppxqq
„
ÑKpαq, x` pppxqq ÞÑ α ;

τ 1 : K 1rxs{ppσpxqq
„
ÑK 1pα1q, x` ppσpxqq ÞÑ α1

はそれぞれ K 上の同型, K 1 上の同型である. このとき

Krxs{pppxqq K 1rxs{ppσpxqq

Kpαq K 1pα1q

τ

σ

τ 1

ρ

ρ“ τ 1 στ´1 :Kpαq ÞÑK 1pα1qは求めるものである. これは αの写り先で決まるので一意的である.
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問 16.4. 体 K 上代数的な 2 元 α, α1 に対して, 次の 2 つの条件は同値であることを示せ.
(1) irr pα,K,xq “ irr pα1,K,xq.
(2) K 上の同型 ρ :Kpαq

„
ÑKpα1q で αρ “ α1 となるものがある.

ˆ

Hint : (1)ñ(2) は 16.3の特殊な場合（σ “ idK）である. (2)ñ(1). ppxq “ irr pα,K,xq, qpxq “ irr pα1,K,xq

とおけば, ppα1q “ ppαρq “ ppαqρ “ 0ρ “ 0 であるから, ppxq
ˇ

ˇqpxq がわかる. ここで qpxq の既約性を使ふ.

˙

定義 16.5. 16.4 の様な性質をもつ 2 元 α, α1 は K 上で共役であるといはれる.

さて, 代数的閉包の一意性は次の定理の様に述べられる.

定理 16.6. K, K 1 をそれぞれ体 K, K 1 の代数的閉包とし, σ : K „
ÑK 1 は体の同型であるとせ

よ. このとき σ は同型 σ : K „
ÑK 1 に拡張される. 特に K の 2 つの代数的閉包は互ひに K 上

同型である.

これの証明の要点は次の通り. K に含まれない代数的な元を 1つ添加して, 拡大体 K1 を得ると 16.3
より, それに応じて K 1 のある拡大体 K 1

1 への K1 からの同型が存在する. 次に, この手続きを K1

に対して行ふ. 同様な手続きを無限に繰り返せば目的の写像が得られる. 精密な証明を以下の通り.

証明 K{K の中間体 L と, L から K 1 の中への同型 ρ : LÑK 1 であつて, σ の拡張であるものの
組 pL,ρq の全体を L で表す. L に順序を次の様に入れる :

pL1, ρ1q ő pL2, ρ2q ðñ L1 Ă L2 かつ ρ2 は ρ1 の拡張.

このとき, L は半順序集合で, また帰納的であることが次の様にして示される.
いま t pLλ, ρλq |λ P Λ u を L の全順序部分集合とするとき, L“

Ť

λLλ とおく. このとき L は体に
なることに注意されたい（9.2(2) と比較されたい）. α P L はある Lλ に属し, αρλ PK 1 がきまるが,
順序の定義と全順序性からこれは α P Lλ である限り λ の選び方に依らないことが容易にわかる. そ
こで α に αρλ を対応させて, L から K 1 の中への同型 ρ : LÑK 1 が得られる. ここで pL,ρq P L

かつ pLλ, ρλq ő pL,ρq (@λ P Λ) となることは作り方から明らかである. 以上から Zorn の補題によ
つて, L は極大元 pL0, ρ0q を持つ. このとき L0 “K で, Imρ0 “K 1 となることを示せばよい. い
ま K Ś L0 とし, α PK ´L0 とする. 16.3 により ρ0 : L0 ÑK 1 は ρ1 : L0pαq ÑK 1 に拡張できる.
このとき pL0, ρ0q ă pL0pαq, ρ1q となつて pL0, ρq の極大性に矛盾する. よつて L0 “K である. また
Imρ0 “ L0

1 とおけば, K » L0
1 より L0

1 は代数的閉体である. なぜなら, 任意の fpxq P L0
1rxs の ρ0

による逆像 fρ0
´1

pxq は K 上 1 次式だけの積に分解するから, fpxq 自身はそれらの 1 次式の ρ0 に
よる像の積に分解するからである. 一方, K 1{K 1 は代数的で L0

1 ĄK 1 であるからK 1{L0
1 も代数的

で, それゆゑ L0
1 “K 1 である.

上の定理の応用として, 次のことが示される.

命題 16.7. σ : K ÑΩ を体 K から代数的閉体 Ω の中への同型とし, L{K を任意の代数的拡
大とせよ. このとき σ は L から Ω の中への同型 ρ : LÑΩ に拡張できる.

証明 Kσ を Kσ の Ω における代数的閉包とせよ. 15.5 により, L の任意の代数的閉包は K の代数
的閉包でもあるから, それを K と書く. 16.6 により σ : K „

ÑKσ は σ : K „
ÑKσ に拡張できる. σ

の L への制限 σ|L を L からΩ の中への写像と見做せば, これが求める ρ である.

定義 16.8. 以後, 任意の体 K に対して記号 K によつて K の 1 つの代数的閉包を表す.
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補題 16.9. (重要, 19.15 と関連) L“Kpαq を K の単純な代数的拡大とし, ppxq “ irr pα,K,xq と
おく. このとき, L から K の代数的閉包 K の中への K 上の同型の個数は ppxq の異なる根の
個数に一致する.

証明 ppxq の異なる根の全体を α1, ¨ ¨ ¨, αr とする. いま σ : LÑK が K 上の中への同型であれば,
ppασq “ ppαqσ “ 0σ “ 0 であるから, α の像は α1, ¨ ¨ ¨, αr のどれかでなければならない. つまり, 文
中の後者の個数は r 以下である. 一方, Kpαiq ĂK であるから, 16.3 より L から K の中への K 上
の α ÞÑ αi なる同型 σi : LÑK （ r 個）が定まる. ゆゑに, 実際に r 個の同型が存在する.

演 習 問 題

16.10. K を体とし, charK “ pą 0 とする. このとき, 写像 σ :K ÝÑK, α ÞÝÑ αp は中への同型
写像であることを示せ.

16.11. K を体, α, β を K 上代数的な元とする. 次を示せ.
(1) irr pα,K,xq “ irr pα,Kpβq, xq ðñ irr pβ,K,xq “ irr pβ,Kpαq, xq

(2) α1 を α の K 上の共役元, β1 を β の K 上の共役元とせよ. irr pα,K,xq “ irr pα,Kpβq, xq であ
れば, σpαq “ α1, σpβq “ β1 となる K 上の同型写像 σ : Kpα,βq ÑKpα1, β1q が存在する.

（Hint : (1) では rKpα, βq :Ks を 2 通りに表して, 最小多項式の次数と関係づけよ. (2) では 16.3 を利用する. ）

16.12. 11.8 の最後に述べた 8 つの写像 σ˘
i :LÑ L (i“ 0, 1, 2, 3) のうち, σ : Qp

?
2 q Ñ Qp

?
2 q,

?
2 ÞÑ ´

?
2 の拡張になつてゐるものをすべて挙げよ.

(ちなみに 11.10 の fpxq は f1pxq “ x4 ´ 6
?
2x2 ´ 12x2 ` 12

?
2` 18 と f2pxq “ x4 ` 6

?
2x2 ´ 12x2 ´ 12

?
2` 18 とに

より fpxq “ f1pxqf2pxq と因数分解され α は f1pxq の根である. )

16.13.
‹
pを素数とする. K, K 1 Ă Fp は Fp 上の有限次拡大であるとする. もし rK : Fp s “ rK 1 : Fp s

ならば K »K 1 であることを示せ.
(Hint : 24.1 を参照されたい. )
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§ 17. 最小分解体

多項式の最小分解体とそれらの間の同型写像が関連する種々の問題を解く鍵となる.

定義 17.1. K を体, fpxq PKrxs とする. K の拡大体 L において fpxq が 1 式のみによる積に
分解されるとき L を fpxq の分解体といふ. また L が fpxq の分解体であり, かつ, K を含む
L のいかなる真の部分体も fpxq の分解体にならないとき, L を fpxq の K 上の最小分解体と
いふ.

最小分解体は常に存在する. 実際, K は fpxq PKrxs の分解体であるが, K に含まれる fpxq の
すべての根を K に添加した体Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq は, fpxq の, K に含まれる唯

::::
一
::::
の
::::
最小分解体である.

定理 17.2. 体の同型写像 σ :K ÝÑK 1 があり, fpxq PKrxs とする. また L, L1 はそれぞれ
fpxq, fσpxq の K 上, および K 1 上の最小分解体とする. このとき, σ は同型 σ̃ : LÝÑ L1 に拡
張できる. 特に K 1 “K とすることで K 上の最小分解体は全て互いに K 上同型であることが
わかる.

証明 K, K 1 をそれぞれ L, L1 を含む K, K 1 の代数的閉包とすると, 16.6 により σ の拡張であ
る同型 σ : K

„
ÑK 1 が存在する. いま fpxq “ c0x

n ` c1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cn (ci PK) が Krxs におい

て fpxq “ c0px´α1qpx´α2q ¨ ¨ ¨ px´αnq と分解されたとすれば, L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq である. また
fσpxq “ c0

σpx´α1
σqpx´α2

σq ¨ ¨ ¨ px´αn
σq であるから L1 “K 1pα1

σ, ¨ ¨ ¨ ,αn
σq “ Lσ である. よつ

て σ の L への制限 σ|L :L „
Ñ L1 は同型を与へ, これは σ の拡張である.

定義 17.3. 一般に C “ tfλpxq |λ P Λu ĂKrxs に対し, 1 つの拡大体 L{K が全ての λ P Λ につ
いて fλpxq の分解体であるとき, L は C の分解体であるといひ, K を含む L のいかなる真の
部分体も C の分解体ではないとき, L を C の K 上の最小分解体といふ.
また L を含む K 代数的閉包 K を決めて S “ tα PK |Dλ P Λ, fλpαq “ 0u とすると, L“KpSq

は C の K 上の 1 つの最小分解体である.

演 習 問 題

17.4. 次の各多項式の Q 上の因数分解, および最小分解体とその Q 上の拡大次数を求めよ.
(1) x3 ´ 1 (2) x3 ´ 2 (3) x4 ` 5x2 ` 6 (4) x6 ´ 8

17.5. 拡大 L{K の 2 元 α, β は K 上代数的であるとせよ. fpxq “ irr pα,K,xq, gpxq “ irr pβ,K,xq

とおく. このとき fpxq が Kpβq 上で既約であることと gpxq が Kpαq 上で既約であることは同値で
あることを示せ. (Hint : rKpα,βq :K s を考へよ. )

17.6. 多項式 fpxq “ x6 ´ x5 ´ x4 ´ 7x3 ´ 3x2 ´ 3x` 2 は Q 上既約であるか, 理由をつけて答へ
よ. また, fpxq の最小分解体を具体的に求め, その Q 上の拡大次数も求めよ.
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§ 18. 正規拡大

例題 18.1. 体 K とその代数的閉包 K を固定する. 中間体 K Ă LĂK について次の (1) ～ (4) は
同値である.
(1) L から K の中への K 上の任意の同型 σ :LÝÑK に対して, Lσ “ L である.
(2) 任意の σ P AutK{K に対して Lσ “ L である.
(3) 任意の ppxq PKrxs に対し, ppxq が既約で L 内に 1 つでも根を持てば, ppxq は L 上で 1 次式
の積に分解する.

(4) L はある tfλpxq |λ P Λu ĂKrxs の K 上の最小分解体である.

証明 (1)ñ(2). σ P AutK{K の L への制限 σ|L :LÑK について, L“ Lσ|L “ Lσ となる.
(2)ñ(3). Krxs で ppxq “ cpx´α1q ¨ ¨ ¨ px´αnq と分解されるとし, また α1 P L とする. このとき各
αi に対して 16.3 を使ふと, α1 ÞÑ αi によつてK 上の同型 σ : Kpα1q

„
ÑKpαiq が定まる. Kpα1q,

Kpαiq ĂK であるから, これは, 16.6 により K 上の同型 σ : K ÑK に拡張される. このとき
σ P AutK{K で, αi “ α1

σ P Lσ “ L となり, ppxq は Lrxs で 1 次式の積に分解される.
(3)ñ(4). L の各元 α に対し, pαpxq “ irr pα,K,xq とおけば, 明らかに L は tpαpxq |α P L u の K

上の最小分解体である.
(4)ñ(1). S “ tα PK | Dλ P Λ,fλpαq “ 0 u とすると, L“KpSq である. 任意に与へられた中への K

上の同型 σ :LÑK に対して fλ
σpxq “ fλpxq であるから, σ は fλpxq の根の集合を不変にし, 従つ

て Sσ “ S である. よつて Lσ “KpSσq “KpSq “ L となる.

定義 18.2. 代数的拡大 L{K が 18.1 の条件を満たすとき, L{K は正規拡大 (normal extension)
と呼ばれる. 特に, K 上の多項式のある集合の K 上の最小分解体と K 上の正規拡大は同じ概念
である.

命題 18.3. 正規拡大性について次が成り立つ.
(1) K ĂM Ă L を体の列とし, L{K が正規拡大なら, L{M も正規拡大である.
(2) L1, L2 を K{K の中間体とする. L1{K と L2{K がともに正規拡大であるとすれば L1L2{K

も正規拡大である.
(3) M と M 1 を L{K の中間体とせよ. M 1{K が正規拡大ならば MM 1{M も正規拡大である.

(つまり, 正規拡大性は持ち上げにより保たれる.)

証明 (1) L{K は代数的であるから, L を含む K の代数的閉包 K があるので, K “M “ L として
よい. このとき AutK{K Ą AutM{M であるから, σ P AutM{M に対し Lσ “ L. よつて 18.1(2)
が成り立つのであるから L{M は正規拡大である.
(2) 任意の K 上の中への同型 σ : L1L2 ÝÑK について, Li Ă L1L2 ゆゑ, 18.1(1) により Li

σ “ Li

(i“ 1, 2) であり pL1L2qσ “ L1
σL2

σ “ L1L2 となる. 再び 18.1(1) より L1L2 は正規拡大である.
(3) Krxsの部分集合 tfλpxq |λ P Λ uがあつて, 各 fλpxqはM 1 で 1次式の積に分解され, S をその L

における根の全体とすれば M 1 “KpSq となつてゐる. このとき fλpxq PM rxs, MM 1 “MKpSq “

MpSq であるから, MM 1{M は正規拡大である.

問 18.4. 18.3 (1) の状況において, 任意の α P L について, irr pα,M,xq | irr pα,K,xq であること
（12.8 (3) 参照）を用いて, 18.3 (1) の別証を与へよ.
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注意 18.5. 18.3 (1) に関連して, 体の拡大の列 K ĂM Ă L で, L{K が正規拡大であつても, M{K

は一般には正規拡大にならない. 例へば, K “ Q, M “ Qp
3
?
2 q, L“ Qp

3
?
2, ωq.

問 18.6. 拡大次数が 2 である拡大を 2 次拡大といふ. 次の事を示せ.
(1) 2 次拡大は正規拡大である.
(2) 有理数体 Q の拡大列 Q Ă Qp

?
2 q Ă Qp

4
?
2 q において, Qp

4
?
2 q{Qp

?
2 q, Qp

?
2 q{Q はともに正

規拡大であるが, Qp
4
?
2 q{Q は正規拡大ではない.

注意 18.7. 18.6 (2) より, 一般に, 体の列 K ĂM Ă L において, M{K, L{M がともに正規拡大で
あつても L{K は正規拡大とは限らない.

問 18.8. L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq とする. すべての i について Kpαiq{K が正規拡大であれば, L{K も
正規拡大であることを示せ.

問 18.9. L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq ĂK とする. L{K が正規拡大であるためには, すべての i について
irr pαi,K,xq のどの根も L に属することが必要十分であることを示せ.

命題 18.10. 正規拡大 L{K の中間体 M についてM{K は正規拡大であるためには, AutL{K

の任意の元 τ について M τ “M となることが必要十分である.

証明（十分性）σ :M ÑK を任意の中への同型とせよ. 16.7 により, これは σ :LÑK に延長され
る. L{K は正規拡大なので 18.1(1) から Lσ “ L である. つまり σ P AutL{K とみることができる.
仮定から τ として σ をとれば Mσ “Mσ “M . 以上と 18.1(1) により M{K は正規拡大である.
（必要性）任意に τ P AutL{K をとる. これの値域を膨らませて τ :LÑK とみて τ |M :M ÑK を
考へる. M{K が正規拡大といふ仮定から M τ “M τ |M “M が成り立つ.

演 習 問 題

18.11. 次の代数的拡大は正規であるか否かを理由を付して答へよ. 但し ω“
´1`

?
´3

2 である.
(1) Qp

?
2 q{Q

(2) Qp
?
2,

?
3 q{Q

(3) Qp
3
?
2 q{Q

(4) Qpωq{Q
(5) Qp

3
?
2,ωq{Q

18.12. 次の代数的拡大は正規であるか否かを理由を付して答へよ. 但し t は不定元とする.
(1) F5ptq{F5pt3q

(2) F5ptq{F5pt4q

(3) F5ptq{F5pt5q

18.13. 体の拡大の列 K ĂM Ă Lで, L{K は正規拡大であるが, M{K が正規拡大でない様な, 18.5
に挙げた例とはできるだけ趣きが異る例を与へよ.

18.14. 体の列 K ĂM Ă L において, M{K, L{M はともに正規拡大であるが L{K は正規拡大で
はない様な, 18.7 に挙げた例とは異なる例を与へよ.
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§ 19. 分離性
Q 上のいかなる既約多項式 fpxq P Qrxs も重根を持たない. 同様に p を素数とするとき, Fp 上のいか
なる既約多項式 fpxq P Fprxs も重根を持たない. しかし, 不定元 t について, 多項式 xp ´ t P Fpptqrxs

は Fpptq の代数的閉包の中に根を持つが, それを α（αp “ t）とすれば, xp ´ t は既約であるにも拘
らず, xp ´ t“ px´αqp と因数分解されるので, 重根を持つ. つまり既約多項式であつても重根を持
つ場合がある. その様な場合についてまとめて考察しておかう, といふのがこの節の目的である.
但し, Galois 理論の様子を一通り掴むためには, 標数が 0 の場合を主にして学習するといふ道筋

もあるので, 余り深入りはしないでおく.
まづ 8.1 で述べたことを思ひ出しておく. 多項式 fpxq PKrxs ĂKrxs の K 上での分解が

fpxq “ cpx´α1qm1px´α2qm2 ¨ ¨ ¨ px´αrqmr （ c‰ 0 で, αj は相異なる）
であるとき, 各 αi は fpxqの mi 重根, 或いは, αi の fpxqにおける重複度は mi である, といはれる.

定義 19.1. (1) 上の状況で, mi ą 1 なる αi は fpxq の重根であるといはれる.
(2) 一般に xn ´ a の根を a の n 乗根と呼ぶ.

命題 19.2. charK “ pą 0 ならば, K の元 a の pe 乗根は K で唯 1 つだけ存在する.
これを pe

?
a または a1{pe と書く.

証明 charK “ pą 0 ゆゑ, a PK, e P N に対して α を xp
e

´ a の 1 つの根とすれば,

px´αqp
e

“ xp
e

´αpe “ xp
e

´ a

となり, α は xp
e

´ a の pe 重根である. K にて 8.2 を使へば, これ以外の根を持ち得ない.

定義 19.3. 多項式 fpxq “ a0x
n ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1x` an を形式的に微分した多項式
na0x

n´1 ` pn´ 1qa1x
n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1

を f 1pxq または pfpxqq1 と書き, fpxq の導函数と呼ぶ.

問 19.4. 体 K 上の多項式 fpxq, gpxq に対し, pfpxqgpxqq1 “ f 1pxqgpxq ` fpxqg1pxq を示せ.

例題 19.5. fpxq PKrxs, α PK とせよ. 次の (1), (2) が成り立つことを示せ.
(1) α が fpxq の重根 ðñ fpαq “ f 1pαq “ 0 （多項式として f 1pxq “ 0 となることも有り得る）.
(2) fpxq が既約で fpαq “ 0 とする. α が fpxq の重根 ðñ f 1pxq “ 0（多項式として）.

証明 (1) (ñ) fpxq “ px´αq2 gpxq, gpxq PKrxs とすれば,

f 1pxq “ 2px´αqgpxq ` px´αq2g1pxq “ px´αqp2gpxq ` px´αqg1pxqq

となり, f 1pαq “ 0である. (ð) α が重根でないとき, fpxq “ px´αqhpxq, hpαq ‰ 0となり, f 1pxq “

hpxq ` px´αqh1pxq であるから, f 1pαq “ hpαq ‰ 0 である.
(2) (ñ) α が重根ならば f 1pαq “ 0 であるが f 1pxq PKrxs ゆゑ, 12.8 によつて fpxq|f 1pxq. 然るに
deg f 1 ă deg f ゆゑ, f 1pxq “ 0 である. (ð) 逆に f 1pxq “ 0 ならば当然 f 1pαq “ 0 であり, (1) より
α は fpxq の重根である.

注意 19.6. 19.5 (2) は charK “ pą 0 のときに意味を持つ主張である. 実際, このとき, もし
K Q b

1
p RK かつ b PK なる元があれば xp ´ b は Krxs においては既約で, α “ b

1
p は fpxq の p 重根

であり, f 1pxq “ pxp´1 “ 0 であることに注意せよ.
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定義 19.7. fpxq PKrxs が K で重根を持たないとき, fpxq は分離的であるといはれ, α PK に
対し, irrpα,K,xq が重根を持たないとき, α は K 　

じょう
上　分離的であるといはれる. 特に K の元は

K 上分離的である. 代数的拡大 L{K において, L のすべての元が K 上分離的であるとき, L{K

は分離的拡大 , 或いは単に分離的であるといはれ, 体 L の部分集合についても, それが K 上に
生成する拡大が分離的なとき分離的といふ. 分離的でない状況を非分離的といふ.

問 19.8. 体の列 K ĂM Ă L において, L{K が分離的であれば, L{M も M{K も分離的である.
これを示せ.

問 19.9. t を不定元とし, L“ F5ptq の部分体 K “ F5pt5q を考へる. このとき, 多項式 x5 ` t5,
x25 ` t5 PKrxs はともに K 上既約で, 非分離的であることを示せ.

注意 19.10. charK “ 0 ならば, 任意の fpxq PKrxs, deg fpxq ŕ 1 に対して f 1pxq ‰ 0 となるから,
19.5 (2) により, あらゆる α PK は K 上分離的である. 従つてこの場合は, 拡大体が分離的である
かどうかを気にしなくてよい.

定義 19.11. 体 K のあらゆる代数的拡大が分離的であるとき, K は完全体といはれる.

標数が 0 の体はどれも完全体である. したがつて charK “ pą 0 の場合を問題にする.

命題 19.12. charK “ pą 0, fpxq PKrxs を既約多項式とする. 次が成り立つ.
(1) 分離的かつ既約な qpxq PKrxs と整数 eŕ 0 が存在して, fpxq “ qpxp

e
q と表せる.

(2) γ PK, fpxq “ irr pγ,K,xq とする. 上の q, e に関し, K において γ に K 上共役な元の個数
は deg q に等しい. また γ は fpxq の pe 重根で γp

e は K 上分離的である.

証明 (1) fpxq が分離的ならば e“ 0, qpxq “ fpxq とすればよい. fpxq が非分離的ならば, 19.5(2)
より f 1pxq “ 0となる. いま fpxq “ a0 ` a1x` ¨ ¨ ¨ ` anx

n とすれば f 1pxq “ a1 ` ¨ ¨ ¨ ` iaix
i´1 ` ¨ ¨ ¨ `

nanx
n´1 “ 0 ゆゑ iai “ 0である. 従つて p ∤ iならば ai “ 0であり, fpxq “ a0 ` apx

p ` a2px
2p ` ¨ ¨ ¨

となる. q1pxq “ a0 ` apx` a2px
2 ` ¨ ¨ ¨ とおけば fpxq “ q1pxpq で fpxq の既約性から q1pxq も既約

である. q1pxq が非分離的ならば, 同様にして q1pxq “ q2pxpq となる q2pxq があり, fpxq “ q2pxp
2
q と

なる. これを続けてゆけば, 最後は fpxq “ qepxp
e
q で qepxq は分離的かつ既約となる.

(2) K 上で qpxq “ px´ β1q ¨ ¨ ¨ px´ βrq とすれば
fpxq “ qpxp

e
q “ pxp

e
´ β1q ¨ ¨ ¨ pxp

e
´ βrq “ px´ β1

1{peqp
e

¨ ¨ ¨ px´ βr
1{peqp

e
, γ “ β1

1{pe

となつてゐる. その異なる根の個数は r で, 各根は pe 重根である. また γp
e

“ β1 は分離的な多項式
qpxq の根ゆゑ K 上分離的である.

定義 19.13. 19.12 (1) で r “ deg q を fpxq の被約次数と呼び, pe を fpxq の非分離次数と呼
ぶ. それらの積 rpe は n“ deg f に一致する. 一般に代数的拡大 L{K に対して, L から K の
中への K 上の同型の個数を分離次数と呼び, rL :K ss で表す 21) .

問 19.14. 19.12 の p, K, γ として, それぞれ, p“ 5, K “ F5ptq, γ “ αt1{25（α は 11.11 のそれ）を
とり, fpxq “ irr pγ,K,xq とする. このとき 19.12 の qpxq, e を求めよ.
（まづ fpxq “ x75 ` t2x25 ` t3 を示せ. これの既約性については脚注 25) が hint となるであらう. ）

21) 添字の s は separable (分離的) の最初の文字である.
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単純拡大については, 次のことがわかる.

例題 19.15. 19.12 の仮定のもとで, irr pα,K,xq の被約次数を r, 非分離次数を pe とすれば,

r “ rKpαq :Kss, rKpαq :K s “ rKpαq :K ss p
e

が成り立つ. 特に α が K 上分離的であるためには rKpαq :K s “ rKpαq :K ss であることが必要十
分である. charK “ 0 のときは, e“ 0 であるから 00 “ 1 と解釈すれば上の等式は成り立つ.

証明 19.12 の記号を用ゐる. r “ rKpαq :Kss は 16.9 による. 順に 12.10(2), 19.12, 16.9 と使つて
rKpαq :Ks “ deg f “ deg q ¨ pe “ rKpαq :Kss p

e

となつて正しい. ここで, 19.12 の証明から, pe は fpxq の根の重複度であるから, α が K 上分離的
であることは e“ 0 であることに他ならない. よつて後半が示された.

例題 19.16. L{K は有限次代数的拡大で Ω は代数的閉体であるとせよ. また σ :K ÑΩ は中への同
型とする. このとき, L から Ω の中への同型 ρ :LÑΩ で σ の拡張であるものの個数は rL : K ss

に等しいことを示せ. （ rL : K ss は σ に依存しない数になることに注意. 19.17(1) の証明で使はれる. ）

証明 16.7 により σ :K ÑΩ の K 上への拡張が存在する. その 1 つを
σ :K ÑΩ とする. また rL :Kss “ r とおき tσi | i“ 1, ¨ ¨ ¨ , r u を L か
ら K への中への K 上の同型の全体とせよ. このとき

tσσi | i“ 1, ¨ ¨ ¨ , r u

が σ の L 上への拡張 LÑΩ の全てである 22) . 実際, 一方で, これら
は互ひに異る写像である. 他方, σ の任意の拡張 τ :LÑΩ を考へる.
まづ Kσ の Ω 内での代数的閉包は一意的に定まり（15.9 参照）, それは
Kσ “K

σ に他ならない. ここで, Lτ ĂK σ
“K

σ であることに注意す
れば, σσi “ τ となる σi が σ´1

Kσ
τ として存在する. よつて, Lから Ω

の中への同型 ρ : LÑΩ で σ の拡張であるものの個数も r である.

K Ω

L

σi

K

τ

σ

id.

id.

σ

id. は部分集合としての自身へ
の恒等写像. また, 合成は矢印
の辿り方によらず同じ写像であ
る. τ の像は σ の像K

σ
“Kσ

pĂ Ωq に含まれる.

例題 19.17. (1) 有限次拡大 L{K とその中間体 M に対して, 次が成り立つ :

rL :K ss “ rL :M ssrM :K ss.

(2) L{K が有限次拡大で p“ charK ならば, 非負整数 e が存在して次が成り立つ :

rL :K s “ rL :K ss p
e.

証明 (1) K “M “ LĄ L としてよい. tσi :M ÑK | i P I u を M から K の中への K 上の
同型の全体とせよ. このとき |I| “ rM :K ss である. 各 σi に対し tρij : LÑK | j P Ji u をそ
の L への拡張の全体とすれば, 各 i について 19.16 から |Ji| “ rL :M ss（ i に依存しない）となる.
このとき tρij | i P I, j P J u は L から K の中への K 上の同型の全体と一致するから, rL :Kss

“
ÿ

iPI

|Ji| “
ÿ

iPI

rL :M ss “ rL :M ssrM :Kss となり, (1) が示された.

(2) 12.14 により, L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq で各 αi は K 上代数的であるとしてよい. いま, L0 “K,
Li “Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αiq とおき, 体の列 K “ L0 Ă L1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Ln “ L を考へて, (12.4) を繰り返し用ゐて
から 19.15 を使ひ, さらに (1) を繰り返し使へば,

rL :K s “

n
ź

i“1

rLi : Li´1 s “

n
ź

i“1

rLi : Li´1 ss p
ei “

ˆ n
ź

i“1

rLi : Li´1 ss

˙

¨ p

ř

i
ei

“ rL :K ss p
e

を得る. ここに e“
ř

i
ei である.

22) この教科書では 2 つの写像 σ と τ の合成写像 τ ˝ σ を τσ と書くことにする.
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系 19.18. 有限次拡大 L{K に対し, rL :K s ŕ rL :K ss である.

証明 19.17(2) の記号で, pe ŕ 1 だから.

例題 19.19. α が体 K 上分離的であるためには, Kpαq{K が分離的拡大であることが必要十分であ
る. これを証明せよ.

証明 十分性は定義から明らかである. 必要性を対偶で示す. K 上分離的でない β PKpαq が存在す
る. 19.15 から, rKpβq :Ks ą rKpβq :Kss である. 19.18 と 19.17(1) により

rKpαq :Ks “ rKpαq :KpβqsrKpβq :Ks ą rKpαq :KpβqssrKpβq :Kss “ rKpαq :Kss.

ゆゑに 19.15 によつて α は K 上分離的ではない.

有限次拡大 L{M に対し, rL :K si “
rL :K s

rL :K ss
と定め 23) , L{K の非分離次数と呼ぶ. 従つて

rL :Ks “ rL :Kss rL :Ksi

である. ここで 19.15 から rL :K si は K の標数 p の羃である. また K ĂM Ă L のとき,

rL :K si “ rL :M sirM :K si

が成り立つ.

後の便宜のために, 19.19 を一般化した次の定理を示しておく.

定理 19.20. L“Kpα1, . . . ,αnq を K の有限次拡大とせよ. 次の 4 つは同値である.
(1) L{K は分離的拡大である.
(2) αi (1 ő iő n) はすべて K 上分離的である.
(3) 各 αi は Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αi´1q 上分離的である.
(4) rL :K s “ rL :K ss.

証明 (1)ñ(2). 分離的拡大の定義より明らかである. (2)ñ(3). Li “Kpα1, . . . ,αiq とおく. αi は K

上分離的だから, irr pαi,K,xq は重根を持たない. よつて irr pαi,Li´1, xq も重根を持たない. ゆゑに
αi は Li´1 上分離的である. (3)ñ(4). 19.17(2) の証明において, 各 ei “ 0 となるから e“ 0 となる.
(4)ñ(1). 対偶を証明する. L は K 上非分離的な元 α を含むと仮定する. 体の列 K ĂKpαq Ă L に
おいて 19.15 の後半と 19.18 とから,

rKpαq :Ks ą rKpαq :Kss, rL :Kpαqs ŕ rL :Kpαqss

であるから, rL :Ks ą rL :Kss を得る.

補題 19.21. 体の列 K ĂM Ă L において, M{K, L{M がともに分離的拡大ならば L{K も分離的
拡大である. また, この逆も成り立つ.

証明 逆は 19.8 に他ならない. そこで, M{K, L{M はともに分離的であるとする. α P L に対し
て irr pα,M,xq “ xn `α1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ `αn (αi PM) とすれば, これは重根を持たない. よつて, 体
Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn,αq は 19.20(3) の条件をみたす. ゆゑに, 19.20 (3)ñ(1) から Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn,αq は K

上分離的である. 特に α は K 上分離的で, L{K は分離的である.

問 19.22. t を不定元とする. 次の拡大は分離的であるか否か, 理由を付けて答へよ. （18.12 参照）
(1) F5ptq{F5pt3q (2) F5ptq{F5pt4q (3) F5ptq{F5pt5q

23) i は inseparable (非分離的) の頭文字
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問 19.23. M , M 1 が代数的拡大 L{K の中間体であるとき, 次のことを示せ.
(1) M{K が分離的ならば, MM 1{M 1 も分離的. (即ち, 拡大の分離性は持ち上げによつて保たれる. )

(Hint : 任意の α P MM 1 に対し, 有限個の α1, ¨ ¨ ¨, αn P M が存在して, α P M 1pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq となる.)

(2) M{K, M 1{K がともに分離的ならば, MM 1{K も分離的である.

代数的拡大 L{K において, K 上分離的な L の元の全体を Ks,L で表す. ここで 19.20 (2)ñ(1)
により, α, β PKs,L ならば Kpα,βq は K 上分離的で, 従つて α˘ β, αβ PKs,L で αβ´1 PKs,L

(β ‰ 0) となり, Ks,L は L の部分体である. 実際 Ks,L は K 上分離的な L{K の中間体のうち最大
なものである.

定義 19.24. 上の状況において Ks,L を K の L における分離閉包といふ. また Ks,L “K と
なる自明でない拡大 L{K を純非分離的拡大であるといふ. この教科書では, 自

::::::
明
::::
な
::::
拡
::::
大
::::::

K{K

は
::::
分
::::
離
::::::
的
::::
で
::::
あ
::::
る
::::::
が
::::

,
::::
純
::::::
非
::::::
分
::::
離
::::
的
::::
で
::::::
は
::::
な
::::
い
::::
も
::::::
の
::::
と
::::
す
::::
る
::::::

.
::

例題 19.25. 自明でない代数的拡大 L{K について, 次の 3つは同値.
(1) L{K は純非分離的拡大である.
(2) 任意の α P Lに対し, αpe PK となる eŕ 0がある. 但し p“ charK で, eは α に依存してよい.
(3) rL :Kss “ 1.

証明 (1)ñ(2). 19.12 (2) より, ある eŕ 0 に対し αpe は K 上分離的ゆゑ, αpe PK となる.
(2)ñ(3). L を含む K の代数的閉包を K とし, σ : LÑK を中への K 上の同型とする. α P L に
対して αpe PK とすれば pαpeqσ “ αpe ゆゑ, pασ ´αqp

e
“ pασqp

e
´αpe “ pαpeqσ ´αpe “ 0 となり,

ασ “ α. 従つて σ は L の各元をそれ自身に写す. よつて rL :Kss “ 1 となる.
(3)ñ(1). K 上分離的な任意の α P L について, 19.20(4) および 16.7 より,

rKpαq :Ks “ rKpαq :Kss ő rL :Kss “ 1

ゆゑ Kpαq “K である. つまり α PK となる. ゆゑに L{K は純非分離的である.

例題 19.26. 代数的拡大 L{K と, L における K の分離閉包 Ks,L について次が成り立つ.
(1) L“Ks,L であるか, または L{Ks,L は純非分離的拡大である. つまり pKs,Lqs,L “Ks,L.
(2) L{K が有限次拡大ならば, 次の等式が成り立つ :

rL :Kss “ rKs,L :Ks, rL :Ksi “ rL :Ks,Ls.

証明 (1) Ks,L 上分離的な任意の α P L について 19.19（必要性）より, Ks,Lpαq{Ks,L は分離拡大で
ある. Ks,L{K も分離拡大であるから, 19.21 により Ks,Lpαq{K は分離拡大である. Ks,L ĄKpαq

ゆゑ, 19.19 から Kpαq{K も分離拡大である. 再び 19.19（十分性）より α は K 上分離的である. つ
まり pKs,Lqs,L ĂKs,L. 逆の包含関係は明かだから pKs,Lqs,L “Ks,L. それゆゑ L‰Ks,L のときは,
定義により L{Ks,L は純非分離的拡大である.
(2) 19.17(1)によれば rL :Kss “ rL :Ks,Lss rKs,L :Kss である. この式において, (1)と 19.25を使へ
ば rL :Ks,Lss “ 1. また Ks,L{K は分離的であるから 19.20(1)ñ(4)により rKs,L :Kss “ rKs,L :Ks

となり, rL :Kss “ rKs,L :Ks である. rL :Ksi については (1) と (12.4) を使へば

rL :Ksi “
rL :Ks

rL :Kss
“

rL :Ks,LsrKs,L :Ks

rKs,L :Ks
“ rL :Ks,Ls

となり正しい.

43



44 2025年 1月 12日 版 § 19

例 19.27. p を奇素数とする. 標数 p の体で, 非分離的かつ正規でない拡大の例を挙げておく 24) .
sと tを 2つの不定元とし, K “ Fpps, tqとおく. x2 ´ sx` t PKrxs

は K 上既約である 25) が, その 2 つの根を β, β1 とおく. M “

Kpβqp“Kpβ1qq とする. M 上非分離的かつ既約 26) な xp ´ β P

M rxs の根を α とおき, L“Mpαq とおく. もちろん L“Kpαq で
もある. このとき,拡大 L{K は正規拡大ではない. 実際,もしこれが
正規であれば, K 上既約 27) な pxp ´ βqpxp ´ β1q “ x2p ´ sxp ` t P

Krxs が irr pα,K,xq に他ならず, xp ´ β1 の根 α1 が L 内に存在す
る. このとき s“ pα`α1qp, t“ pαα1qp ゆゑ Lは 2つの異なる p次
拡大Kpα`α1q{K, Kpαα1q{K を含む. これより 2p“ rL : Ks ŕ p2

となつて矛盾を生じる. ゆゑに L{K は正規拡大ではない. これら
の拡大を含めて図示すれば, 右の様になる. LL1{K は正規拡大で
ある.

LL1“Kpα,α1q

p 次, 純非分離的 p 次, 純非分離的

p 次, 純非分離的 p 次, 純非分離的

2 次, 分離的

Kpα1q “L1 L“Kpαq

M“Kpβq “Kpβ1q

K“ Fpps, tq

演 習 問 題

19.28. ( rL :Ks と rL :Kss が異なる例 ) t は不定元とし, K “ F5pt25q,

fpxq “ x75 ` t25x50 ` 2 t50x25 ´ t75

とおく. 体 L“ F25ptq は fpxq の K 上の最小分解体であること示せ 28) . また rL :Kss, rL :Ksi,
rL :Ks はそれぞれいくつか. さらに Ks,L を明示的に記述せよ.

19.29. x2 ` x` 1 P F5rxs の根の 1 つを α とし t を不定元として, K “ F5pt5q とおく. 拡大
F5pα, tq{K について以下の問に答へよ.
(1) α5, α`α5, αα5 を α の F5 上の 1 次以下の多項式で表せ. (参考 : 16.10 )

(2) α25 “ α であることを示せ.
(3) 最小多項式 fpxq “ irr pt` 1,K,xq, g1pxq “ irr pt`α,Kptq, xq, g2pxq “ irr pt`α,Kpαq, xq,

gpxq “ irr pt`α,K,xq を求めよ.
(4) rKpt`αq :Ks と rKpt`αq :Kss はいくらか.

19.30. 3 つの体 LĄM ĄK について, L{M は正規拡大, M{K は純非分離的拡大であるとせよ.
このとき, L{K は正規拡大であることを示せ.

19.31. M は代数的拡大 L{K の中間体であるとする. 次の問に答へよ.
(1) pKs,M qs.L “Ks,L であることを示せ.
(2) Ks,L ĂM s,L であることを示せ.
(3) K ĹKs,L ĹM s,L Ĺ L となる例を挙げよ.

24) D. S. Dummit, R.M. Foote : Abstract Algebra（第 3 版）, Wiley 社, p.652, §14.9, Exercise 3 より. 分離的かつ
正規でない例は 18.12(1), 非分離的かつ正規な例は 18.12(3) にある.
25) 一般に, 可換環 R は, その零元と単元以外のあらゆる元が既約元の積に (単元の積を無視して) 一意的に分解でき
るとき, 一意分解環 (UFD) と呼ばれる. 19.27 において Krs, ts は UFD （[N], p.106, 定理 26.13）である. ゆゑに
x2 ´ sx` t が可約であれば, UFD 上の多項式に関する Gauss の補題（[N], p.105, 補題 26.9(1)）により, その根の組は
t1, tu または t´1, ´tu であるから, s “ ˘p1` tq となり矛盾である.
26) Fprβs （Fp 上の 1 変数多項式環）内での素 ideal pβq に関する Eisenstein の判定法で示される.
27) Fprs, ts の極大 ideal ps, tq に関する Eisenstein の判定法で示される.
28) F25 について, 詳しくは第 24 で学ぶが, ここでは F25 “ F5rxs{px2 ` 3x` 3q と理解していただきたい.
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§ 20. 分離的拡大の単純性
あとで 22.12 の証明に用ゐるために, この節では有限次の分離的拡大は単純拡大であることを証明
する. 実際は, もつと一般に次の定理が成り立つ.

定理 20.1. 体 K の有限次拡大 L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´1,αnq において（12.14 に注意）, α1, . . ., αn´1

がすべて K 上分離的ならば, L“Kpθq となる θ P L がある.

証明 K が有限体ならば L も有限体で, その乗法群 Lˆ “ L´ t0u は, 「代数学 1」の系 13.6 より,
巡回群である. Lˆ “ xθy とすれば, 明らかに L“Kpθq である.
また, 主張は n“ 2 のときに示されれば, 一般の場合は n に関する帰納法で示される. 実際,

Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αn´2,αnq “Kpβq となれば, L“Kpαn´1, βq となるから, n“ 2 の場合に帰着する.
よつて以下では K を無限体とし, L“Kpα,βq ĂK, α は K 上分離的であると仮定する. rL :

Kss “m とし, σi : LÑK (1 ő iőm) を中への異なる K 上の同型とする. このとき i‰ j ならば
ασi ‰ ασj か βσi ‰ βσj となるから, x についての多項式

fpxq :“
ź

i‰j

`

pασi ´ασj q ` pβσi ´ βσj qx
˘

は 29) 0 と異なる. fpxq “ 0 の根は有限個であるが, |K| “ 8 であるから, fpcq ‰ 0, c‰ 0 なる元
c PK がある. このとき i‰ j ならば

0 ‰ pασi ´ασj q ` pβσi ´ βσj qc“ pα` cβqσi ´ pα` cβqσj .

よつて θ “ α` cβ とおけば
i‰ j ñ θσi ‰ θσj

となり, θ は少なくとも m 個の K 上共役な元を持つ. 従つて mő rKpθq :Kss ő rL :Kss “m とな
り, rKpθq :Kss “ rL :Kss を得る. いま L, Kpθq における K の分離閉包 Ks,L, Ks,Kpθq について,
Ks,Kpθq ĂKs,L であるが, 30) 上の等式と 19.26(2) より

rKs,L :Ks “ rL :Kss “ rKpθq :Kss “ rKs,Kpθq :Ks

であるから Ks,L “Ks,Kpθq を得る. このことと α P L が K 上分離的であることとから, α PKs,L “

Ks,Kpθq ĂKpθq である. また β “ c´1pθ´αq PKpθq となるからKpα,βq ĂKpθq を得る.

注意 20.2. 上記の証明においては α を θ で具体的に表す方法が不明であるが, m がわかる場合は,
次の様にすればよい. 1, θ, θ2, ¨ ¨ ¨, θm´1 は L{K の基であるが, これらを L{K の基 tαiβj u p Q αq

で表すことができるから, それを解くことで得られる.

系 20.3. 有限次拡大 L{K が分離拡大であれば, それは単純拡大である.

証明 12.14 (1)ñ(2) により L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ , αnq と書ける. ここで仮定より α1, ¨ ¨ ¨, αn は K 上分離
的である. 従つて 20.1 により結論を得る.

演 習 問 題

20.4. 次のそれぞれの拡大について, 単純拡大として生成する元を 1 つ求めよ.
(1) Qp

?
2,

?
5 q{Q (2) Qp

?
2,

?
3, iq{Q

29) fpxq P Krxs となるが, ここではそれは必要ない.
30) ここまでは α が分離的であることを一切使つてゐない.
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§ 21. 完全体

前に 19.10 で述べた様に, 標数 0 の体はすべて完全体であるから, この節では charK “ pą 0 なる
体 K についてのみ考へる. K を K の代数的閉包とする. また

Kp “ tap |a PK u, K1{p “ ta1{p PK |a PK u “ tα PK |αp PK u

と記すことにすると, これらは体であつて, Kp ĂK ĂK1{p となつてゐる.

定理 21.1. 次の 3 つの条件は同値である.
(1) K は完全体である.
(2) K1{p “K.
(3) Kp “K.

証明 (1)ñ(2). 拡大 K1{p{K が自明でないとする. K1{p の定義により, 拡大 K1{p{K について
19.25(2) が成り立つ. よつて 19.25(1) から K1{p{K は純非分離的拡大となる. しかるに, K が完全
体ゆゑ K1{p{K は純非分離的拡大ではあり得ず, 矛盾である. 従つて K1{p “K.
(2)ñ(3). a PK を任意にとれば a“ pa1{pqp. ここで K “K1{p ならば a1{p PK ゆゑ, a PKp とな
る. ゆゑに K ĂKp, 即ち K “Kp である.
(3)ñ(1). α PK が K 上非分離的であれば, 19.12(1) の証明で述べたことから,

fpxq :“ irr pα,K,xq “ pxpqm ` a1pxpqm´1 ` ¨ ¨ ¨ ` am pai PK q

の形に書かれる. ここで各 ai に対し bi
p “ ai なる bi PK があるから

fpxq “ pxm ` b1x
m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bmqp

となり, fpxq の既約性に矛盾する. よつて K{K は分離的である.

例題 21.2. 有限体は完全体である.

証明 K を有限体とし, その標数を pą 0 とせよ. このとき σ : K ÑK (a ÞÑ ap) は単射であるが,
|K| ă 8 により全射となる. よつて K は 21.1 の条件を満たす.

演 習 問 題

21.3. p を素数, t を不定元とせよ. 体 Fpptq の上の非分離的拡大体を 1 つ挙げ, この体が完全体で
ないことを示せ. さらに 21.1 (2), (3) が成り立たないことを確認せよ.

21.4. p を素数, t を不定元とせよ. K “

8
ď

n“1

Fppt1{pnq は完全体であることを示せ.

( 注意 : K を含む K の代数的閉包 K において, K は Fpptq 上非分離的な元の全てを集めたもの. )
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§ 22. Artin の定理
ここでは次節に述べる Galois の基本定理の証明の核心部分となる事柄を述べる.

定義 22.1. 代数的拡大 L{K (有限次とは限らない) が分離的かつ正規であるとき, これを Galois
拡大と呼び, AutL{K をその Galois 群と呼んで Gal pL{Kq で表す.

命題 22.2. M , M 1 を拡大 L{K の中間体とせよ. M 1{K が Galois 拡大ならば MM 1{M も
Galois 拡大である. さらに M{K も Galois 拡大ならば MM 1{K は Galois 拡大.

証明 前半は, 正規性も分離性も拡大に関する持ち上げによつて保たれる (18.3 (3) と 19.23 (1)) か
らである. 後半は 18.3(2) と 19.23(2) からわかる.

定義 22.3. 一般に拡大 L{K に対して, G“ AutL{K とおく.
(1) G の部分群 H をとり固定する. このとき, L の部分集合 LH を次の様に定める :

LH “ tα P L | ασ “ α p @σ PH q u.

これは L{K の中間体になる. これを L における H の不変体（または固定体）と呼ぶ.
(明らかに LG Ą K だが, L{K が Galois 拡大の時は LG “ K (22.7 (2) 参照.) )

(2) 逆に, 拡大 L{K の中間体 M に対して, G の部分集合 GM を次の様に定める :

GM “ tσ PG | ασ “ α p @α PM q u, （特に GK “G）.
これは G の部分群であり, G における M の不変群（または固定群）と呼ばれる.

問 22.4. 上の集合 LH が体であり, GM が G の部分群であることを示せ.

例題 22.5. M が Galois 拡大 L{K の中間体であれば, L{M はまた Galois 拡大であることを示せ.

証明 L{M “ML{M ゆゑ L{M は L{K の持ち上げであり, 22.2 により Galois 拡大である.

例題 22.6. 拡大 L{K について, AutL{M “ pAutL{KqM となることを示せ. L{K が Galois 拡大
のときは, 22.5 とこのことを合はせて Gal pL{Mq “ Gal pL{KqM が成り立つ.

証明 AutL{M Ă AutL{K “Gであるが, σ PGに対し σ P AutL{M ðñ ασ “ α p@α PMq ðñ

σ PGM となる.

命題 22.7. L{K を有限次 Galois 拡大, G“Gal pL{Kq とする. 次が成り立つ.
(1) rL :Ks “ rL :Kss “ |G|.

(2) LG “K. さらに一般的に L{K の中間体 M について LGM
“M .

証明 (1) 拡大 L{K は分離だから 19.20 の (1) と (4) の同値性により rL :Ks “ rL :Kss. また, L
を含む K の代数的閉包を K とし, σ :LÑK を K の中への K 上の同型とすれば, 正規性により
Lσ “ L となる. よつて σ の終域を L に制限して σ : L „

Ñ L なる Gal pL{Kq の元が得られる. 逆に
Gal pL{Kq Q ρ : L „

Ñ L の終域を K に拡張すれば中への K 上の同型 ρ : LÑK が得られる. 従つ
て |Gal pL{Kq| “ rL :Kss である.
(2) K Ă LG Ă L で, 22.5 により L{LG は Galois 拡大で, Gal pL{LGq “22.6 G

LG
“G (G は LG の元を動か

さないから) であり, (1) より rL : LGs “
(1)

GalpL{LGq “ GLG
“ |G| “

(1)
rL :Ks ゆゑ, LG “K である. 次

に, まづ 22.6 より GM “ GalpL{Mq である. L{K を L{M に取り換へると, G が GM に変る. こ
れについて同じ議論を行へば後半を得る : LGM

“ LGalpL{KqM ““
22.6

LGalpL{Mq “““
直前と同様の推論

M .
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問 22.8. 22.3 の状況で L{K が, 正規でなく分離的な拡大の場合, 正規かつ非分離的な拡大の場合
のそれぞれについて, LG ŚK である様な例を与へよ.

問 22.9. L“ Qp
3
?
2 , ωq ( 但し ω “

´1`
?

´3
2 ) と K “ Q について,

(1) L{K が Galois 拡大であることを示せ.
(2) 以下 G“ GalpL{Kq とおく. G の要素をすべて記述せよ.
(3) M0 “ Qp

3
?
2 q, M1 “ Qp

3
?
2ω q, M2 “ Qp

3
?
2ω2 q について GM0 , GM1 , GM2 を求めよ.

(4) σ PG を 3
?
2 ÞÝÑ

3
?
2ω, ω ÞÝÑ ω で定まる元とし, H を σ で生成される G の部分群とせよ :

H “ xσy. このとき LH を求めよ.
( Hint : L{K の基底として tω, ω2, 3

?
2ω, 3

?
2ω2, 3

?
2
2
ω, 3

?
2
2
ω2 u がとれることを利用せよ. )

(5) τ PG を 3
?
2 ÞÝÑ

3
?
2, ω ÞÝÑ ω2 で定まる元とし, D を τ で生成される G の部分群とせよ :

D “ xτy. このとき LD を求めよ.
( Hint : L{K の基底として t1, 3

?
2, 3

?
2
2, ω, 3

?
2ω, 3

?
2
2
ω u がとれることを利用せよ. )

定理 22.10. （Artin の定理） L が 体, G が AutL の有限部分群, K“LG のとき, 次が成り立つ.
(1) L{K は有限次 Galois 拡大である.
(2) Gal pL{Kq “G.
(3) rL :Ks “ |G|.

注意 22.11. |G| “ 8 のときは, 22.10 の (1), (2), (3) は必ずしも成立しない. 22.19 参照.

この定理を示すために次の補題を用意する.

補題 22.12. 代数的拡大 L{K は分離的とし, n を固定された自然数とする. このとき, すべての
α P L に対して rKpαq :Ks ő n が成り立つならば, rL :Ks ő n である.

証明 L{K が有限次拡大であることは仮定されてゐないので, 少し工夫が要る. rKpαq :Ks が最大
となる α P L を 1 つ選び, rKpαq :Ks “m とおく.（もちろん m ő n である. ）もし L‰Kpαq ならば,
β P L´Kpαq をとれ. L{K は分離的拡大なので 19.8 により Kpα,βq{K は分離的な代数的拡大であ
つて, 20.3 より, ある γ P L によつて Kpα,βq “Kpγq と書ける. このとき rKpγq :Ks “ rKpα,βq :

Ks ą rKpαq :Ks “m となるので, α の選び方に反する. よつて L“Kpαq であり, 結論を得る

これを用ゐて 22.10 の証明を行ふ.

証明 任意に α P L とる. α を含む G 軌道 31) を αG “ tα “ α1,α2, ¨ ¨ ¨ ,αru とし,

fpxq “

r
ź

i“1

px´αiq “ xr ` c1x
r´1 ` ¨ ¨ ¨ ` cr

とおく. 任意の σ PG について tα1
σ,α2

σ, ¨ ¨ ¨ ,αr
σu “ tα1,α2, ¨ ¨ ¨ ,αrup“ αGq であることに注意さ

れたい. このとき, r ő |G| で, 任意の σ PG に対してfσpxq “
r

ź

i“1

px´αi
σq “ fpxq となるから, 各

ci P LG “K となり, fpxq PKrxs である. fpαq “ 0 であるから, irr pα,K,xq|fpxq である. ここで
fpxq は重根を持たないから α は K 上分離的ゆゑ, 19.7 によつて L{K は分離的拡大である. また
irr pα,K,xq は L 上で 1 次式の積に分解でき, α は L の任意の元であつたから, 18.1(3), 18.2 により
L{K は正規拡大, よつて Galois 拡大である. 上の議論から rKpαq :Ks “ deg irr pα,K,xq ő r ő |G|

(@α P L)であり, 22.12により rL :Ks ő |G|. よつて L{K は有限次拡大である. 一方 GĂ GalpL{Kq

で, 22.7(1) より rL :Ks “ |GalpL{Kq| であるからG“ GalpL{Kq で rL :Ks “ |G| である.

31) 群 G が集合 X に作用（34.1 を見よ）してゐるとし, α P X とせよ. 集合 tαg |g P Gu を α の G 軌道といひ, 通常
αG と記す. 任意の τ P G に対し pαGqτ “ αG が成り立つことは容易に証明される.
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演 習 問 題
22.13. 体 K 上の代数的な元 α と α` 1 が K 上共役であれば, charK ‰ 0 であることを示せ.

22.14. 有限次拡大 L{K に対し, 次の問に答へよ.
(1) L を含む K の最小の正規拡大（L{K の K 上の正規閉包と呼ばれる）が存在することを示せ.
(2) L{K が分離的拡大のとき, L を含む K の最小の有限次 Galois 拡大（L{K の K 上の Galois
閉包と呼ばれる）が存在することを示せ.

22.15. p を素数, fpxq “ xp ´ x´ 1 P Fprxs とする.
(1) fpxq “ 0 の 1 つの根を α とせよ. このとき, Aut Fppαq{Fp は α ÞÑ α` r (r “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , p´ 1)
で尽くされることを示せ. （Hint : α` 1 “ αp であることと 10.3. ）

(2) 多項式 fpxq は Fp 上既約であること, および Fppαq{Fp が Galois 拡大であることを示せ.
（この拡大 Fppαq{Fp は Artin-Schreier の拡大と呼ばれるものの一つである. ）

22.16. 体 L“ Qp
?
2,

?
3q を考へる. 次の問に答へよ.

(1) 拡大 L{Q が Galois 拡大であることを示せ, さらに, 任意の a, b, c, d P Q に対して,

σ : a` b
?
2` c

?
3` d

?
6 ÞÑ a´ b

?
2` c

?
3´ d

?
6,

τ : a` b
?
2` c

?
3` d

?
6 ÞÑ a` b

?
2´ c

?
3´ d

?
6

は L の Q 上の自己同型であり, Gal pL{Qq “ t id, σ, τ, στ u であることを示せ.
(2) Gal pL{Qq の部分群を全て求めよ.
(3) (2) の各部分群について, その不変体を求めよ.

22.17. ζ “ expp2πi{7q とし, L“ Qpζq, α “ ζ ` ζ´1 とする. 次の問に答へよ. 但し, 解答する順序
は必ずしも番号順でなくてよい.
(1) irr pζ,Q, xq “ x6 ` x5 ` x4 ` x3 ` x2 ` x` 1 であることを示せ. （Hint : 8.9 を見よ）
(2) σ : ζ ÞÑ ζ3 は L の Q 上の自己同型を与へることを示せ.
(3) (2) の σ について, ασ を α の有理式で書け. それを φpαq とするとき, ασ2

“ φpφpαqq, ασ3
“ α

であることを示せ.
(4) (2) の σ は Qpαq の Q 上の自己同型を与へることを示し, 拡大 Qpαq{Q が Galois 拡大である
こと, およびGal pQpαq{Qq は位数 3 の巡回群であることを示せ.

(5) irr pα,Q, xq “ x3 ` x2 ´ 2x´ 1 であることを示せ.
(6) rL :Qpαqs および rQpαq :Qs はいくつか.

22.18. Qに係数を持つ既約多項式 fpxqの Q上の最小分解体をK とするとき, Galois群 Gal pK{Qq

は paridroid で簡単に求められる. 以下の入力を試してみよ. 返される結果の意味を調べて, 解読
せよ. ( Hint :有限群は完全に分類されてゐる. いくつかの分類記号の流儀が存在し,それが返り値になつてゐる. )

(1) > polgalois(xˆ4-4*x-1)

(2) > polgalois(xˆ4+xˆ3+xˆ2+x+1)

(3) > polgalois(xˆ5-2*xˆ4+xˆ3+xˆ2-x+1)

(4) > polgalois(xˆ5-2)

22.19. 22.10 の状況で G が無限群であるときは, L{K が代数的拡大とならない例を挙げる. 不定
元 t をとり, L“ Qptq とし, G を tσ “ t` 1 で定められる同型 σ :LÑ L で生成される群とする. G
は無限群である. このときの pK“qLG は何か.
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§ 23. Galois の基本定理
拡大 L{K の中間体の全体を F pL{Kq で表し, 群 G の部分群の全体を G pGq で表す 32) . このと
き, 次の定理が我々が目標としてきたものである.

定理 23.1. (Galois の基本定理 1 ) L{K を有限次 Galois 拡大とし, G“ Gal pL{Kq とする. この
とき, G の部分群にその不変体を対応させる写像

φ : G pGq ÝÑ F pL{Kq, H ÞÝÑ LH

は全単射で, 逆写像は φ´1pMq “GM “ Gal pL{Mq で与へられる. 従つて
H “ φ´1pφpHqq “GLH

“ Gal pL{LHq, M “ φpφ´1pMqq “ LGM

が成り立つ. 特に rL : LHs “ |H| である.

注意 23.2. (1) t1u ăH1 ăH2 ăG ならば LH1 Ą LH2 であるから, 上の φ は包含関係を逆転させ
る全単射である.
(2) 全射性の証明には 22.7(2) を用ゐる. 単射性の証明には 22.10（Artin の定理）が必要である.

証明 M P F pL{Kqに対し, 22.5より, L{M は Galois拡大で GalpL{Mq “GM であるから, 22.7(2)
により M “ LGM

“ φpGM q. よつて φ は全射である.
次に 22.10 (Artin の定理) により, H P G pGq に対し, L{LH は Galois 拡大で, GalpL{LHq “H,
rL : LHs “ |H| となる. 一方 22.6 により, L{K の中間体 M に対し GalpL{Mq “GM である. よつ
て H P G pGq に対して H “ GalpL{LHq “GLH となる. 特に H1, H2 P G pGq で LH1 “ LH2 なら
ば, H1 “GLH1

“GLH2
“H2 となつて φ は単射である.

定理 23.3. (Galois の基本定理 2 ) 有限次 Galois 拡大 L{K と M P F pL{Kq について, 次の 3 つ
が成り立つ.
(1) τ P Gal pL{Kq に対し, τ Gal pL{Mqτ´1 “ Gal pL{M τ q.
(2) M は K の Galois 拡大 ðñ Gal pL{Mq◁Gal pL{Kq.
(3) (2) の両側が成り立つとき, σ ÞÑ σ|M によつて, 次の群の同型が得られる :

Gal pL{Kq{Gal pL{Mq » Gal pM{Kq.

証明 (1) 一般に M P F pL{Kq, τ PG“ GalpL{Kq に対して
GMτ

“ tσ PG |ασ “ α p@α PM τ q u “ tσ PG | pβτ qσ “ βτ p@β PMq u

“ tσ PG |βτ
´1στ “ β p@β PMq u “ t τρτ´1 PG |βρ “ β p@β PMq u “ τ GM τ´1

である. ( τρτ´1 PG ðñ ρ P τ´1Gτ “G に注意 )
(2) ( ñ) M{K は正規拡大ゆゑ, （18.10 から）すべての τ PG に対して M τ “M となる. よつて
τGMτ´1 “GMτ

“GM となり, GM ◁G である.
(2) (ð ) 任意の τ PG に対して GM “ τ GMτ´1 “GMτ であるから, 23.1 から M τ “M である.
それゆゑ, 18.10 により M{K は正規拡大である. 分離拡大であることは 19.8 による.
(3) σ PG の M への制限 σ M は GalpM{Kq の元であるから, 写像 ι :GÑ GalpM{Kq, σ ÞÑ σ|M

が定義される. ι は群の準同型であり, 16.7 より全射である. その核は GM “ GalpL{Mq に他ならな
い. よつて群論の第 1準同型定理により GalpL{Kq{GalpM{Kq “G{GM » GalpM{Kqである.

32) F は F の, G は G の script 体.
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問 23.4. 23.1 の記号と仮定の下で, M , M 1 P F pL{Kq とする. 次の (1), (2) を示せ.
(1) GMM 1

“GM XGM 1 .
(2) GMXM 1

“ “GM と GM 1 で生成される部分群 ”.
（Hint : M XM 1 “ tα P L |ασ “ α p @σ P “右辺 ” q u を示し 23.1 を用ゐる. ）
特に GM ◁G または GM 1 ◁G であれば, 右辺は GMGM 1(“GM 1

GM ) である.

命題 23.5. 体 M , M 1 は有限次拡大 L{K の中間体であるとする. M 1{K が Galois 拡大であれ
ば MM 1{M も Galois 拡大であり,

Gal pMM 1{Mq » Gal pM 1{M XM 1q.

この時, 特に rMM 1 :M s “ rM 1 :M XM 1 s である.

証明 22.2 より, MM 1{M は Galois 拡大. 22.5 より M 1{M XM 1 も Galois 拡大なので, 各 σ P

Gal pMM 1{Mq の制限 σ|M 1 は Gal pM 1{M XM 1q の元である. ゆゑに, 写像
f : Gal pMM 1{Mq Ñ Gal pM 1{M XM 1q, σ ÞÑ σ|M 1

が得られるが, これは群の準同型である. 各 σ P Gal pMM 1{Mq は M 1 の
元の像で決まるから, f は単射である. 次に H“ Imf とおくと,

M 1H “ tα PM 1 |ασ “ α p @σ PH q u

“ tα PM 1 |ασ “ α p @σ P Gal pMM 1{Mq q u

である. 一方, 22.6 と 22.7(2) の後半 (あるいは 23.1 )より
M “ tα PMM 1 |ασ “ α p @σ P Gal pMM 1{Mq q u.

L

MM 1

M M 1

M XM 1

K

従つて M 1H “M XM 1. 拡大 M 1{pM XM 1q について 23.1 を使へば, H “ Gal pM 1{M XM 1q で
あり, f は全射でもあることがわかる.

定義 23.6. Galois 拡大 L{K は, Gal pL{Kq が Abel 群であるとき, Abel 拡大であるといはれ,
Gal pL{Kq が巡回群であるとき, 巡回拡大であるといはれる.

命題 23.7. 体 M , M 1 は有限次拡大 L{K の中間体であるとする. M , M 1 がともに K の Abel
拡大ならば, MM 1{K も Abel 拡大である.

証明 22.2 後半より MM 1{K は Galois 拡大であり, 23.3(2) より G“Gal pMM 1{Kq について
GM 1 ◁G, GM ◁G である. また, 23.3(3) より G{GM 1

»Gal pM 1{Kq, G{GM » Gal pM{Kq で, こ
れらは仮定から Abel 群である. ゆゑに, 交換子群について rG,Gs ĂGM かつ rG,Gs ĂGM 1 であ
り 33) , rG,Gs ĂGM XGM 1 23.4(1)

“““ GMM 1
“ t1u であり, G は Abel 群である.

例23.8. 体 K 上の分離的な n次の多項式 fpxqのK 内の根を α1, ¨ ¨ ¨, αn とする. このとき fpxqの
最小分解体 L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnqの K 上のGalois群 G“ Gal pL{Kqを多項式 fpxqの K 上の Galois
群と呼ぶ. σ PG について fσpxq “ fpxq であるから, σ は n 個の元からなる集合 tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu に置
換 34) σ1 “

´

α1 ¨ ¨ ¨ αn

α1
σ ¨ ¨ ¨ αn

σ

¯

P Sn （Sn は n 次対称群 35)）として作用（§ 34.1 参照）するので, 単
射 φ : GÝÑ Sn が定まる. ゆゑに G は Sn の部分集合と同型で, 特に rL :Ks “ |G| ő n! である.
33) 一般に, 群 G と H ◁G について, G{H が Abel 群であるためには, 交換子群について rG,Gs Ă H であることが必
要十分である. 即ち, 交換子群 rG,Gs は, G{H が Abel 群となる様な最大の H ◁G に一致する.
34) 「代数学 1」, §1 を見よ. ここでは t1, ¨ ¨ ¨ , nu の代りに tα1, ¨ ¨ ¨ ,αnu の置換を考へてゐる.
35) 「代数学 1」, §1 を見よ.
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例題 23.9. fpxq PKrxs は分離的であるとする. G を fpxq の K 上の Galois 群とする. また,
tα1, ¨ ¨ ¨ , αn u を fpxq の K における根の全体とする. このとき, 次を示せ :

fpxq が既約多項式 ðñ G が tα1, ¨ ¨ ¨ , αn u 上に可移的 36)に作用する.

証明 (ñ) 背理法で示す. α1 をとり, α と記す. tα1, ¨ ¨ ¨ , αn u における α の G 軌道を, 番号を付け
替へて, αG “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αmu とする. このとき mő n である. いま gpxq “

śm
j“1px´αjq とおくと,

G は αG にも作用するから, gσpxq “ gpxq である. つまり g PKrxs. もし mă n ならば, fpxq の既
約性に反する. (ð) は 16.4(2)ñ(1) を使へばよい. 細部は演習問題 23.12 として残しておく.

例題 23.10. Q 上の多項式 fpxq “ x4 ` 10x2 ` 23 の最小分解体を L とする. 拡大 L{Q の Galois
群 G“ GalpL{Qq と G の部分群のすべて, および, L{Q の部分体のすべてを求め, それら包含関係
と 23.1（Galois の定理 1）による対応を図示せよ.

解答 方程式 fpxq “ 0 は x2 の多項式としての判別式が 2 なので Q 上既約である. 或いは, 係数を
3 を法としてみた fpxq mod 3 pP F3rxsq が既約なので, fpxq 自身が既約である. 2 次方程式の解の公
式から, x2 “ ´5˘

?
2 ă 0. ゆゑに x“ ˘i

a

5˘
?
2 . そこで α “ i

a

5`
?
2 , β “ i

a

5´
?
2 と

おけば,
L“ Q

`

α, ´α, β, ´βq “ Q
`

α, βq

で,
?
2 P L である. ここで Galois 群 G の元は, 23.8 によつて, tα, ´α, β, ´β u の置換であるが,

23.9 により α ÞÝÑ β なる G の元 σ が存在する. σpα2q “ β2 ゆゑ σp
?
2 q “ ´

?
2 である. ゆゑに σ

は β を ˘α のどちらかに写さざるを得ないが, fpxq の既約性から x2 ` 5¯
?
2 も Qp

?
2 q 上既約で

あるから, 16.3 によつて, そのどちらに写してもよい. また, α ÞÝÑ ´α なる元 τ も存在し, それは β

を ˘β のどちらかに写さざるを得ない. 16.3 により, そのどちらに写すものも存在する. そこで,

σ : α ÞÝÑ β, β ÞÝÑ ´α および τ : α ÞÝÑ ´α, β ÞÝÑ β

とおき, これらの合成を調べてみると,

τσ2τ “ σ2 : α ÞÝÑ ´α, β ÞÝÑ ´β,

τστ “ σ3 : α ÞÝÑ ´β, β ÞÝÑ α,

σ3τ “ τσ : α ÞÝÑ β, β ÞÝÑ α,

τσ3 “ στ : α ÞÝÑ ´β, β ÞÝÑ ´α,

τσ2 “ σ2τ : α ÞÝÑ α, β ÞÝÑ ´β

で, σ4 “ τ2 “ pστq2 “ pτσq2 “ 1 である. よつて
G“ t1, σ, τ, σ2, σ3, τσ, στ, σ2τ u.

また, α ¨ p´αq “ ´5`
?
2, β ¨ p´βq “ ´5´

?
2 より

τp
?
2 q “

?
2 , σp

?
2 q “ ´

?
2 .

αβ “ ´
?
23 より

?
23 P L であつて

σp
?
23 q “ τp

?
23 q “ ´

?
23 .

一方, G の部分群を調べれば, 右上の 10 個になることが
わかる. それらに 23.1（Galois の定理 1）で対応する部分
体は右の様になる.

t1u

t1, τu t1, σ2τu t1, σ2u t1, τσu t1, στu

t1, τ, σ2, σ2τu t1, σ, σ2, σ3u t1, τσ, στ, σ2u

G

L

Qpβq Qpαq Qp
?
2,

?
23 q Qpα` βq Qpα´ βq

Qp
?
2 q Qp

?
2 ¨23 q Qp

?
23 q

Q

36) 推移的ともいふ. 34.1 を見よ.
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例 23.11. ζ “ expp2πi{15q, L“ Qpζq とおく. ζ は x15 ´ 1 “ 0 の根であり, 他の根は ζ の冪乗で表
されるから, L は x15 ´ 1 の最小分解体であり, 従つて, L{Q は Galois 拡大である. G“ GalpL{Qq

とおく. 上のことから, 任意の σ PG について, σpζq “ ζipσq となる ipσq P Z が存在するが, ζ15 “ 1

なので, ipσq P Z{15Z とみなせる. しかも, σ は集合 S “ t1, ζ, ¨ ¨ ¨ , ζ14 u を不変に保つ（σpSq “S）
から, ipσq P pZ{15Zqˆ でなくてはならない. また, それらすべてが実際に G の元を与へる. 「代数
学 1」で学んだ通り, それは φp15q “ 8 個の元からなる. 23.9 により,

G“ t ζ ÞÑ ζi | i P pZ{15Zqˆ u

である. 従つて
irrpζ,Q, xq “

ź

σPG

px´ ζipσqq.

ちなみに, pari/GP で factor(xˆ15-1) として出力される因子の中に 8 次の因子は唯一つで
irrpζ,Q, xq “ x8 ´ x7 ` x5 ´ x4 ` x3 ´ x` 1

とわかる. さらに「代数学 1」の 9.9と 9.10から, pZ{15Zqˆ は 2つの巡回群の直積として, pZ{3Zqˆ ˆ

pZ{5Zqˆ と同一視できて,
pZ{15Zqˆ “ x´1, 2y.

ここで σ : ζ ÞÑ ζ2, τ : ζ ÞÑ ζ´1 と記すと, στ “ τσ であり, これらの記法の対応は以下通り.

1 2 4 7 8 11 13 14

1 2 22 p´1q23 23 p´1q22 p´1q2 ´1

1 σ σ2 τσ3 σ3 τσ2 τσ τ

「代数学 1」の 4.6 を使へば巡回群の部分群は求められるので, G の部分群は容易に求められる. G
の部分群と 23.1（Galois の定理 1）で対応する体は,下記の様になる. 生成元の不変性や拡大次数を
確認されたい.

t1u

t1, τu t1, τσ2u t1, σ2u

t1, σ, σ2, σ3ut1, τ, σ2, τσ2u t1, τσ, σ2, τσ3u

G

L

Qpζ` ζ´1q Qpζ3q Qpζ5, ζ3 ` ζ´3q“ Qp
?

´3,
?
5q

Qpζ3 ` ζ´3qQp
?

´15q “Qpζ` ζ2 ` ζ4 ` ζ8q Qpζ5q

Q

以上は, 一般な理論を使つて系統的な仕方で求めることもできる. それに関しては, 27.4 の証明, お
よび 32.6 を読まれたい.
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演 習 問 題

23.12. 23.9 の (ð) の細部を含めて証明せよ.
（Hint : fpxq “ gpxqhpxq, gpxq, hpxq PKrxs, deg gpxq ą 0, deg hpxq ą 0 と分解されたとする. このとき, 仮
定を使つて gpxq の任意の根は hpxq の根でもあることを示せ. ）

23.13. 次の ζ P C について Qpζq{Q が Galois 拡大であることを示せ. さらに, Gal pQpζq{Qq と
そのすべての部分群を記述し, および, それらに対応する Qpζq{Q の中間体を求めよ.

(1) ζ “ exp
2πi

8
(2) ζ “ exp

2πi

5
(3) ζ “ exp

2πi

12

23.14. α “
a

6` 3
?
2` 2

?
3` 2

?
6 とおく. 11.8 の拡大 Qpαq{Q は Galois 拡大である. その理

由を述べよ. そこでの記号で σ1
` “ σ, σ2` “ τ とおき, G“ Gal

`

Qpαq{Q
˘

を σ, τ で記述せよ. ま
た, この拡大に関し, 23.1 の φ で, G の交換子群 DpGq “ rG,Gs に対応する中間体を求めよ. さら
に, G のすべての部分群, および, それぞれに対応する中間体を求めよ.

23.15. 有限次 Abel 拡大 L{K とその中間体 M について次のことを示せ.
(1) L{M と M{K も Abel 拡大である.
(2) M 1 も L{K の中間体とする. M{K が Abel 拡大のとき, MM 1{M 1 も Abel 拡大である.

23.16. K を体とし, a PK について b“ 1` a2 PK が K の元の平方ではないとする. このとき
charK ‰ 2 で Kp

a

b`
?
b q{K は 4 次の巡回拡大であることを示せ.

(Hint : β “
a

b`
?
b とおく. rKpβq :Ks “ 4 が確かめられれば, βσ “ ´

a

b´
?
b なる Gal

`

Kpβq{K
˘

の元 σ が存在
する. このとき βσ2

, βσ3 を調べよ. )

23.17. 多項式 fpxq “ x3 ´ 6x` 2 について問に答へよ.
(1) fpxq “ 0 の解を ω “ ´1`

?
3i

2 と平方根号
?

, 3
?
および四則演算だけで表せ.

(Hint : 恒等式 x3 ` y3 ` z3 ´ 3xyz “ px` y ` zqpx`ωy `ω2zqpx`ω2y `ωzq を利用する. )

(2) fpxq の最小分解体を L とし, K “ Qpωq とする. Gal pL{Kq が t1, 2, 3 u に関する 3 次対称群
S3 と次の対応で同型であることを示せ. 即ち, fpxq “ 0 の 3 つの解を t1, t2, t3 とするとき,
σ P S3 を ti

σ “ tσpiq で Gal pL{Kq の元と見做して, S3 » Gal pL{Kq.
(Hint : ∆ “ pt1 ´ t2qpt2 ´ t3qpt3 ´ t1q を求め, Kp∆q に対応する Gal pL{Kq の部分群を考察せよ. )

(3) H “ tε, p12qu ă S3 に対応する体 M を求めよ. τ “ p13q のとき
p τ Gal pL{Mqτ´1 “ q τHτ´1 “ Gal pL{M τ q

であることを確かめよ.
参考のために, 以上の内容を図示しておく.

tεu

tε, p12qu tε, p31qu tε, p23qu

tε, p123q, p132qu

S3

L

Kpt3q Kpt2q Kpt1q

Kp∆q

K
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§ 24. 有限体

有限体についてまとめておく.

命題 24.1. p を任意の素数とし, n を任意の自然数とする. このとき |F | “ pn なる有限体 F が
存在する. この様な F は素体 Fp “Z{pZ 上の, 多項式 xp

n
´x の最小分解体に同型である. 従

つて, その様な体 F は同型を度外視して一意的に存在する. また rF : Fps “ n である.

証明 Fp を Fp の代数的閉包とし, F “ tα P Fp |αpn “ α uとおけば, F が体になることは容易に確か
められる. F は多項式 fpxq “ xp

n
´ x の根の全体で, f 1pxq “ ´1 と fpxq の共通根は存在しないから

fpxq は重根を持たず, |F | “ pn となる. 一方 K を元の個数が pn の任意の有限体とせよ. 12.5(2) に
より K は xp

n
´ x の Fp の最小分解体でK » F となる. 最後に, F は p 元体 Fp 上の次元 rF : Fps

の vector 空間であるから |F | “ p rF :Fps. ゆゑに rF : Fps “ n である.

上の 24.1 で得られた体 F を Fpn で表す. 特に Fp “ Z{pZ である. 以後, 素体 Fp の代数的閉
包 Fp を 1 つ決めて固定し, あらゆる Fpn (n P N) は Fp の部分体であるものとする :

Fpn “ tα P Fp |αpn “ α u, rFpn : Fp s “ n.

例題 24.2. 次を示せ. Fpn Ă Fpm ðñ n|m.

証明 (ñ) rFpm : Fpns “ d とすれば, |Fpm | “ |Fpn |d “ pnd であるからm“ nd となる.
(ð) m“ nd (d P N)とし, q “ pn とおけば pm “ qd である. α P Fq とすれば αq “ α. よつて αqd “ α

となり α P Fqd を得る.

有限体についての基本的性質は次の定理の様にまとめられる.

定理 24.3. q “ pn (p は素数, n P N) とせよ. 次が成り立つ.
(1) Fq の乗法群 Fq

ˆ “ Fq ´ t0u は位数 q´ 1 の巡回群である.
(2) Fq は完全体である.
(3) Fqd{Fq は Galois 拡大であり, Gal pFqd{Fqq は巡回群で

σ : Fqd ÝÑ Fqd , α ÞÝÑ αq

とおくとGal pFqd{Fqq “ xσy.

証明 (1) は「代数学 1」の 13.5(2) で示した. (2) は 14.2 で示した.
(3) まづ (2) より, この拡大は分離的である. また Fqd は xq

d
´ x P Fprxs の最小分解体であるから

Fqd{Fp は正規拡大であり, よつて Fqd{Fq も正規拡大である. 以上より, Fqd{Fq は Galois 拡大で
ある. α P Fqd に対し σpαq “ α, つまり αq “ α ならば α は xq ´ x の根なので 24.1 の後半により,
α P Fq である. 逆に α P Fq ならば (1) により αq “ α である. 即ち Fqd に対する巡回群 xσy の不
変体が Fq である. L“ Fqd と G“ xσy について, 22.10(2) を使へば結論を得る.

上の 24.3 (1) で Fq
ˆ “ xγy と書いたとき, γ を有限体 Fq の原始根と呼ぶ. 24.3 で n“ 1 の場合は,

「代数学 1」で学んだ原始根の概念に一致する. また, Fq は Fp に γ を添加して得られる : Fq “ Fppγq.
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演 習 問 題

24.4. p を素数, n“ 22 ¨ 33 ¨ 5 とする. G“ Gal pFpn{Fpq を求め, その構造を記せ. G の部分群とそ
れらに対応する拡大 Fpn{Fp の中間体を求めよ.

24.5. p を素数とせよ. K を Fp の m 次拡大体, L を K の n 次拡大体とせよ.
(1) 乗法群 Lˆ の生成元を g とする. Kˆ の生成元の 1 つを g で表せ.
(2) L の Fp 上の自己同型 σ は σpgq “ gν となる ν P Z によつて定まる. L の Fp 上の互ひに異る
すべての自己同型を ν の値を示して記述せよ. そのうち, L の K 上の自己同型であるものを ν

の値を示して記述せよ.

24.6. p を素数とする. fpxq P Fprxs は Fp 上既約で deg fpxq “m とせよ. このとき n P N につい
て, fpxq | pxp

n
´ xq であるためにはm |n であることが必要十分である. これを示せ.

（このことと xq
m

´x の分離性から, xq
m

´x は Fqrxs 内の次数が m の約数である様なあらゆる monic 既約
多項式を渡る積に一致する. ）

24.7. q が素数 p の羃で Fq “ Fppγq のとき γ は必ず Fq
ˆ の原始根であるか. 37)

( Hint : 原始根の個数と拡大体の生成元となる元の個数を比較せよ. )

37) Fp 上の既約多項式 fpxq の根が fpxq の最小分解体の原始根であるとき fpxq は原始根多項式と呼ばれる.
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§ 25. Hilbert の定理 90

この節では, 次節の 26.1 の証明に必要な Hilbert の定理 90 と呼ばれる事実について解説する.

定義 25.1. L{K は n 次の分離的拡大とし, L を含む K の代数的閉包を K とする. いま L か
ら K の中への K 上の同型の全体を σi : LÑK (i“ 1, ¨ ¨ ¨, n) とするとき, α P L に対して

NL{Kpαq “

n
ź

i“1

ασi , TrL{Kpαq “

n
ÿ

i“1

ασi ,

と定義し,それぞれ拡大 L{K の norm, trace と呼ぶ.

問 25.2. γ PK が K 上分離的で, 任意の σ P AutK{K に対して γσ “ γ となれば γ PK であるこ
とを示せ. （これを 25.3 (1) の証明で用ゐる. ）

例題 25.3. L{K は n 次の分離的拡大とする.
(1) NL{K : Lˆ ÑKˆ (α ÞÑ NL{Kpαq) は乗法群の準同型で,

TrL{K : LÑK (α ÞÑ TrL{Kpαq) は K 加群としての準同型（即ち, 任意の α, β P Lと任意の a PK

について TrL{Kpα` βq “ TrL{Kpαq `TrL{Kpβq, TrL{Kpaαq “ aTrL{Kpαq を満たす）である.
(2) M を L{K の中間体とすれば,

NL{K “ NM{KNL{M , TrL{K “ TrM{KTrL{M .

(3) α P L, irr pα,K,xq “ xm ` a1x
m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` am とすれば, 拡大 Kpαq{K について

NKpαq{Kpαq “ p´1qmam, TrKpαq{Kpαq “ ´a1.

証明 25.1 と同じく K 上の中への同型の全体を σi : LÑK (i“ 1, ¨ ¨ ¨, n) と書く.
(1) 任意の σ P AutK{K に対して tσσ1, ¨ ¨ ¨ , σσnu “ tσ1, ¨ ¨ ¨ , σnu となる. 従つて α P L に対して
NL{Kpαq, TrL{Kpαq はともに σ で不変であり, K 上分離的である. 従つて 25.2 から, これらは共に
K の元である. また NL{K , TrL{K がそれぞれ乗法, 加法を保つことは明らかである. さらに定義か
ら a PK について TrL{Kpaαq “ aTrL{K となるから Tr は K 加群の間の準同型である.
(2) rL :M s “ r, rM :Ks “ s とし, ρj : LÑK (j “ 1, ¨ ¨ ¨, r) を中への M 上の同型, τk : M ÑK

(k “ 1, ¨ ¨ ¨, s) を K の中への K 上の同型とせよ. 各 τj は K 上の同型 τj : K „
ÑK に拡張できる

が, このとき τkρj : LÑK は K 上の異なる同型で, tσiu “ tτkρju となる. よつて α P L に対して,
NL{Kpαq “

ś

kp
ś

j α
ρj qτk “ NM{KpNL{M pαqq となる. Trace についても同様である.

(3) irr pα,K,xq “ px´α1q ¨ ¨ ¨ px´αmq とすると, m 個の K 上の同型 ρi : Kpαq ÑK (α ÞÑ αi) が
あり,

NKpαq{Kpαq “

m
ź

i“1

αi “ p´1qmam, TrKpαq{Kpαq “

m
ÿ

i“1

αi “ ´a1

となる.
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補題 25.4. （Artin の定理） σi : LÑΩ (i“ 1, ¨ ¨ ¨, n) は体 L から体 Ω の中への異る同型写像
とする. このとき α1, ¨ ¨ ¨, αn PΩ に対し

α1 θ
σ1 ` ¨ ¨ ¨ `αn θ

σn “ 0 p @θ P L q ùñ α1 “ ¨ ¨ ¨ “ αn “ 0.

この性質を, tσiu は L 上 1 次独立である, と称する.

証明 ある pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq ‰ p0, ¨ ¨ ¨ ,0q に対して, 上の左側の関係式が成り立つとして, その様な関係
式の内で αi ‰ 0 なる i の個数が最小なものを更めて（必要ならば番号を付け変へて）
(25.5) α1 θ

σ1 `α2 θ
σ2 ` ¨ ¨ ¨ `αr θ

σr “ 0 p @θ P L q, αi ‰ 0 p1 ő iő r q

とする. もちろん r ŕ 2 で, 仮定により σ1 ‰ σ2 ゆゑ, γσ1 ‰ γσ2 となる γ P L がある. (25.5) から
(25.6) α1 γ

σ1θσ1 `α2 γ
σ2θσ2 ` ¨ ¨ ¨ `αr γ

σrθσr “ 0 p @θ P L q

を得る. (25.5) を γσ1 倍して (25.6) を差し引けば
α2 pγσ1 ´ γσ2qθσ2 ` ¨ ¨ ¨ `αr pγσ1 ´ γσrqθσr “ 0 p @θ P L q

となるが, α2pγσ1 ´ γσ2q ‰ 0 であるから, これは (25.5) の項数 r の最小性に反する.

問 25.7. L{K を有限次分離的拡大とすれば, TrL{Kpθq ‰ 0となる θ P Lがある. 従つて TrL{KpLq “

K となることを示せ. （25.13 も参照されたい. ）

さて, 次がこの節で目標とした定理である.

定理 25.8. （Hilbert の定理 90） L{K は巡回拡大で Gal pL{Kq “ xσy とせよ.
(1) NL{Kpαq “ 1 ðñ α “ β1´σp“ βpβσq´1q となる β P L が存在する.
(2) TrL{Kpαq “ 0 ðñ α “ β ´ βσ となる β P L が存在する.

注意 25.9. “定理 90” といふ名称は, Hilbert が前世紀までの数論の成果を集大成して著した論文
Zahlbericht (1897) における定理の番号に由来する.

証明 rL :Ks “ n とする.
(1) (ð). NL{Kpαq “ α1`σ`¨¨¨`σn´1

“ βp1´σqp1`σ`¨¨¨`σn´1q “ β1´σn
“ 1 となり正しい.

(ñ). 25.4 を 1p“ idLq, σ, ¨ ¨ ¨, σn´1 に適用して, ある θ P L について
(25.10) θ`αθσ `α1`σθσ

2
` ¨ ¨ ¨ `α1`σ`¨¨¨`σn´2

θσ
n´1

‰ 0

となる. 上の左辺を β とおけば, NL{Kpαq “ 1 ゆゑ αβσ “ β, 従つて α “ β1´σ を得る.
(2) 一般に TrL{Kpθq “ θ` θσ ` ¨ ¨ ¨ ` θσ

n´1 である.
(ð). TrL{Kpβ ´ βσq “ pβ ` βσ ` ¨ ¨ ¨ ` βσ

n´1
q ´ pβσ ` βσ

2
` ¨ ¨ ¨ ` βσ

n
q “ 0.

(ñ). 25.7 により TrL{Kpθq ‰ 0 となる θ P L がある. これを使ひ,

β “ tαθσ ` pα`ασqθσ
2

` ¨ ¨ ¨ ` pα`ασ ` ¨ ¨ ¨ `ασn´2
qθσ

n´1
uTrL{Kpθq´1

とおく. このとき θσ
n

“ θ であることと仮定 0 “ TrL{Kpαq “ α`ασ ` ¨ ¨ ¨ `ασn´1 より

α` βσ “ tαTrL{Kpθq `ασθσ
2

` ¨ ¨ ¨ ` pασ `ασ2
` ¨ ¨ ¨ `ασn´1

qθσ
n

uTrL{Kpθq´1

“ tαpθ` θσ ` ¨ ¨ ¨ ` θσ
n´1

q `ασθσ
2

` ¨ ¨ ¨ ` ppασ `ασ2
` ¨ ¨ ¨ `ασn´2

qθσ
n´1

q

` pασ `ασ2
` ¨ ¨ ¨ `ασn´2

`ασn´1
qθuTrL{Kpθq´1 “ β

となる. 最後の等号では, 仮定 TrL{Kpαq “ 0 を使つた.

注意 25.11. α と θ に関する (25.10) の左辺の式を Lagrange の分解式と呼ぶ.
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演 習 問 題

25.12. p を素数, xp ´ x´ 1 “ 0 の根の 1 つ α P Fp をとり, K “ Fppαq とおく 38) .
(1) このとき拡大 K{Fp は σ : β ÞÑ β ` 1 で定まる自己同型が生成する p 次巡回拡大となることを
示し, irr pα,Fp, xq “ xp ´ x´ 1 および NK{Fp

pαq “ 1 を示せ.
(2) p“ 2, 5, 7 のときに, (1) の σ について α “ y1´σ となる y PK を求めよ.

25.13. 一般の有限次拡大 L{K については, 体の中への相異なる同型 K ÝÑK の全体を σ1, ¨ ¨ ¨,
σr とするとき, α P L に対して

TrL{Kpαq “ rL :Ksi

r
ÿ

j“1

ασj

と定める. このとき, L{K は分離的 ðñ Dα P L, TrL{Kpαq ‰ 0, である. これを証明せよ.
（これは 25.7 の逆を含む. ）

25.14. L{K を有限体の有限次拡大とせよ. TrL{K は全射であることを 25.8(2)（Hilbert の定理
90） を使つて証明せよ.
（Hint : K “ Fq とせよ. TrL{K は加法に関して準同型であることに注意すれば, 25.8(2) より, #KerpTrL{Kq “ |L|{q が
わかる. これより # ImpTrL{Kq “ q がわかる. ）

38) 22.15 と一部重複.
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§ 26. Kummer 拡大

25.8 を用ゐて次の定理が得られる.

定理 26.1. (単純 Kummer 拡大 ) 体 K は 1 の原始 n 乗根 ζ を含むとせよ. 従つて, 特に
gcdpcharK,nq “ 1 である. このとき次が成り立つ.
(1) L{K が n 次の巡回拡大ならば, β PK が存在して L“Kpβq かつ irr pβ,K,xq “ xn ´ a

(a PK) となる.
(2) 逆に a PK に対して, 多項式 xn ´ a の 1 つの根 n

?
a をとつて L“Kp n

?
a q とおけば, L{K

は d 次の巡回拡大である. ここで d は d|n, p n
?
a qd PK を満たすある自然数.

証明 (1) G“ Gal pL{Kq “ xσyとする. NL{Kpζ´1q “ ζ´n “ 1であるから, 25.8(1)より ζ´1 “ β1´σ,
即ち βσ “ βζ となる β P L が存在する. このとき, 仮定により 1 の n 乗根 1, ζ, ¨ ¨ ¨, ζn´1 はすべ
て異なるから, β, βσ “ βζ, βσ2

“ βζ2, ¨ ¨ ¨, βσn´1
“ βζn´1 はすべて異なり, 従つて nő rKpβq :

Kss ő rKpβq :Ks となる. 一方 LĄKpβq, rL :Ks “ n であるから L“Kpβq となる. また pβnqσ “

βnζn “ βn であるから, βn P LG “K. a“ βn と書けば β “ n
?
a (a PK) である. また, 12.10(2) か

ら irr p n
?
a,K,xq “ xn ´ a も示された.

(2) γ “ n
?
a とおく. このとき γ, γζ, ¨ ¨ ¨, γζn´1 はすべて, 互ひに異なり, かつ xn ´ a の根であるか

ら xn ´ a“
śn´1

i“0 px´ γζiq となり, これは分離的である. irr pγ,K,xq|xn ´ a であるから γ は K 上
分離的で, γ の K 上の共役はすべて γζi の形の元であるから, それらは L“Kpγq に含まれる. 従つ
て L{K は Galois拡大である. その Galois群を G“ Gal pL{Kqとする. σ PGについて γσ “ γζipσq

( ipσq P t0,1, ¨ ¨ ¨ , n´1u )の形に書ける. σ は γ の像 γσ によつて定まるから写像 GÑ xζy (σ ÞÑ ζipσq)
は単射準同型である. よつて G は位数 n の巡回群 xζy の部分群と同型であり, それ自身も巡回群で
ある. ゆゑに |G| “ d とすれば d|n である. ここで更めて G の生成元を σ と書いてG“ xσy とす
れば, pζipσqqd “ 1 であるから, pγdqσ “ pγσqd “ γdpζipσqqd “ γd. よつて γd P LG “K である.

注意 26.2. 体 K は 1 の原始 n 乗根を含むとする. K 上のいくつかの多項式 fjpxq “ xn ´ aj

(1 ő j ő r)を考へる 39) . これらの根を K に添加してできる拡大Kp n
?
a1, ¨ ¨ ¨ , n

?
ar q{K を Kummer

拡大と呼ぶ. 26.1 で述べた拡大は r “ 1 の場合なので, ここでは 単純 Kummer 拡大と呼ぶことと
した.

39) これらは K 上分離的である.

60



2025年 1月 12日 版 61

§ 27. 円分体

体 K の代数的閉包 K を 1 つ決めて固定する. K 内の 1 の n 乗根の全体を Un で表す. Un は多項
式 xn ´ 1 の根の全体であり, 一般に位数 n 以下の巡回群である（「代数学 1」, 系 13.6）.

命題 27.1. 1 の n 乗根の個数について次のことが成り立つ.
(1) charK “ 0 のとき |Un| “ n.
(2) charK “ pą 0 のとき, n“ prm, gcdpp,mq “ 1 とすれば, Un “ Um で |Un| “m.
(3) 1 の n 乗根は K 上分離的である.

証明 fpxq “ xn ´ 1 とすれば f 1pxq “ nxn´1. 従つて charK“p, n|p なる場合を除けば, fpxq は重
根を持たず, |Un| “ n となる. また, (2) の場合は xn ´ 1 “ pxm ´ 1qp

r となり, xm ´ 1 は重根を持た
ないから Un “ Um, |Un| “m である. さらに 1 の n 乗根はどれも, 分離的多項式 xm ´ 1 の根であ
るからK 上分離的である.

定義 27.2. 体 K に対し, 位数 n の元 ζ PKˆ を 1 の原始 n 乗根と呼ぶ.

このとき Un “ xζy で gcdpi,nq “ 1 ならば ζi もまた 1 の原始 n 乗根である. L“KpUnq は多項式
xn ´ 1 の最小分解体であり, K の正規拡大である. このとき ζ は K 上分離的であるから, L{K は
分離的である. 従つて L{K は Galois 拡大である.

定義 27.3. 体 M がある KpUnq{K の中間体であるとき, M を K 上の円分体といふ.

命題 27.4. 体 K 上の円分体は K の Abel 拡大である.

証明 Abel群の部分群はすべて正規であり,それにより剰余類群も Abel群なので, Galoisの基本定理
23.3 により, L“KpUnq が K 上の Abel 拡大であることを示せばよい. 27.1 を踏まへれば |Un| “ n

としてよい. Un “ xζy, G“ Gal pL{Kq とおく. σ PG について ζσ “ ζipσq なる ipσq P pZ{nZqˆ が定
まるが, これにより G は pZ{nZqˆ の部分群と同型であることがわかる. ゆゑに G は Abel 群で
ある. 次に M を L{K の中間体とし, H “GM (M による不変群) とする. このとき G が Abel 群
ゆゑ, H ◁G であるからM{K は 23.3 (2) より Galois 拡大で, 23.3 (3) より Gal pM{Kq »G{H で
ある. G が Abel 群だから, これは Abel 群である.

注意 27.5. 後に, 32.6 において, Gal pQpUnq{Qq と pZ{nZqˆ が同型であることが示される.
体 QpUnq は（円の）n 分体と呼ばれる.
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§ 28. 代数的に解ける方程式
この節では, 特に断らない限り, 体はすべて標数 0 であるとする. 従つて常に Q を含む. また 26.1
と同様に n

?
a は xn ´ a の根の 1 つを表すものとする.

定義 28.1. 有限次拡大 E{K に対して, その中間体の列
(28.2) K “ E0 Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ ĂEr “ E

があつて, 0 ő iő r´ 1 なる各 i に対して irr p ni
?
ai,Ei, xq “ xni ´ ai であつて

Ei`1 “ Eip
ni
?
ai q pai P Ei q

となつてゐるとき, E{K は羃根による拡大であるといふ. また, この様な拡大体の元は K 上
で根号表示できるといふ.

注意 28.3. 冪乗根号の定義によれば ´1`
?

´3
2 “

3
?
1 と書けるが, 左辺の方がより根源的な記述であ

る. 一般の原始 n 乗根が n
?
1 以外のより根源的な記述を持つか否かは自明ではない. この定義中の

条件 irr p ni
?
ai,K,xq “ xni ´ ai は, その様なより根源的な記述を前提とするために入れてある. 我

::::::々::

は
::::

,
::::
こ
::::
の
::::
既
::::
約
::::::
性
::::::
に
::::
　
こだは
拘　
::::
る
::::
が
::::::
ゆ
::::
ゑ
::::
に
::::

,
::::
最
::::
終
::::
的
::::
な
::::
到
::::::
達
::::
点
::::::

28.15
::::::::::::

ま
::::
で
::::
の
::::
議
::::::
論
::::
が
::::
か
::::
な
::::::
り
::::::
複
::::
雑
::::
に
::::
な
::::::
る
::::

.
::
文献 [N] で

は, この条件を入れない議論しかされてゐない.

定義 28.4. 体 Qpa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq 上の多項式 fpxq “ a0x
n ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an に対して, その根
がすべて Qpa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq 上で根号表示できるとき, 方程式 fpxq “ 0 は代数的に解けるといは
れる.

このことは, 方程式 fpxq “ 0 の解がすべて fpxq の係数 a0, a1, ¨ ¨ ¨, an に四則演算 (`, ´, ˆ, ˜) と
羃根をとるといふ操作 r

?
) を有限回行つて得られることを意味してゐる. さらにこのことはまた,

fpxq のK 1 “ Qpa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq 上の最小分解体が, K 1 のある羃根による拡大体に含まれることに他
ならない.

問 28.5. 次のことを示せ.
(1) 体の列 K ĂM Ă L において, M{K, L{M がともに羃根による拡大ならば L{K も羃根による
拡大である.

(2) L{K を羃根による拡大とし, K を L を含む K の代数的閉包とする. K 上の中への同型 σ :
LÑK に対し, Lσ{K も羃根による拡大である.

(3) 拡大 L{K で, L は K 上の羃根拡大体 E に含まれるが ( つまり L の元はすべて K 上で根号表示でき
るにも拘らず ), L{K 自体は羃根による拡大ではない様な例を挙げよ.
( Hint : 第 30 節の最後を参照. )

(4) L, M が拡大 K{K の中間体で, L{K が羃根による拡大であるにも拘らず ML{M が羃根によ
る拡大にならない例を挙げよ. また, L{K と M{K が共に羃根による拡大であるにも拘らず,
LM{K が羃根による拡大にはならない例を挙げよ.

注意 28.6. n P N に対し, Q の代数的閉包 Q 内の 1 の n 乗根の全体を Un で表す. QpUnq{Q は常
にある羃根による拡大に含まれるが, それ自体が羃根による拡大になるとは限らない (n “ 7 の場合が
反例. 28.19 参照. 1 の原始 7 乗根を表すのに

?
´3 つまり 1 の原始 3 乗根が必要であるが U7 ČU3. ). しかし, 後

の 28.8 の様に, ある n P N に対し, N を 1, 2, ¨ ¨ ¨, n の最大公倍数とすれば, QpUN q{Q は羃根によ
る拡大になる. 28.8 は 28.15 の証明に必要である.
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定義 28.7. 有限群 G の部分群 Gi からなる列で
G“G0 ▷G1 ▷ ¨ ¨ ¨▷Gn “ t1u

となるものを正規列と呼ぶ.

補題 28.8. K を体とする. 自然数 n に対し, 1 の原始 m 乗根 (m“ 1, 2, ¨ ¨ ¨, n) の全てからな
る集合を Γn (ĂK) とすれば, KpΓnq{K は羃根による拡大である.

証明 nに関する帰納法で示す. Kn “KpΓnqとおく. K “K1 “K2, K3 “Kp
?

´3q, K4 “Kp
?

´1q

については主張は正しい. nŕ 5 とし n´ 1 まで主張が成り立つてゐるとせよ. ζn を 1 の原始 n

乗根の 1 つとする. このとき Kn “Kn´1pζnq であるから, Kn は Kn´1 の Abel 拡大であつて,
rKn :Kn´1s ő φpnq ă n である (27.4 より). Abel 群 G0 :“ Gal pKn{Kn´1q は有限巡回群の直積
H1 ˆH2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆHr と表される (有限 Abel 群の構造定理). ここで

Gi “ t1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t1u ˆHi`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆHr păG0q p0 ő iő rq

とおけば, G0 の正規列 G0 ▷G1 ▷ ¨ ¨ ¨▷Gr´1 ▷Gr “ t1u が得られて, Gi´1{Gi –Hi となつて
ゐる. 各 1 ő iő r について, Kn と Kn´1 の中間体で, Gi に対応するものを Li とする. 特に
L0 “Kn´1, Lr “Kn. G0 は Abel 群だから Gi ◁G0 で, Li は L0 の Galois 拡大, Gal pLi{L0q –

G0{Gi であり, Li´1 が Li と L0 の中間体で部分群 Gi´1{Gi ăG0{Gi に対応するものである. 即ち,
Gal pLi{Li´1q –Gi´1{Gi –Hi で Li は Li´1 の巡回拡大である (23.1, 23.3 参照). |Hi| “mi と記
すと mi “ rLi : Li´1s ő rKn :Kn´1s ă n であるから, Kn´1 は (従つて Li´1 は) 1 の原始 mi 乗根
を含み, Li “ Li´1pαiq, irr pαi,Li´1q “ xmi ´ ai (ai P Li´1) の形に表される (26.1 より). これで Kn

が Kn´1 の羃根による拡大であることが示された. Kn´1 に関する帰納法の仮定より Kn が K の羃
根による拡大であることがわかり, 帰納法の証明が完了する.

以下では方程式の代数的可解性と Galois 群の可解性の関係を考へる.

定義 28.9. 有限群 G が可解群であるとは, 正規列 G“G0 ▷G1 ▷ ¨ ¨ ¨▷Gn “ t1u が存在して,
Gi{Gi`1 (0 ő iő n´ 1) が Abel 群になることをいふ. もちろん Abel 群は可解群である.

問 28.10. S2, S3, S4 が可解群であることを示せ. (以下 28.14 まで, [N] の 16.1 節, [Iy] の §1.11)

問 28.11. 可解群の部分群は可解群であることを示せ.

問 28.12. 可解群から別の群への準同型の像は可解群であることを示せ.

問28.13. 可解群Gに対し,正規列 G“G0 ▷G1 ▷ ¨ ¨ ¨▷Gn “ t1u で全てのGi{Gi`1 (0 ő iő n´1)
が素数位数の巡回群となるものが存在することを示せ.

問 28.14. 群 G と N ◁G に対し, N と G{N がともに可解群ならば, G も可解群であることを
示せ. (このことから, L{K が Galois 拡大であり, 中間体 M についても M{K が Galois 拡大のとき, Gal pL{Mq と
Gal pM{Kq が可解群であれば Gal pL{Kq も可解群であることが帰結される. )

63



64 2025年 1月 12日 版 § 28

定理 28.15. L{K が有限次拡大のとき, 次の 2 つは同値である.
(1) L を含む羃根による拡大 E{K がある.
(2) L を含む有限次 Galois 拡大 F {K で Gal pF {Kq が可解群となるものがある.

L
Er

Er`1 Fr

KpζqE1

Fr`1

可
解
群

可解
群

A
be

l群

Frpζq

K

証明 (1)ñ(2). 羃根による拡大 E{K を与へ
る体の列の長さ r による数学的帰納法で, (2)の
様な拡大 F {K が存在することを示す.
Step 1 まづ, r “ 0 のときは L“ E であり,
F “ E とすれば Gal pF {Kq “ t1u となる. ゆゑ
に, この場合は (1)ñ(2) が成り立つ.
Step 2 r ŕ 0 とし, 羃根による拡大 E{K を与
へる体の列の長さが r までは (1)ñ(2) が正し
いと仮定する. いま体の列

K “ E0 Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ ĂEr Ă Er`1 “ E,

Ei`1 “ Eip
ni
?
ai q pDai P Eiq

があつて LĂ E となつてゐる. 一方, 主張 (1)
の E{K として, この体の列の部分

K “ E0 Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ ĂEr

を考へ, L として Er 自身を考へれば, 帰納法の仮定より Er を含む K の Galois 拡大 Fr があつて,
Gal pFr{Kq が可解群になつてゐる.
Step 3 ζ を 1 の原始 nr 乗根とする. Kpζq{K も Fr{K も Galois 拡大であるから 22.2 の後半に
より, Frpζq{K は Galois 拡大であり, 23.3(2) と (3) から, Gal pFrpζq{Kq ▷ Gal pFrpζq{Frq で, こ
の 2 群の剰余類群は可解群 Gal pFr{Kq と同型であり, 27.4 から Gal pFrpζq{Frq は Abel 群, 従つて
可解群だから, Gal pFrpζq{Kq も可解群である (28.14).
Step 4 さて, ar P Er Ă Fr で, 各 σ P Gal pFr{Kq について,

xnr ´ ar
σ “

nr´1
ź

ν“0

`

x´ nr
?
arσ ζ

ν
˘

である. ここで Gal pFr{Kq “ tσ1, ¨ ¨ ¨ , σNu と記すこととし, 次の体を考へる :

Fr`1 “ Fr

`

ζ, nr
?
arσ1 , ¨ ¨ ¨ , nr

?
arσN

˘

.

Step 5 拡大 Fr`1{K が所望の Galois 拡大体 F {K の 1 つである. それを示さう. まづ, Fr`1{Frpζq

は Abel 拡大 Frpζ, nr
?
arσi q{Frpζq 達の合成体ゆゑ, 23.7 より, Abel 拡大, 従つてGal pFr`1{Frpζqq

は可解群である. また Fr`1 は多項式
ź

σPGal pFr{K q

`

xnr ´ ar
σ

˘

PKrxs

の最小分解体であるから Fr`1{K は Galois 拡大であり, 明らかに
Er`1 “ Er

`

nr
?
ar

˘

Ă Fr

`

nr
?
ar

˘

Ă Fr`1

である. Step 3 より拡大 Frpζq{K は Galois であり, それゆゑ Gal pFr`1{Kq ▷Gal pFr`1{Frpζqq

である (23.3(2)). この 2 群の剰余類群は可解群 Gal pFrpζq{Kq に同型で, Gal pFr`1{Kq も可解群
(28.14). 従つて, 体の列の長さが r`1 でも (1)ñ(2) は正しい.
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(2)ñ(1). 仮定の F を含む K の代数的閉包を K とする. また G“ Gal pF {Kq, |G| “ n とし, K
において 28.8 の記号で Γn による拡大を N “KpΓnq とおく. このとき Galois 拡大 F {K の N に
よる持ち上げ NF {N も Galois 拡大で, その Galois 群 H “ Gal pNF {Nq はG のある部分群と同型
である (23.5). よつて H は可解群 (28.11) で, 正規列

H “H0 ▷H1 ▷ ¨ ¨ ¨▷Hr “ t1u, (Hi{Hi`1 は位数が素数の巡回群 ( pi 次とする ) )

が存在する (28.13). Ei “ pNF qHi とおけば, 上の正規列に対応して NF {N の中間体の列
K ĂN “ E0 Ă E1 ¨ ¨ ¨ Ă Er “NF

を得る. Ei`1{Ei は pi 次の巡回拡大で, pi “ rEi`1 : Eis
ˇ

ˇ rNF :N s
ˇ

ˇn であるから 1 の原始 pi 乗根は
N に, 従つて Ei に含まれ, 26.1 より, Ei`1 “Eip

pi
?
ai q となる ai P Ei が存在する.

F

F XN

K

Er“NF

Ei

pi 次巡回拡大

Ei´1

N“KpΓnq “ E0

Er´1

n
次

G
al

oi
s
拡
大

羃根
によ
る

拡大

t1Gu

H

G

t1Hu“Hr

Hi

pi 次巡回群

Hi´1

H“H0

Hr´1

可
解
群

このとき deg irr p pi
?
ai,Ei, xq “ rEi`1 : Eis “ pi ゆゑ, irr p pi

?
ai,Ei, xq “ xpi ´ ai でなければならない.

一方 28.8 によれば, N{K は羃根による拡大であるから, 28.5 (2) より E“NF は求める拡大体であ
る.

注意 28.16. 我々の羃根による拡大の定義は [N] の本のそれと異るため, 羃根による拡大の持ち上
げが羃根による拡大になるとは限らないし, いくつかの羃根による拡大の合成体が再び羃根による
拡大になるとも限らない (28.5 (1), (2)). これが原因で 28.15 の証明が複雑になつてしまふ. この証
明は [Iy] に書かれてゐるものである.

上の定理から容易に次の定理が得られる.

定理 28.17. 体 K は元 a0, ¨ ¨ ¨, an によりK “ Qpa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq となつてゐるとする. fpxq “

a0x
n ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an の K 上の最小分解体を L とする. 次の 2 つは同値.
(1) 方程式 fpxq “ 0 は代数的に解ける.
(2) Galois 群 Gal pL{Kq は可解群である.

証明 (1)ñ(2). 定義から (1) の主張は, K の羃根による拡大 E で L を含むものがあることと同値
である. 28.15 より, このとき L を含む K の Galois 拡大 F {K でGal pF {Kq が可解群となるもの
がある. 28.12 により Gal pL{Kq も可解群. (2)ñ(1) は 28.15 より明らか.
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演 習 問 題
28.18. 方程式 x6 ` x5 ` x4 ` x3 ` x2 ` x` 1 “ 0 の根は四則演算, 平方根号, 3 乗根号によつて書
けることを示せ. 具体的な表示は要求しない.

28.19. 22.17で調べた α “ expp2πi{7q ` expp´2πi{7qに関する事を既知として次の問に答へよ.
(1) Qpαq{Q は Galois 拡大で, Gal pQpαq{Qq は位数 3 の巡回群であることを示せ.

(2) α を四則演算と根号
?

, 3
?
だけで表せ.

ˆ

答 : α “
1

3

˜

´
3

d

´7 ` 21
?

´3

2
´

3

d

´7 ´ 21
?

´3

2
´ 1

¸

.
˙

28.20. 方程式 x5 ´ 2 “ 0 の Q 上の最小分解体を K とする. Gal pK{Qq はどの様な群か.
(Hint : ζ “ expp2πi{5q とおく. σ, τ を 5

?
2
σ

“
5
?
2 ζ, ζσ “ ζ, 5

?
2
τ

“
5
?
2, ζτ “ ζ2 で定めると σ, τ P Gal pK{Qq で

あり, Gal pK{Qq “ xσ, τy. )

28.21. 1 の原始 11 乗根について考へる. 40) ζ “ expp2πi{11q, ρ“ expp2πi{5q とおく. 以下, すべ
ての数は複素数体 C の元であるとする. まづ

V1 “
5

b

11
4

`

89` 25
?
5 ´ 5

a

´5´ 2
?
5 ` 45

a

´5` 2
?
5

˘

“ 3.31568 ¨ ¨ ¨ ` i0.07884 ¨ ¨ ¨ ,

V2 “
5

b

11
4

`

89` 25
?
5 ` 5

a

´5´ 2
?
5 ´ 45

a

´5` 2
?
5

˘

“ 3.31568 ¨ ¨ ¨ ´ i0.07884 ¨ ¨ ¨ ,

V3 “
5

b

11
4

`

89´ 25
?
5 ´ 5

a

´5` 2
?
5 ´ 45

a

´5´ 2
?
5

˘

“ 3.19787 ¨ ¨ ¨ ´ i0.87953 ¨ ¨ ¨ ,

V4 “
5

b

11
4

`

89´ 25
?
5 ` 5

a

´5` 2
?
5 ` 45

a

´5´ 2
?
5

˘

“ 3.19787 ¨ ¨ ¨ ` i0.87953 ¨ ¨ ¨

とおく. ここで 5 乗根は 5 つづつ存在するが, 明確にするため, 上の様に虚数部分の絶対値が最も小
さいものを選ぶことにした. 但し

a

´5` 2
?
5 と

a

´5´ 2
?
5 の虚数部分はともに正にとつてゐ

る. 以下の問に答へよ.

(1) V1V2 “ V3V4 “ 11 であることを示せ.
(2) y “ ζ ` ζ´1 とおくと y は

y5 ` y4 ´ 4y3 ´ 3y2 ` 3y` 1 “ 0

を満足することを示せ.
(3) (2) の y は

y “ ´1
5p1` V1 ρ

3 ` V2 ρ
2 ` V3 ρ

2 ` V4 ρ
3q p “ 2cosp2π11 q “ 1.68250 ¨ ¨ ¨ q

と書けることを示せ.

以上より ζ2 ´ yζ ` 1 “ 0 を解いて ζ の羃根表示が得られる. 41)

40) この話題について Ian Stewart : Galois theory §21.1 に記述があるが, (4th ed.までの全てに) 多くの誤りを含む.
Olaf Neumann : Cyclotomy: From Euler through Vandermonde to Gauss, Leonhard Euler: Life, Work and Legacy,
Robert E. Bradley and C. Edward Sandifer (Editors), pp. 323-362 に正確な記述がある.
41) この状況で Qpζq{Q が羃根による拡大 QpV1, V2, V3, V4, ρq{Q の中間体であることがわかるが, この拡大 Qpζq{Q
は羃根による拡大になつてゐるであらうか.
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§ 29. 一般代数方程式

a1, a2, ¨ ¨ ¨, an は体 K 上で代数的に独立であるとする. このとき, これらを係数とする多項式
gpxq “ xn ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an を体 K 上の n 次一般多項式と呼び, 方程式 gpxq “ 0 を n 次一般
方程式といふ. 2 次の一般方程式 x2 ` a1x` a2 “ 0 は代数的に解けて, 解の公式

x“
´a1 ˘

?
a12 ´ 4a2
2

が知られてゐる. 3 次や 4 次の一般方程式も代数的に解けてその解の公式も与へられてゐる. しかる
に 5 次以上の一般方程式は代数的には解けず, その様な解の公式は存在しない. これを最初に証明し
たのは N.H. Abel である. 以下, 28.17 を用ゐて一般方程式の可解性を調べる.
いま t1, t2, ¨ ¨ ¨, tn は体 K 上代数的に独立であるとし, L“Kpt1, ¨ ¨ ¨ , tnq とおく. L は変数 t1,

¨ ¨ ¨, tn に関する有理函数体と呼ばれるものである. t1,2, ¨ ¨ ¨ , nu上の対称群を Sn とすればSn の元 σ

は ti
σ “ tσpiq とおいて tt1, ¨ ¨ ¨ , tnu の置換を引き起す. さて, K の各元を不変にして, それ以外の元に

は置換 σ を施すことによつてL{K の自己同型が得られる. それも σ で表すこととし Sn ă AutL{K

とみなす. L における Sn の不変体を
F “ LSn “Kpt1, ¨ ¨ ¨ , tnqSn

と書けば, 22.10 により L{F は Sn を Galois 群とする Galois 拡大に他ならない. F に属する多項
式は t1, ¨ ¨ ¨, tn の対称式と呼ばれ, そのうち次の形の式を基本対称式と呼ぶ :

s1 “ t1 ` t2 ` ¨ ¨ ¨ ` tn, s2 “
ÿ

iăj

titj , ¨ ¨ ¨ , sn “ t1t2 ¨ ¨ ¨ tn.

明らかに Kps1, s2, ¨ ¨ ¨ , snq Ă F Ă L で, 22.10(3) により rL : F s “ |Sn| “ n! であるが, 次のことが成
り立つ.

例題 29.1. 上の記号の元で
(1) Kps1, ¨ ¨ ¨ , snq “ F .
(2) s1, ¨ ¨ ¨, sn は K 上代数的に独立である.

証明 (1) rL :Kps1, ¨ ¨ ¨ , snqs ő n! となることを示せばよい. n に関する帰納法で証明する. n“ 1 の
ときは明らかである. M “Kps1, ¨ ¨ ¨ , snq とし

fpxq “

n
ź

i“1

px´ tiq “ xn ´ s1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qnsn

とおけば fpxq PM rxs, fptnq “ 0 であるから rMptnq :M s ő n である. 一方 N “Kptnq とおけば,
L“Npt1, ¨ ¨ ¨ , tn´1q である. いま t1, ¨ ¨ ¨, tn´1 に関する基本対称式を s1

1, ¨ ¨ ¨, sn´1
1 とすれば

s1 “ s1
1 ` tn, sj “ tnsj´1

1 ` sj
1 p2 ő j ő n´ 1q, sn “ sn

1tn

となるから, Kps1, ¨ ¨ ¨ , sn, tnq “Kps1
1, ¨ ¨ ¨ , sn´1

1, tnq となり, Mptnq “Nps1
1, ¨ ¨ ¨ , sn´1

1q を得る. 帰
納法の仮定により rL :Mptnqs ő rL :Kps1

1, ¨ ¨ ¨ , sn´1
1qs ő pn´ 1q! である. よつて

rL :M s “ rL :MptnqsrMptnq :M s ő pn´ 1q!n“ n!

となる.
(2) L{F は代数的であるから, 13.6 により trans.degK F “ trans.degK L“ n となる. このとき (1)
から, n 個の元 s1, ¨ ¨ ¨, sn は K 上代数的に独立でなければならない.
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29.1 から次の定理が得られる.

定理 29.2. gpxq “ xn ` a1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an を体 K の一般多項式 (従つて a1, ¨ ¨ ¨, an は K 上代

数的独立) とし, E を N “Kpa1, ¨ ¨ ¨ , anq 上の gpxq の最小分解体とする. このとき E{N は n

次対称群 Sn と同型な Galois 群をもつ Galois 拡大である.

証明 29.1 で示した様に, t1, ¨ ¨ ¨, tn は K 上代数的に独立とし, これらに関する基本対称式を s1,
¨ ¨ ¨, sn とするとき, L“Kpt1, ¨ ¨ ¨ , tnq は F “Kps1, ¨ ¨ ¨ , snq 上の Galois 拡大で Gal pL{F q “ Sn, ま
た s1, ¨ ¨ ¨, sn はK 上代数的に独立である. 従つて K 上の同型 σ : N „

Ñ F (ai ÞÑ p´1qisi) があり,
この写像で一般多項式 gpxq は

gσpxq “ xn ´ s1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qnsn “

n
ź

i“1

px´ tiq

に写される. Lは gσpxqの F 上の最小分解体であるから, σは σ : E „
Ñ Lに拡張される (17.2による).

このとき φ : Gal pE{Nq Ñ Gal pL{F q ( ρ ÞÑ σρσ´1 ) は同型写像である. よつて Gal pE{Nq » Sn

である.

29.2 と 28.17 から次の定理が得られる.

定理 29.3. (Galois の定理 ) 体 K 上の n 次の一般方程式 xn ` a1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0 は nő 4

のとき, しかもそのときに限つて代数的に解ける.

証明 対称群 Sn は nő 4 のときは可解群であるが, nŕ 5 ならば非可解群であつた (29.6 で示され
る 42) ). xn ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an は素体 Q 上の一般多項式でもある. よつて 29.2 で K “ Q とおけ
ば, 28.17 から主張が導かれる.

演 習 問 題
nŕ 5 のとき n 次対称群 Sn が可解群でないことを以下に従つて示せ.

29.4. Sn “ x p1 2q, p1 3q, ¨ ¨ ¨ , p1 nq y であることを示せ.
(Hint : pi jq “ p1 iqp1 jqp1 iq であることと, Sn が互換の全体で生成されることを使ふ. )

29.5. An を n 次交代群 43)とする. nŕ 3 のとき, An “ xp1 2 3q, p1 2 4q, ¨ ¨ ¨ , p1 2 nqy であ
ることを示せ. (Hint : An が 2 個の互換の積の全体から生成されること, 29.4, および p1 2qp1 jq “ p1 2 jq2,

p1 iqp1 jq “ p1 2 iqp1 2 jq2 (3 ő i, 3 ő j) であることを使ふ. )

29.6. nŕ 5 とする. H は An の正規部分群で, An{H は Abel 群であるとせよ. 次の問に答へよ.
但し, i, j, k はどれも 1 でも 2 でもなく, 互ひに異る任意の数字の組である.

(1) p1 2 kq “ p1 i kqpk 2 jqp1 i kq´1pk 2 jq´1 を確かめよ.
(2) p1 2 kq PH であることを示せ. (Hint : 仮定より H Ą rAn :Ans. )

(3) H “An を示し, An が可解群でないことを確認せよ.

29.7. nŕ 5 とする. Sn は可解群でないことを示せ (Hint : 28.11 ).

42) 代数学 3 で既習かも知れない.
43) Sn に属して, その符号が 1 である置換, つまり, 偶数個の互換の積で表される置換のすべてからなる Sn の部分群の
こと.
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§ 30. 3 次の一般方程式の解法

a, b, c を不定元として, 3 次の一般方程式
(30.1) fpxq “ x3 ` ax2 ` bx` c“ 0

の解の公式を求めてみる. (30.1) の 3 つの解を t1, t2, t3 とおく. 以下, ω “
´1`

?
´3

2 , K “ Qpa, b, cq,
L“Kpt1, t2, t3q とする. 以下, 第 29 節の記号に従ふ. 29.3 が得られたといつても, そこから直ちに
解の公式を書き下せるわけではなく, 別途, 作業が必要である. まづ, S3 “ Gal pL{Kq とその部分群
A3 “ tε, p1 2 3q, p1 3 2qu について, の正規列

S3 ▷A3 ▷ t1u

において S3{A3 も A3 も Abel 群であるから, 確かに S3 は可解群である. このとき, ∆“ pt1 ´

t2qpt2 ´ t3qpt3 ´ t1q を不変にする元の全体が A3 に一致する. もちろん ∆2 PK の筈であるが, 少
し計算すれば ∆2 “ ´4a3c` a2b2 ` 18abc´ 4b3 ´ 27c2 を得る. 上の正規列に対応して, 体の拡大列
LĄKp∆q ĄK (rKp∆q :Ks “ 2) があるが, 28.17 により, L{K は羃根による拡大に含まれる筈で
ある. 実際に, その様な羃根拡大を構成してみる. その際,

β “ t1 `ωt2 `ω2t3, γ “ t1 `ω2t2 `ωt3

を考へることが鍵となる. ´a“ t1 ` t2 ` t3 PK であるから, Kpβ,γ,ωq Ą L がわかるが, 体 Lpωq “

Kpβ,γ,ωq は K 上の羃根による拡大として記述できるのである. これは 12 次拡大である. 少し計
算すれば βγ “ a2 ´ 3b, β3 ` γ3 “ ´2a3 ` 9ab´ 27c を得,

Kpβ,γ,ωq “Kpβ,ωq “Kpγ,ωq

がわかる. また β3 と γ3 は y の 2 次方程式
y2 ´ p´2a3 ` 9ab´ 27cqy` pa2 ´ 3bq3 “ 0

の 2 根である. また f 1pt1q “ 3t1
2 ` 2at1 ` b“ pt1 ´ t2qpt1 ´ t3q で t2 ´ t3 “ ´∆{f 1pt1q PKp∆,t1q,

t2 ` t3 “ ´a´ t1 PKpt1q だから t2, t3 PKp∆,t1q がわかり L“Kp∆,t1q である.
もちろん fpt1q “ t1

3 ` at1
2 ` bt1 ` c“ 0であるか

ら, rL :Kp∆qs “ 3 であり, L は Kp∆q 上の vector
空間としての基底 t1, t1, t1

2u を持つ. また
ω R L“ Qpt1, t2, t3q

であることに注意されたい. つまり L は K 上の羃
根による拡大に含まれるのであるが, L 自身は羃根
による拡大にはならない.

L

Kpt1q

Kp∆q

K

Q

Lpωq

Kpt1,ωq

Kpωq

Kp∆,ωq

Qpωq

Kpβ,γq

Kpβ3, γ3q
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例題 30.2. （Cardano の公式） 体 K 上の方程式 x3 ` px` q “ 0 （ p, q PK）の解は,

(30.3) β ` γ, ωβ `ω2γ, ω2β `ωγ

で与へられることを示せ. 但し, ω は 1 の原始 3 乗根で,

β “
3

d

´
q

2
`

c

´q

2

¯2
`

´p

3

¯3
, γ “

3

d

´
q

2
´

c

´q

2

¯2
`

´p

3

¯3
.

解答 前 page の説明の記号で a“ 0, b“ p, c“ q なので, β3 と γ3 は 2 次方程式
y2 ` 27qy´ 27p3 “ 0

の 2 解である. ここに, この方程式の判別式は p27qq2 ` 4 ¨ 27p3 p“ ´27∆2q で,

β3, γ3 “ 1
2

`

´ 27q˘
a

p27qq2 ` 4 ¨ 27p3
˘

“ 33
ˆ

´
q

2
˘

c

q2

4
`
p3

27

˙

.

但し, βγ “ ´3p を満たす様な, ある 3 乗根を選べば,

t1 `ω t2 `ω2 t3 “ β, t1 `ω2 t2 `ω t3 “ γ

となる. このとき t1 ` t2 ` t3 “ 0 と合はせて (30.3) の 3 根が得られる.

注意 30.4. (1) 30.2 の 1 例として
px´ 1qpx´ 2qpx` 3q “ x3 ´ 7x` 6 “ 0

のとき p
q
2q2 ` p

p
3q3 “ ´100

27 で,

3

d

´
q

2
˘

c

q2

4
`
p3

27
“ 3

d

´3˘
10

3
?
3
i “

3

d

´9
?
3 ˘ 10 i

3
?
3

“

3
a

´9
?
3 ˘ 10 i

?
3

“

3

b

p
?
3˘ 2 iq3
?
3

“

?
3˘ 2 i
?
3
（3 乗根を 1 つ選んだ）

なので, 3 つの有理数解 2, ´3, 1 が
?
3` 2 i
?
3

`

?
3´ 2 i
?
3

, ω

?
3` 2 i
?
3

`ω2

?
3´ 2 i
?
3

, ω2

?
3` 2 i
?
3

`ω

?
3´ 2 i
?
3

なる表示で得られる.
(2) 30.2 の計算から, 与へられら 3 次方程式が, 3 つの実根を持つ場合, ∆2 ą 0 である. このとき,
´27∆2 ă 0 であるから, (30.3) の表示の 3 乗根号の内部が虚数である. このことは, Cardano の公
式では, 実根を表すのに, どうしても虚数を用いる必要があることを示してゐて, 古来, 還元の不可能
性などと呼ばれてゐる.

演 習 問 題
30.5. 本文での説明と 23.17を参考に, 3次方程式 x3 ` x` 1 “ 0の解を四則演算と羃根のみで表せ.

30.6. 一般に 3 次の monic な既約多項式 fpxq “ x3 ` ax2 ` bx` c P Qrxs について, その Galois
群は A3 ( 3 次巡回群, ◁S3 ) または S3 と同型になり, そのことは上記の ∆ が Q 内の平方元であ
るか否かで, 判定できる. このことを示せ.

70



2025年 1月 12日 版 71

§ 31. 4 次の一般方程式の解法

4次一般方程式の解法を述べる. a, b, c, dを不定元としてK “ Qpa, b, c, dqとおき, K 上の 4次多項式
fpxq “ x4 ` ax3 ` bx2 ` cx` d を考へる. t1, t2, t3, t4 を fpxq “ 0 の根として, L“Kpt1, t2, t3, t4q

とおく. 以下, 第 29 節の記号を踏襲してゐる. 4 次対称群 S4 の正規列
S4 ▷A4 ▷ V ▷H ▷ t1u

を考へる. 但し, V “ tε, p1 2qp3 4q, p1 3qp2 4q, p1 4qp2 3q u, H “ tε, p1 2qp3 4qu である. V が存
在してゐるのは幸運である. ここで S4{A4, A4{V , V {H, H はどれも Abel 群である. いま

∆“ pt1 ´ t2qpt1 ´ t3qpt1 ´ t4qpt2 ´ t3qpt2 ´ t4qpt3 ´ t4q (fpxq の判別式と呼ぶ)

とおくと, ∆2 PK である. Gal pL{Kq “ S4 とみて, 上の正規列に対応する体の拡大列は
K ĂKp∆q ĂKpt1t2 ` t3t4, t1t3 ` t2t4, t1t4 ` t2t3q ĂKpt1t2 ` t3t4q ĂKpt1, t2, t3, t4q

である (★). ここで α “ t1t2 ` t3t4, β “ t1t3 ` t2t4, γ “ t1t4 ` t2t3 とおく. これらの基本対称式
は a, b, c, d の Q 上の多項式の筈であるが,

α` β ` γ “ b, αβ ` βγ ` γδ “ ac´ 4d, αβγ “ a2d´ 4bd` c2

が, いくらかの計算ののち得られる. それゆゑ α, β, γ は K 上の 3 次方程式
gpyq “ y3 ` by2 ´ pac´ 4dqy` pa2d´ 4bd` c2q “ 0

の根として得られる. この方程式は, 第 30 節の方法で解ける. ここで, 容易に確かめられる
pα´ βqpβ ´ γqpγ ´αq “ ´∆

に注意せよ. さらに t1t2 ` t3t4 “ α, pt1t2qpt3t4q “ d より t1t2 と t3t4 が 2 次方程式 z2 ´αz` d“ 0

の解として得られる. pt1 ` t2qt3t4 ` pt3 ` t4qt1t2 “ ´cと t1 ` t2 ` t3 ` t4 “ ´aから t1 ` t2, t3 ` t4 P

Kpt1t2, t3t4q がわかる :

Kpt1t2, t3t4, t1 ` t2, t3 ` t4q “Kpt1t2, t3t4q.

t1u

H

V

A4

S4

L

Kpt1t2, t3t4q

Kpα,β,γq

Kp∆q

K

Lpωq

Kpt1t2, t3t4, ωq

Kpα,β,γ,ωq

Kp∆,ωq

Kpωq

t1 ` t2 と t1t2 の値から 2次方程式を解いて t1 と t2

が得られる. また, t3 ` t4 と t3t4 の値から t3 と t4

が得られるが, これは t1t2t3 ` ¨ ¨ ¨ ` t2t3t4 “ ´c と
t1, t2, t3 ` t4, t3t4 の値から 1 次方程式を解いても
得られるから, 体の拡大は生じない.
ここで 1 つ注意をしておく. 3 次一般方程式の

解法では, 1 の原始 3 乗根 ω を添加する必要があ
つた. しかし, この解法では, 正規列の隣接したどの
2 つの群の剰余類群にも 4 次巡回群が含まれないか
ら, i“

?
´1 を添加する必要がない. 以上を図にま

とめておく.

演 習 問 題
31.1. 本文中の (★) が正しいことを示せ.
31.2. 本文で説明した方法に沿つて, 4 次方程式
x4 ` x` 1 “ 0 を解き, 解を四則演算と羃根のみで表せ.
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§ 32. 円分多項式

以下, 本節では有理数体 Q 上の円分体を考察する. 1 の原始 n 乗根 ζ を 1 つ固定し,

Φnpxq “
ź

0ărăn
gcdpr,nq“1

px´ ζrq

とおく. これは 1 のすべての原始 n 乗根を根とする多項式で, n 次円分多項式と呼ばれる.

例 32.1. 円分多項式 Φnpxq の例を挙げておく. 素数 p については
Φppxq “ xp´1 ` xp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` x` 1

である. その他を少し計算してみれば
Φ1pxq “ x´ 1, Φ4pxq “ x2 ` 1, Φ6pxq “ x2 ´ x` 1, Φ8pxq “ x4 ` 1,

Φ9pxq “ x6 ` x3 ` 1, Φ10pxq “ x4 ´ x3 ` x2 ´ x` 1, Φ12pxq “ x4 ´ x2 ` 1,

Φ14pxq “ x6 ´ x5 ` x4 ´ x3 ` x2 ´ x` 1, Φ15pxq “ x8 ´ x7 ` x5 ´ x4 ` x3 ´ x` 1,

Φ16pxq “ x8 ` 1, Φ18pxq “ x6 ´ x3 ` 1, Φ18pxq “ x8 ´ x6 ` x4 ´ x2 ` 1, ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

と, 係数が ˘1 のみになる様に見えるが, 反例がある :

Φ105pxq “ x48 ` x47 ` x46 ´ x43 ´ x42 ´ 2 x41 ´ x40 ´ x39 ` x36 ` x35 ` x34

` x33 ` x32 ` x31 ´ x28 ´ x26 ´ x24 ´ x22 ´ x20 ` x17 ` x16 ` x15

` x14 ` x13 ` x12 ´ x9 ´ x8 ´ 2 x7 ´ x6 ´ x5 ` x2 ` x` 1.

命題 32.2. 円分多項式について次が成り立つ
(1) degΦnpxq “ φpnq ( Euler の函数 ).
(2) xn ´ 1 “

ś

d|n Φdpxq.
(3) Φnpxq P Zrxs.

証明 (1) は明かである. また 1 の n 乗根の任意の 1 つをとれば, それは, 唯 1 つのある約数 d|n に
対して 1 の原始 d 乗根であるから, (2) が成り立つ. (3) を n の帰納法で示す. いま
(32.3) xn ´ 1 “ Φnpxqfpxq, fpxq “

ź

d|n,dăn

Φdpxq

とすれば, 帰納法の仮定により fpxq P Zrxs. また fpxq の最高次の係数は 1 であるから, それは原始
多項式 44)である. (32.3) を利用しての, n に関する数学的帰納法から Φnpxq P Qrxs となることが示
されるから, 下記の 32.4 により Φnpxq P Zrxs がわかる.

問32.4. Rを UFD（一意分解環）とし, K をその商体とせよ. fpxq, gpxq PRrxsで gpxq PRrxsは原
始多項式であるとせよ. Krxs において fpxq “ gpxqhpxq (hpxq PKrxs) と分解されれば, hpxq PRrxs

である.

44) gpxq “ a0x
n ` an´1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an の係数の最大公約数が 1, gcdpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ 1, であること.

72



2025年 1月 12日 版 73

定理 32.5. Φnpxq は Qrxs において既約な多項式である. 即ち Φnpxq “ irr pζ,Q, xq.

証明 ζ を 1 の原始 n 乗根とし, fpxq を ζ を根とする既約かつ原始的な Z 上の多項式とする. こ
のとき fpxq |xn ´ 1 で, 32.4 から xn ´ 1 “ fpxqgpxq となる gpxq P Zrxs がある. いま p を n と互
ひに素な任意の素数とすれば, fpζpq “ 0 となることが次の様にして示される. これの否定 fpζpq ‰ 0

を仮定する. このとき gpζpq “ 0 でなくてはならない. gpxpq は ζ を根にもつから gpxpq “ fpxqhpxq

となる hpxq P Zrxs が存在する. いま任意の元 a P Z に対し, 対応する剰余類を a P Fp と記し, 任意
の多項式 φpxq P Zrxs に対し, その係数を対応する剰余類に置き替へたものを φpxq と書くことにす
る. このとき a p “ a に注意すれば,

fpxqhpxq “ gpxpq “ gpxqp

であるから, fpxq と gpxq は共通根を持つ. 従つて Fp 上で xn ´ 1 “ fpxqgpxq は重根を持ち, これは
仮定 gcdpp,nq “ 1 に矛盾する. 上のことを用ゐて, 一般に gcdpr,nq “ 1 ならば ζr は fpxq の根にな
ることが, r の素因数の個数に関する帰納法で示される. 従つて Φnpxq|fpxq となるが, fpxq は既約
であるから fpxq “ cΦnpxq (c P Qˆ) となつて Φnpxq も既約である.

系 32.6. 1の n乗根全体のなす群を Un Ă Qとおく. Gal pQpUnq{Qqは pZ{nZqˆ と同型である.

証明 27.4の証明の前半で述べた通り Gal pQpUnq{Qqは pZ{nZqˆ の部分群と同型である. しかるに,
QpUnq は Φnpxq の最小分解体であるから, 32.5 と 32.2 (1) により, Gal pQpUnq{Qq の位数は φpnq

であり, これは pZ{nZqˆ の位数に他ならない. ゆゑに, この 2 群は同型でなければならない.

問 32.7. ζ を 1 の原始 n 乗根とする. rQpζq :Qs “ φpnq を示せ.

演 習 問 題

32.8. 任意の n P N をとれ. このとき p” 1 mod n なる素数 p が無数に存在することを次の方針
で示せ. tp1, p2, ¨ ¨ ¨ , pk u をその様な素数の任意の集合とせよ ( 空集合でも良い ). a“ np1p2 ¨ ¨ ¨pk
とおいて Φnpaq を考察する. 次の問に答へよ.

(1) Φnpaq は 1, ´1 ではないことを示せ.
( Hint : 複素数平面における絶対値と Φnpxq の定義. )

(2) q ą 1 を Φnpaq の 1 つの素因子とせよ. このとき q ” 1 mod n であることを示せ.

( Hint : m を a P pZ{qZqˆ とみたときの位数とせよ. Φnpaq|an ´ 1 であるから an ” 1 mod q. ゆゑに m|n. ここで m ă n と
仮定する. 一方 am ´ 1 “

ś

d|mΦdpaq ” 0 mod q であるからある d|m について Φdpaq ” 0 mod q. しかも Φnpaq ” 0 mod q

であるから, 結局 a は xn ´ 1 “
ś

d|nΦdpaq P Fqrxs の重根である. 19.5(1) によれば nan´1 ” 0 mod q でなければならない.
しかるに q ∤ a, n|a より q ∤ n でなければならないので, 矛盾が生ずる. よつて m “ n. Fermat の小定理から m “ n は q ´ 1

の約数でなければならず, q ´ 1 ” 0 mod n. )

(3) 上の q は集合 tp1, p2, ¨ ¨ ¨ , pk u に含まれないことを示せ. ( Hint : q|Φnpaq ” ˘1 mod a. )

以上から, 限りなく p” 1 mod n なる素数 p を見出すことができるから, その様な素数は無限に存
在する.
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§ 33. 集合と写像

定義 33.1. 集合 A に対し, 任意の元 a, b, c PA に関して, 次の 3 つの条件を満たす関係 ď が
与へられてゐるとせよ :
O1. aő a （反射律）,
O2. aő b, bő a ùñ a“ b （非対称律）,
O3. aő b, bő c ùñ a“ c （推移律）.
このとき Aは順序ďが定義された順序集合 ,或いは半順序集合であるといはれる. 便宜上 aő b

と bŕ a とも記す. さらに aő b で a‰ b であることを aă b と記す.
順序集合 A の部分集合 B は A に定められた順序によつて順序集合である.

定義 33.2. 順序集合 A において, 任意の 2 つの元 a, b PA に対して aő b または bő a が成り
立つとき, A は全順序集合であるといはれる.

定義 33.3. 極大元極小元最大元最小元

定義 33.4. 上界下界上に有界帰納的

定理 33.5. Zorn の補題

定義 33.6. 整列集合

例 33.7. N, p2N` 1q Y p2Nq, t´8,0u YN
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§ 34. 群の作用

定義 34.1. 群 G と集合 X, および写像 X ˆGÑX, pα,aq ÞÑ αa が与へられてゐて, 任意の a,
b PG, α PX について
A1. α1 “ α,
A2. αab “ pαbqa

の 2つが共に成り立つとき, Gは X に作用するといふ. さらに, 任意の α, β PX に対し αa “ β

となる元 a PG が存在するとき, G は X に可移的または推移的に作用するといふ.

例 34.2. 作用の例とさうでない例を記す.
(1) 加法を演算とする群 G“ Z と X “ Z について

ZˆZ Ñ Z, pm,nq ÞÑm`n

は作用である. これは可移的である.
(2) 乗法を演算とする群 G“ Qˆ と X “ Q について

QˆQˆ Ñ Q, px,yq ÞÑ x` y

は作用ではない.
(3) Galois 拡大 L{K とその Galois 群 GalpL{Kq について,

LˆGalpL{Kq Ñ L, pα,σq ÞÑ ασ

は作用である. これは可移的ではない.
(4) K を体とし, これの代数的閉包 K を 1 つ固定する. α の K 内の K 上の共役元のすべてから
なる集合を S “ tα1, ¨ ¨ ¨ , αn u とし, L“Kpα1, ¨ ¨ ¨ ,αnq とせよ. このとき

S ˆGalpL{Kq Ñ S, pαi, σq ÞÑ αi
σ

は作用である. これは可移的である.

作用を利用すると, 新しく群を見出すこともできる. 例へば p 元体 Fp を Fp 自身の上の 1 次元
vector 空間として, vector a P Fp による “ a 移動 ”

Fp Ñ Fp, v ÞÑ v` a

および b P Fp
ˆ による “ b 倍 ”

Fp Ñ Fp, v ÞÑ bv

を考へると, これら写像の全体とそれらの合成は Fp と Fp
ˆ の元の組からなるある群を成してゐて,

それが Fp に作用してゐると見做せる. 例へば p“ 5 とすれば F5
ˆ の原始根として 2 がとれる. い

ま 5 元集合 F5 “ t0, 1, 2, 3, 4u に関する対称群 S5 を使へば, 元 p0 1 2 3 4q と p2 4 3 1q がそれぞれ
“ 1 移動 ” と “ 2 倍 ” を表してゐて,

p0 1 2 3 4q : Fp Ñ Fp, v ÞÑ v` 1

p2 4 3 1q : Fp Ñ Fp, v ÞÑ 2v

であり, これらの生成する群 H ă S5 が見付かつた.

問 34.3. 上の群 H の元を全て書き上げよ. 位数はいくつか. また, H が 28.20 の Gal pK{Qq と同
型であることを示せ.
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§ 35. 整拡大
A が環 B の部分環であるとき, B は A の拡大環と呼ばれる.

定義 35.1. B を環 A の拡大環とし, b PB とする. b が A に係数を持つ monic 多項式の根で
あるとき, 即ち fpxq “ xn ` a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1x` an PArxs が存在して fpbq “ 0 となるとき,
b は A 上整であるといはれる. もし B のあらゆる元が A 上整であれば, 環 B は環 A 上整で
あるといはれる.

定義 35.2. 整閉整域

例題 35.3. UFD は整閉整域であることを示せ.

解答 A を UFD とし, K “ fracpAq とする. 任意の a PK をとる. a はある 1 次式 px` q PArxs

の根である. つまり pa“ ´q. A は UFD だから p|q でなければならない. q “ ´pc, c PA と書けば,
a“ c であつて a は x´ c の根である.

命題35.4. Aを整閉整域,K をAの商体とし, fpxq PArxsをmonicな多項式とする. fpxq PKrxs

とみて, fpxq が Krxs で既約であることと, fpxq が Arxs で既約であることは同値である.
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